EJERCICIOS DE TOPOLOGIA

’1. ESPACIOS METRICOS. BOLAS Y ESFERAS

1. Estudia si (R, d) es un espacio métrico, donde d : R x R — R estd definida como
0 six=y
d(x,y) = { .
COZ Jal 41yl sioty
Dibuja la bola B(z,r) cuando i) x=0yr=1/2; i) z=1/2yr=1.
2. Demuestra que si d es una distancia entonces d'(z,y) = min(d(z,y), 1) también lo es.
3. Decide razonadamente si

i) d(z,y) =

ii) d(z,y) = |22 — y?| define una métrica en R.

1 1 L. .
.- 5‘ define una métrica en R\ {0};

4. Demuestra la desigualdad triangular inversa: en un espacio métrico (X, d),
Vl‘,y,ZGX, |d(x,y)—d(y,z)| Sd(a:,z)

5. Dado un conjunto no vacio, sea F la coleccién de todos sus subconjuntos finitos. Para A € F, sea |A| el ntimero
de elementos de A.

i) Comprueba que
d(A,B) = |[AAB| = [(A\ B) U (B \ A)|
define una métrica en F.
ii) Sea JF, concretamente, la coleccién de todos los subconjuntos finitos de N. Para la métrica descrita en el
apartado anterior y el punto A = {1,2} en el espacio F, describe la esfera S(A,1) ={B € F: d(A,B) = 1}.
6. Comprueba que los siguientes espacios de sucesiones con las distancias asociadas son espacios métricos:

i) R* es el espacio de sucesiones de nimeros reales © = (z,), y d : RY x R¥ — R la distancia

|:En - yn|
d = R« RY

;Cudl es la distancia entre las sucesiones = = (z,) = (1 =27 ey = (yn) = (1)?

n

ii) oo es el espacio de todas las sucesiones acotadas de ntiimeros reales, y d : oo X £oo — R la funcién
d(z,y) = sup{|zn —yn|, n €N}

iii) /o es el espacio de todas las sucesiones x = (z,,) de R tales que >, 72 < o0; y d : fo x £3 — R la funcién

1/2
d(z,y) = (Z |Zn — yn‘2>

Indicacién: Si z = (zn) € €2, y = (yn) € €2, entonces Z |xnyn| converge y, ademas, (Z |Tnyn|)2 < (Z z%)(z y2).
7. Si (X, d) es un espacio métrico y D la funcién definida en (X x X) x (X x X) por
D((z1,22), (xllv .%'/2)) = d(z1, x,l) + d(z2, xIQ) )
comprueba que D es una métrica. Demuestra que la funcién distancia d: (X x X, D) — (R,]| -|) es continua.

8. En R” se define d;(z,y) = |1 —y1]| + |22 —y2| + - - + |xn — yn| donde & = (z1,22,...,20), ¥ = (Y1,Y2, - - -, Yn)-
Demuestra que d; es una distancia en R". Si ds es la distancia usual (euclidea) de R demuestra que

Vr > 0,3r' > 0|Vx € R, By(z,r") C Bay(x,7) y Ba(z,r') C Bi(z,7)
donde B; denota la bola abierta definida por la distancia d; (i = 1,2).



2. INTERIOR, ADHERENCIA, FRONTERA Y DERIVADO EN ESPACIOS M]:]TRICOS‘

9. ;Es cierto que en cada espacio métrico, el cierre de la bola abierta B(a,r) es la bola cerrada B(a,)?

10. Se considera el siguiente subconjunto de R:

A:(—oo,—\/§) U [\/5,3) U{m:neN}U{O}.

[e]
Halla A, A y A’ en las siguientes métricas sobre R:
i) La usual.
ii) La discreta.
iii) La métrica dada por la férmula d(z,y) = min{|z — y|, 1}.
Indicacién: Conviene comparar los conjuntos abiertos en esta métrica con los la usual.

11. Halla un subconjunto A C R que, con la métrica usual de R, tenga como frontera el conjunto dado:

OA=[1,2]U{0}U{l/n|n e N}

12. Para cada uno de los siguientes subconjuntos de R?, se pide hallar su frontera y decidir si es abierto o cerrado.

A={(z,y) eR?:2? —y?> =4}, B={(z,y) cR?:|z| < 1,|y| <3}.
13. Determina los conjuntos A’ y A para A = {(0,2)} U ([0,1] x [0,1)) C R?.

o
14. Sea U C RY conjunto abierto y A ¢ RY un subconjunto tal que U C A. Demuestra que U C A. Enuncia y
demuestra la afirmacién andloga para conjuntos cerrados.

15. Sean A y B subconjuntos de R? dotado de la métrica euclidea. Sea z un punto de acumulacién de A|J B. ;Se
puede concluir que z es un punto de acumulacién de A o de B?

16. Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestra que si A es un subconjunto finito de X, entonces A no tiene puntos
de acumulacién; es decir A’ = @.

17. Si (X, d) es un espacio métrico, A C X y a € X, se define d(a, A) = inf {d(a,z) : z € A}.
i) Demuestra que d(a, A) = 0 si y sélo si a € A.

ii) Para a € RT = (0, +00), definamos B,(A4) = {z € X : d(x, A) < a}. Prueba que Va > 0,3 > 0 se cumple la
inclusién
Ba(Bs(A)) C Bats(4)

pero que la igualdad no es necesariamente cierta.

’3. CONVERGENCIA DE SUCESIONES Y FUNCIONES CONTINUAS EN ESPACIOS METRICOS

18. Si en un espacio métrico (X,d) se cumple que z, — z, y, — y cuando n — oo, demuestra que entonces
d(Zpn,yn) = d(z,y).

19. Sean X e Y dos espacios métricos y f,g: X — Y dos funciones continuas.

i) Demuestra que {x € X : f(x) = g(z)} es un subonjunto cerrado de X.

ii) Si, ademés, A C X y f(x) = g(z) para todo z € A, demuestra que, de hecho, f(z) = g(z) para todo = € A. (Se
recomienda hacerlo de dos maneras distintas: directamente por sucesiones y deduciéndolo del apartado anterior.)

20. Sea (X,d) un espacio métrico y a € X. Demuestra que la funcién f: X — R dada por f(z) = d(x,a) es
continua (y, de hecho, uniformemente continua).

21. Demuestra que d(z,y) = min(|x — y|,1 — |z — y|) define una distancia en [0, 1). ;Cudles son las funciones
f:[0,1) — R continuas en este espacio?

’4. DEFINICION DE TOPOLOGIA. EJEMPLOS DE TOPOLOGfAS‘

22. Sea X un conjunto y A, B dos subconjuntos propios y no vacios de X tales que A # B. Si la coleccién
T ={2,A, B, X} es una topologia de X, ;jque condicién deben cumplir A y B?



23. Sean X un conjunto y a € X. Se considera la familia 7, de los subconjuntos U de X tales que o bien U es
vacio, o bien a € U. Decide razonadamente si 7, es una topologia en X.

24. Sean X un conjunto infinito y 7 una topologia sobre X en la que todos los subconjuntos infinitos son abiertos.
Demuestra que T es la topologia discreta de X.

25. En el plano R? se considera la familia 7 de todos los subconjuntos U tales que para cada (a,b) de U existe
un € > 0 tal que

((a—e,a+e)x{b})U({a} x (b—e,b+¢)) CU.

Estudia si 7 es una topologia en R2.

] 5. BASES. SUBBASES \

26. Se consideran las siguientes familias de subconjuntos de R: B, = {(—o0,b): b € R}, B ={(a,0): a € R}.
i) Demuestra que cada una de las familias B, y B_, es una base de una topologia de R.
ii) Compara estas topologias.

iii) Demuestra que la topologia generada por B, U B_, es la usual.

27. Sea 7T;, j € J una familia de topologias sobre X. Demuestra que existe una topologia que contiene a todas las
T;, para j € J, y ademas es la menos fina de todas las que verifican esta propiedad.

28. Para cada punto (z,y) de R? y cada r € R con r > 0 se considera el siguiente conjunto Q,(x,%):

«cuadrado con lados paralelos a los ejes, centrado en (z,y) y de lado 2r, del que se ha excluido los lados y los
puntos de las diagonales que no sean el punto (x,y)».

Haz un dibujo que ayude a demostrar que B = {Q.(x,y): (z,y) € R? r > 0} es base para una topologia en R

29. Sean By y By bases de sendas topologias 71 y 75 de un mismo conjunto X, demuéstrese que
BZ{BlﬂBQ|Bl EBl,BQEBQ}
es base de una topologia mas fina que 71 y que 7.

30. Encuentra una subbase para la topologia discreta en el conjunto X = {1, 2, 3,4, 5} tal que todos sus miembros
tengan mas de un elemento.

|6. PRODUCTO DE DOS ESPACIOS TOPOLOGICOS. SUBESPACIOS |

31. En el espacio producto (R, 7)) x (R, 7)) (plano de Sorgenfrey), describe la topologfa inducida en los sub-
conjuntos X = {(z,—z):z € R}, Y = {(z,2) : x € R}.

32. Sean X e Y espacios topolégicos, AC X xY y A, ={yeY :(z,y) € A}, Ay ={z e X : (z,y) € A}.

i) Demuestra que si A es abierto en X x Y, entonces, para cada z € X y cada y € Y, A, y A, son abiertos en Y’
y en X respectivamente.

ii) Si A; y A, son abiertos para cada x € X y cada y € Y, jes A abierto en X x Y7

33. Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Sea T la topologia producto en X X Y construida a partir de las
topologias 71 de X y T2 de Y. Prueba que, si B es una base de 7 (no necesariamente la «base producto»),

entonces 71 (B) = {m1(B) : B € B} es base de T1 y ma(B) = {m2(B) : B € B} es base de 7. /Se puede usar este
hecho para resolver el ejercicio anterior?

34. Se considera la topologia T en R? generada por la base B del ejercicio 28. ;Existen en R sendas topologias
de modo que su producto coincida con la topologia T 5?

Indicacién: De existir, ambas topologias deberian ser menos finas que la usual.

’7. ENTORNOS, INTERIOR, ADHERENCIA, FRONTERA Y DERIVADO

35. Sea (X, T) un espacio topoldgico y E C T. Demuestra que F es abierto si y s6lo si E es un entorno abierto
de cada punto x € E, si y sélo si E es un entorno de cada punto xz € E.

36. Comprueba que 7 = {@} U {E, | n € N} es una topologia de N=Z,, donde E, = {n,n+1,n+2,...}.

i) Halla todos los conjuntos cerrados en la topologia 7.



ii) Describe todos los entornos abiertos del punto m € N en la topologia 7.
iii) Determina la clausura de los siguientes conjuntos A y D: A ={9,13,48,96}, D ={3,6,9,12,15,...}.

37. Se considera el siguiente subconjunto de R: A = (—oo7 —ﬂ) U {\/i, 3) U {3Zi§0 in € N} U{0}. Halla A, A

y A’ en las siguientes topologias de R:
i) La cofinita.
ii) La topologia 7 de Sorgenfrey (la que tiene como base B = {[a,b) : a,b € R}).
iii) La que tiene como base B = {[a,b) : a,b € Q}.
iv) T— (la que tiene como base B = {(—00,a) : a € R}).

38. Halla dos subconjuntos A, D abiertos de la topologia usual de R para los que los cuatro subconjuntos A N D,
AND, ANDy AND sean distintos.

39. Sea X un espacio topoldgico y sean A,D C X. Demuestra que:
i) OA =A\ A

ii) 0A =0 siy sélosi A es simultdneamente abierto y cerrado.

iii) Si A es abierto, entonces AND C AND. ;Se satisface esta inclusién si A no es abierto?
— o —
iv) SiAUD = X, entonces AUD = Int(AUD) = X.

v) AUD C Int (AU D). La inclusién anterior puede ser estricta.
vi) SiO0A =Dy 0D = A, entonces A =D.
vii) 0(AUD) C 9(A) U9J(D) y la inclusién es estricta en general (busca un ejemplo sencillo).
viii) Si AND = &, entonces (A UD) = d(A) U (D).
40. Indica razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
i) Para cada A C X, Int(0A) = @.

ii) Si A # @ es cerrado y & = g, existe D tal que A =9D.
iii) Para cada A C X, A =IntA.
iv) SSANOA =2 entonces A es abierto.
v) Para cada A C X, el conjunto A’ es cerrado.
vi) Si x ¢ A, entonces = ¢ (A)'.
41. Sea X un espacio topolégico. Sea {A;: i € I} una familia de subconjuntos de X.
i) Demuestra que
UAic A
i€l icl
ii) Demuestra que si I es finito, entonces J;c; Ai = Ujes Ai-
iii) Halla un contraejemplo que muestre que, en general, no es cierto que m C User A

iv) Busca un fallo en la siguiente demostracién —falsa— de la inclusién anterior:
Si x € U;er Ai entonces, para todo entorno U de x, U N (U;cr Ai) # @. Por tanto, U N Ay, # & para algtn ig € I
v se tiene x € Ay vy = € U A

’8. CONVERGENCIA DE SUCESIONES. PROPIEDADES DE SEPARACION. ESPACIOS DE HAUSDORFF

42. Consideremos en R la topologia 7.— que tiene como base B = {(—o0,a) : a € R}.
i) Demuestra que este espacio es T pero no Tj.
ii) Estudia la convergencia de la sucesién (—n),cn en el espacio dado y observa que el limite de una sucesién no

tiene por qué ser Unico.

43. Consideremos el conjunto R dotado de la topologia cofinita.



i) Demuestra que este espacio es T pero no T (es decir, no es Hausdorf).

ii) Sea (a,)5; una sucesién de ntimeros reales distintos. Demuestra que cada nimero real es un limite de esta
sucesion en la topologia cofinita.

44. Sea (X,7T) un espacio topoldgico T;.

i) Demostrar que si X es finito, entonces T es la topologia discreta.

ii) Demostrar que si A es un subconjunto finito de X, A no tiene puntos de acumulacién, es decir A’ = &.

45. Halla la interseccion de todas las topologias T; de un conjunto X y demuestra que también es una topologia
con la propiedad T;.

46. Se considera en R la topologia conumerable, formada por el conjunto vacio y por los conjuntos cuyo comple-
mentario es numerable o finito.

i) Determina razonadamente si esta topologia es Tg, T1, Ts.

[e.9]

i) Halla el limite o limites (si existen) de la sucesién (1)22 .

iii) {Qué sucesiones tendran limite? ;Cuando serd uinico?
47. Sea (X, T) un espacio topolégico. Demuestra que (X, 7T) es Tq (es decir, que tiene la propiedad de separacién
de Hausdorff) si y sélo si el conjunto

A={(r,x) e X xX:ze€ X}

es un cerrado del espacio X x X con la topologia producto.

48. Demuestra las siguientes caracterizaciones.

i) Un espacio topoldgico X es T si y sé6lo si para cada punto x € X se cumple que
{z}=n{U: UeV()}.
ii) Un espacio topolégico X es Hausdorff (T9) si y sélo si para cada punto = € X se cumple que

{z} =n{U: U eV(x)}.

9. FUNCIONES CONTINUAS. HOMEOMORFISMOS\

49. Demuestra que la funcién identidad: i(z) = x, es continua de (X, 7T) en (X, 7T*) si y sélo si la topologia T es
m4s fina que T*.

50. Sea X un espacio topoldgico. Demuestra que la funcién diagonal d: X — X x X dada por d(z) = (z,x) es
continua para la topologia producto de X x X.

51. Sean X e Y espacios topoldgicos.

i) Demuestra que se cumple el siguiente resultado: Si f : X — Y es continua e Y es un espacio de Hausdorff,
entonces el conjunto K = {(x1,x2) : f(x1) = f(z2)} es cerrado en el espacio producto X x X.

ii) Demuestra que, con las mismas hipétesis del punto anterior, el conjunto

Iy ={(z,y) e X xY: y=fz)},
es decir, la «grafica» de la aplicacién f, es un conjunto cerrado de X x Y con la topologia producto.
52. Con la notacion del ejercicio anterior:

i) Demuestra que el reciproco de la proposicion del primer punto del ejercicio anterior no es cierto en general. Es
decir, que K puede ser cerrado sin que Y sea Hausdorff.

ii) Demuestra que, sin embargo, si f: X — Y es una funcién abierta y suprayectiva, y el conjunto
K ={(z1,23) € X x X : f(x1) = f(2)}

es cerrado en el espacio producto X x X, entonces Y es Hausdorff.

53. Sea X = [0, 1] con la topologia usual e Y = [0, 1] x [0, 1] con la topologia del orden lexicogréfico. Estudia si
las siguientes funciones son continuas.

i) f: X — Y dada por f(t) = (¢,t)



ii) g: X — Y dada por g(t) = (1/2, (2t +1)/4)
iii) h: X — Y dada por h(t) = (¢,1).

54. Sea a € R. Demuestra que cada uno de los intervalos (—o0,a) y (a,4+00) en la recta, dotados de la topologia
relativa, es homeomorfo a R, mostrando los homeomorofismos pertinentes.

55. Demuestra que el disco unidad D = {(x,y): 22 + y? < 1} (dotado de la topologia relativa del plano) es
homeomorfo al plano R?, exhibiendo un homeomorfismo explicito.

Indicacién: Conviene usar las coordenadas polares.

56. Estudia si R con la topologia 7y es homeomorfo a R con la topologia 7(j. (Es la identidad entre ambos
espacios un homeomorfismo?

57. Demuestra que los espacios X = [0,2)U[4,5] e Y = [0, 3], ambos con la topologia del orden, son homeomorfos.

58. Sea A = (—00,0]U(2,400) y f: A — R dada por
2

—x si <0
f(x)_{x—2 sio o >2.

Demuestra que f es continua si A tiene la topologia del orden o la de subespacio, pero que es un homeomorfismo
s6lo con la primera de ellas.

59. Da un ejemplo de una funcién continua f : X — Y cuyo grafo {(z, f(z)) : * € X} no sea cerradoen X x Y y
de una funcién no continua cuyo grafo si lo sea.

Indicacién: Piensa en la identidad de R en R, poniendo topologias adecuadas en el espacio de salida y en el de llegada.

60. Prueba que existen funciones de (R, T[)) en N con la topologia discreta que son sobreyectivas y continuas,
pero que no existen funciones de (R, 7)) en R con la topologfa discreta que tengan tales propiedades.

Indicacién: La imagen inversa de R seria una unién no numerable de abiertos disjuntos y [a, b) contiene siempre un niimero racional.



10. TOPOLOGIA PRODUCTO

61. Sea {(Xa, T a)}aca una coleccién de espacios topoldgicos.

i) Demuestra que, en general, el producto cualquiera de abiertos no es abierto en la topologia producto.
ii) Demuestra que el producto cualquiera de cerrados es un cerrado en la topologia producto.
iii) Demuestra que, en la topologia producto, HycaFq = HacaFq.

62. Demuestra que una sucesién converge en la topologia producto si y sélo si converge en cada una de sus
componentes.

63. Para para cada n € N = Z", sea f, : R — R un homeomorfismo (con la topologia usual de R). Se define
f: RN = RY por medio de (z,) = (fu(,)). Demuestra que f es un homeomorfismo respecto de las topologias
producto usuales de RY.

64. Sea {(X4,Ta) | @ € A} una familia de espacios topoldgicos. Para cada «, sea @ # Y, C X,. Demuestra que la
topologia relativa de la topologia producto de II,X,, coincide con la topologia producto en I1,Y,, de las topologias
relativas.

65. Sea {(Xa, T )| @ € A} una familia de espacios topolégicos. Sea A = A1 U A una particién de A. Demuestra

que los espacios topoldgicos
11 x II x.) = (1l x
a€A @ Y <a€A1 a> <a€A2 a) ’

dotados en cada uno de los casos con las topologias producto correspondientes, son homeomorfos.

66. Demuestra que el producto de espacios topoldgicos es Hausdorff es Hausdorff. ;Es cierto es reciproco?

’11. APLICACIONES ABIERTAS Y CERRADAS. TOPOLOGIA COCIENTE

67. Sea m; : R Xx R — R la proyeccién sobre el primer factor.

i) Sea X el subespacio ({0} x R) U (R x {0}) de R x R. Sea ¢ la restriccién de m; a X. Demuestra que g es una
aplicacion cerrada pero que no es una aplicacién abierta.

ii) Sea Y el subespacio (R; x R)U (R x {0}) de R x R. Sea h la restriccién de 7 a Y. Demuestra que la aplicacién
h no es ni abierta ni cerrada, pero si es una aplicaciéon cociente.

Indicacién: h=H(U) N (R x {0}) = U x {0}.

68. Sea p: X — Y una aplicacién y sea A un subespacio de X.

i) Demuestra que si A es abierto en X y p es una aplicacién abierta, entonces la restricciéon de p a A es una
aplicacién abierta

ii) Concluye del apartado anterior que p’ : A — p(A) definida por p’(x) := p(x) es una aplicacién abierta.

iii) Demuestra que si A y p son cerrados, la restricciéon de p a A es cerrada, luego la aplicacién p’ del apartado
anterior también lo es.

69. Sea X = R? con la topologfa usual.
i) Se define la relacién de equivalencia sobre X:
(z0,90) ~ (z1,71) siy solamente si x¢+ y2 = x1 + v
Identifica el espacio topolégico cociente X /.. con alguno conocido.
ii) Repite el apartado anterior para la relaciéon de equivalencia

(z0,y0) ~ (z1,y1) siy solamente si .7,‘(2) + yg = :L‘% + y%

70. Sea Z el subespacio (R x {0}) U ({0} x R) de R2. Sea g : R? — Z la aplicacién dada por
g(@,y) = (2,0) si x#0;  g(0,y) =(0,y).
i) Estudia si la aplicacién ¢ es continua, si es abierta y si es cerrada.

ii) Demuestra que la topologia cociente inducida en Z por g no es Hausdorff.



12. CONEXION

71. i) Prueba quesi f: X — Y es un homeomorfismo entonces, para cualesquiera 1, ...,x, € X, X\{z1,...,2,}
e Y\ {f(z1),..., f(z,)} también son homeomorfos. Aplica lo anterior para demostrar que los subconjuntos de R:
(1,2), [1,2] y [1,2) no son homeomorfos.

ii) Prueba que un espacio X es conexo si y s6lo si no existe ninguna aplicacién continua y sobreyectiva f : X — Y
donde Y = {0,1} con la topologia discreta.

iii) Usa el apartado anterior para probar que si S es un subconjunto conexo de un espacio X y K satisface
S C K C S entonces K es conexo.

iv) Sea A un intervalo abierto y B un intervalo cerrado de R. Demuestra que A y B no pueden ser homeomorfos.

72. i) Sean A y D dos conjuntos cerrados no vacios de un espacio topologico X. Demuestra que si AUD y AND
son conexos entonces A y D también lo son. ;Qué pasa si A o D no son cerrados?

ii) Sean A1, Ag, ..., A, subconjuntos conexos de un espacio topoldgico tales que AyNAg11 # @ paratodo 1 < k < n.
Prueba que |J;_; Ax es conexo. Trata de generalizar el resultado para una coleccién numerable de conexos.

73. Demuestra que si X e Y son conexos y A, B son subconjuntos propios no vacios de X e Y respectivamente
entonces X X Y \ A x B es conexo. En la situacién anterior, jes cierto que si X e Y son conexos por caminos
entonces X x Y \ A x B también lo es?

74. i) Demuestra que si A es numerable entonces R2 \ A es conexo por caminos. Indicacién: El conjunto de rectas que pasan

por un punto no es numerable.
ii) Demuestra que todo subconjunto conexo de R" con més de un punto es no numerable.
iii) Demuestra que (R x {0}) U ({0} x R) no es homeomorfo a R. ;Son R! y R? homeomorfos?

iv) Sean X = {(z,y) € R?: (z — 12 +y® = 13 U{(z,9) € R%: (z+1)2 49> =1} y S = {(z,y) € R?: 22 +4° = 1}.
;Existe alguna funcién continua y suprayectiva de X en S'? ;Y si se pide ademds que sea biyectiva?

v) Sea S = {(rcost,rsint) | r =1—1, ¢ > 1} C R%. Demuestra que, con la topologfa usual del plano, X = SUS!
€S CONexo PEro No es CONeXo POr Caminos.

75. Estudia si X = [0, 1] x [0, 1] es conexo con:
i) La topologia del orden lexicografico en X.

ii) La topologia heredada de R? con el orden lexicografico.

76. i) Caracteriza todos los subconjuntos conexos de R con la topologia cofinita.

ii) Demuestra que las componentes conexas de R con la topologia de Sorgenfrey son los puntos.

77. Indica razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
i) Si X es conexo por caminos y 3f: X — Y continua y suprayectiva entonces Y también es conexo por caminos.
ii) Si A es un conexo por caminos de un espacio topolégico X y A C D C A entonces D es conexo por caminos.

iii) S C = {C;: ¢ € I} es una coleccién de subconjuntos conexos por caminos de un espacio topolégico X tal que
existe Cy € C que interseca a cada elemento de C, entonces | J;c; C; es conexo por caminos.

iv) Si una funcién f: R — R satisface la conclusion del teorema de los valores intermedios en cualquier intervalo,
entonces es necesariamente continua.

] 13. COMPACIDAD

78. Estudia si los siguientes conjuntos son compactos en los espacios que se indican.
) {(-1)"+L:neN}CR

i) Q C R.

iii) [0,1] C R con la topologia del limite inferior 77 ).

iv) [0,1] x {3} € R? con la topologia del orden lexicografico.

79. Halla un recubrimiento de [0, 1] por intervalos cerrados que no admita ningtin subrecubrimiento finito. Halla
un recubrimiento de (0, 1) por intervalos abiertos que no admita subrecubrimiento finito.

80. Si un espacio es compacto con cierta topologia, jlo serd con una menos fina? ;Y con una mas fina?



81. Indica razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
i) La union finita de subconjuntos compactos de un espacio es un subconjunto compacto.
ii) La unién de una familia cualquiera de compactos de un espacio es un subconjunto compacto.

iii) La intersecciéon de una familia cualquiera de compactos es un subconjunto compacto.
Indicacién: Considera en [0, 1] la topologia cuya base es B = {(a,b): 0 < a <b < 1}U{(0,1]} U{[0,1)}.

iv) La intersecciéon de una familia de compactos de un espacio de Hausdorff es un subconjunto compacto.

82. Decide cudles son los subconjuntos compactos en R con la topologia cofinita, con la topologia de los comple-
mentos numerables y, finalmente, con la topologia discreta.

83. Demuestra que los conjuntos compactos en la recta de Sorgenfrey (R, 7[)) son necesariamente numerables.

Indicacién: Usa el hecho de que en un conjunto no numerable hay siempre una sucesién estrictamente creciente.

84. ;Son [0, 1] x[0,1] y [0,1) x [0, 1] espacios compactos con la topologia del orden lexicografico? ;Son subconjuntos
compactos de R? con la topologia del orden lexicografico?

85. Prueba que si X es un espacio compacto y A C X entonces A es compacto. Demuestra también que B =
{{0,n} : n € Z} es base para una topologia sobre Z en la que A = {0} es compacto pero A no lo es. ;Contradice
esto lo anterior?

86. Demuestra que si X es compacto, Y es Hausdorff y f : X — Y es continua entonces f es cerrada. Concluye
que si f es ademads biyectiva, entonces es un homeomorfismo.

87. Sea (X,d) un espacio métrico y K C X un conjunto compacto. Demuestra que la funciéon d(x, K) =
inf {d(z,y) : y € K} es continua y que para cada = € X existe y € K tal que d(z, K) = d(z,y).

88. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Prueba que la funcién distancia estéd acotada.

89. Sean X; = {(z,y) € R?: 22 + 9 < 1}, Xp = {(z,y) € R?: 22 + 4 < 1}. Demuestra que X; es homeomorfo a
R? y que X; v X5 no son homeomorfos.

90. Demuestra que R? y S? no son homeomorfos.

91. Sea X = {(z,9) € R? : 22 =42, z,y € [-1,1]}, con la topologia usual. ;Existe alguna funcién continua y
suprayectiva de X en R?

92. Demuestra que si Y es compacto entonces w1 : X X Y — X es cerrada. Da un ejemplo de un conjunto no
compacto en R? cuyas proyecciones sean compactas. Indicacién: Si A es cerrado y x ¢ m1(A), hallamos un «tubo» T = U, x Y tal
que TNA=g.

93. Sea X un espacio topoldgico e Y un espacio de Hausdorff compacto. Probar que f : X — Y es continua si y
solo si la grafica de f, I'f, es cerrada en X x Y. Si X es también un espacio de Hausdorff compacto, entonces f
es continua si y sélo si Ff es compacta. Indicacién: Demuestra que para todo C cerrado de Y, f~1(C) = m ((X x C)N Ff) y luego usa

el ejercicio anterior.

94. Sea X un espacio compacto.

i) Sea F una familia de funciones continuas de X en [0, 1] tales que si f,g € F entonces fg € F, y para cada
x € X existe f € F y un entorno U, con f(U,) = 0. Probar que F contiene a la funcién nula.

ii) Sea F una familia de funciones continuas de X en RT tales que si f,g € F entonces existe h € F con
h < min(f,g), y para todo x € X, inf{f(x) : f € F} = 0. Demuestra que para todo € > 0, existe f € F tal que
f(z) < € para todo x € X.

95. Demuestra que si (Bj);en es una sucesion de bolas cerradas encajadas de R"™, entonces

ﬂBj#@.

JEN

]14. AXIOMAS DE NUMERABILIDAD. ESPACIOS SEPARABLES.

96. Si un espacio es IAN con cierta topologia, ;lo es necesariamente con una menos fina?, ;y con una mas fina?
97. Si un espacio es IIAN con cierta topologia, ;lo es necesariamente con una menos fina?, ;y con una mas fina?

98. Se considera el espacio (X, Tofinita)- ¢Fs un espacio separable?



99. Demuestra que si en un espacio topoldgico X, un conjunto A y su complementario son densos (esto es,
A=X\A=X), entonces A= Int (X \ A) = @. (Es cierto el reciproco?

100. Sea X un espacio IAN. Sean A C X y x € X. Demuestra lo siguiente:

i) © € O(A) siy solamente si existen (,)n>0 C Ay (Yn)n>0 C X \ A ambas con limite x.

ii) © € A’ si y solamente si existe (2, )n>0 C A con z,, # x para todo n > 0 y con limite x.

101. Probar que si un espacio topolégico X es separable (es decir, existe A C X tal que A = X) entonces toda
familia de abiertos disjuntos es numerable.

102. Prueba que si un espacio topolégico es ITAN entonces es separable. Busca un contraejemplo que demuestre
que el reciproco es, en general, falso, pero es cierto en el caso particular de los espacios métricos.

103. Prueba que si un espacio topoldgico es IIAN entonces cualquier uniéon de abiertos U = U;crU; se puede
expresar como una unién numerable, esto es, U = Up,enU;, con i, € I para cada n € N (esta propiedad se llama
«de Lindelof»). Usa esto para probar que si un espacio es IIAN entonces cualquier base contiene una base numerable.
Esto tultimo puede servir para probar que (R, 7[;) no es ITAN.

] 15. ESPACIOS METRIZABLES

104. Demuestra que R? con la topologia del orden lexicografico es un espacio metrizable; es decir, que existe una

métrica en este espacio que genera la misma topologia.
Indicacién: Estudia la funcién d: R? x R? — R definida mediante

T2 — y2| sizy =y1

d(<m1,mg>,<y1,y2>):{ méx{l, [z2 —y2[} siz1 #y1,

y describe las e-bolas con respecto a d, para e < 1.

105. Halla una funcién continua y biyectiva del intervalo abierto (—1,1) en el conjunto
{(z,y) eR? : (-1 +y* =1} U{(z,y) eR? : (z+1)* +y? =1},

ambos con la topologia usual. (Mas adelante sabremos demostrar que estos espacios no son homeomorfos.)



