Las métricas de R definidas por

x Yy
L+ |z 1+ |y

diz,y)=lv—yl y iy =

son equivalentes.
Antes de ver la demostracién, dos observaciones:
1. Para demostrar que dos métricas d; y dy sobre un mismo conjunto X son equivalentes

es suficiente demostrar que para todo x € X y para todo r > 0 pequeno, existe
s > 0 tal que

Bi(z,8:) C Boz,7) vy Ba(w,s:) C Bi(z, 7).

2. En R, si x e y tienen el mismo signo entonces

x . ) _ |ZL’—y| <|x—y|.
Lfzl  T+yl]  Q+[z)@+[y]) =

Para ver la equivalencia:

e Primeramentesiz =0y 0 <r <1,

|| r
Bs(x,r) ={y: T+ [y] <r}={y:\y|<1—_r}

por tanto B;(0, 1) C Ba(0,7) C Bs(0,7);

e Si x # 0, sin pérdida de generalidad se supone que x > 0. Dadoun r > 0, si r < |z| e
y € By(z,r) entonces d(z,y) < d(z,y) por tanto By(x,r) C Bs(z, 7).

Para obtener la relacion contraria hay que separar el caso x grande del caso x pequeno.

Al hacer los calculos se ve que la division debe ser un ntimero entre 1 y 2. Tdémese %

SiO<x§%separtede

< > d - <
r< - e — T,
2 1+ 7 L+ |z] 1+ |y
resulta que

1 x Y 3 x

— . < <_.

2 142 14y 2 14z

y por tanto 0 < y < 6x. Entonces

[z —yl x y
r—y < (l+z2)(1+6r)—————=(1+2)(1 +6x —— .
Siz > 32, separte de r < %1%, entonces
x 1 1 Y x 1 1
— = < < — .
42 2 1+z 1+ |y 42 2 1+zx



y de nuevo 0 < y; ademas 1 + y > 2 4 2z, entonces

z—y
(1+2)(1+vy)

Y

—y| < (1 242 - —.
o=yl < (1+2)(2+ 20) R

' =(1+2)(2+22)

Asi, en ambos casos existe ¢, > 0 tal que

-——— | <r

T y
1+ 14y

implica |z — y| < ¢,r, por tanto

Bs (x, L) C By(z,7)
c

T

siempre que se parta de r > 0 suficientemente pequeno.

Una forma diferente de demostrar la equivalencia es a través del teorema del punto
medio del célculo diferencial. Se considera la aplicacion

R — (-1,1)
r

f:

o o s
1+|z|
que tiene por inversa

(-1,1) — R
x — zzl_m—l;,l

Ambas, f y g, son derivables (ademds, con derivada continua) por tanto

/ /

z Y

] 1oy =P 9" (€)]]+" = /|

Il’—ylz‘

Resulta que

1 1
1 — = = 2
q () 1—]¢])2 (1_ %MDQ (1+€))
por tanto
l — y| < sup{(1 + |£|)2}‘1f|x| - 1f|y|‘

donde el sup se toma sobre los valores de £ entre = e y.

1,

o x<y<%-xportanto

Asi, sy y € Bg(z,7) con x>0y 0 <r < 5 entonces

3 2
lz—y| < (1—0—5'37)

Entonces, si

z Y
1+2 1+y|

r

Tl
1+ 14y (1+%~x)2

se tiene que |z —y| < 7.



