EJERCICIOS DE TOPOLOGIA

7. FUNCIONES CONTINUAS — HOMEOMORFISMOS

37. Sea X un espacio topolégico. Demuestra que la funciéon diagonal d: X — X x X dada por d(z) = (z,z) es
continua para la topologia producto de X x X.

38. Sean X e Y espacios topoldgicos.

i) Demuestra que se cumple el siguiente resultado: Si f: X — Y es continua e Y es un espacio de Hausdorff,
entonces el conjunto K = {(x1,x2) : f(x1) = f(x2)} es cerrado en el espacio producto X x X.

ii) Demuestra que, con las mismas hipétesis del punto anterior, el conjunto

Iy ={(z,y) e X xY : y = f(2)},
es decir, el «grafico» de la aplicaciéon f, es un cerrado de X x Y con la topologia producto.
39. Con la notacién del ejercicio anterior:

i) Demuestra que el reciproco de la proposicién del primer punto del ejercicio anterior no es cierto en general.
Es decir, que K puede ser cerrado sin que Y sea Hausdorff.

ii) Demuestrar que, sin embargo, si f : X — Y es una funcién abierta y suprayectiva, y el conjunto K =
{(z1,22) € X x X : f(z1) = f(x2)} es cerrado en el espacio producto X x X, entonces Y es Haussdorf.

40. Sea A = (—00,0]U(2,400) y f: A — R dada por

—q2 si <0
fla) = { r—2 si az>2

Demuestra que f es continua si A tiene la topologia del orden o la de subespacio, pero que sélo es un homeomorfismo
con la del orden.

41. Sea X = [0,1] con la topologia usual e Y = [0, 1] x [0, 1] con la topologia del orden lexicografico. Estudia si
las siguientes funciones son continuas.

i) f: X = Y dada por f(t) = (t,¢)
ii) g: X — Y dada por g(t) = (1/2, (2t + 1)/4)
iii) h: X — Y dada por h(t) = (¢,1).
42. Halla una funcién continua y biyectiva del intervalo abierto (—1,1) en el conjunto
{wy eR? : (z -1 +y? =1} U{(z,y) €R? : (z+1)* +y* =1},

ambos con la topologia usual.

M3as adelante sabremos demostrar que estos espacios no son homeomorfos.

43. Estudia si R con la topologia 7[) es homeomorfo a R con la topologia 7(}. jEs la identidad entre ambos
espacios un homeomorfismo?

44. Demuestra que los espacios X = [0,2) U [4,5] e Y = [0, 3] son homeomorfos con la topologia del orden.

45. Demuestra que [0, +00) X [0, 4+00), con la topologia usual es homeomorfo a

{(z,y) eR? : 2> +4> <1, >0, y >0}

46. Da un ejemplo de una funcién continua f : X — Y cuyo grafo {(z, f(x)) : © € X} no sea cerradoen X xY y
de una funcién no continua cuyo grafo si lo sea.

Indicacién: Piensa en la identidad de R en R poniendo topologias adecuadas en el espacio de salida y en el de llegada.

47. Prueba que existen funciones de (R, ’T[)) en N con la topologia discreta que son sobreyectivas y continuas,
pero que no existen funciones de (R, T y) en R con la topologfa discreta que tengan tales propiedades.

Indicacién: La imagen inversa de R seria una unién no numerable de abiertos disjuntos y [a, b) contiene siempre un niimero racional.



8. TOPOLOGIA PRODUCTO

48. Sea {(Xa, T o) }aca una coleccién de espacios topolégicos.

i) Demuestra que, en general, el producto cualquiera de abiertos no es abierto en la topologia producto.
ii) Demuestra que el producto cualquiera de cerrados es un cerrado en la topologia producto.
iii) Demuestra que en la topologia producto I1,FE, = I, E,

49. Demuestra que una sucesion converge en la topologia producto si y solamente si converge en cada una de sus
componentes.

50. Para para cada n € ZT, sea f, : R — R un homeomorfismo (con la topologia usual de R). Se define
f:RY = RY por medio de (z,,) — (fy(zn)). Demuestra que f es un homeomorphismo respecto de las topologfas
producto usuales de RY.

51. Sea {(X4,Ta)| « € A} una familia de espacios topoldgicos. Para cada a, sea Y, C X,, Y, # &. Demuestra
que la topologia relativa de la topologia producto de II,X, coincide con la topologia producto en I1,Y, de las
topologias relativas.

52. Sea {(Xa,Ta)| @ € A} una familia de espacios topoldgicos. Sea A = A; U Ay una particién de A. Demuestra
que los espacios topologicos

Mo v (a)-(Te)

dotados en cada uno de los casos con las topologias producto correspondientes, son homeomorfos.

’ 9. TOPOLOGIA COCIENTE

53. Sea m; : R x R — R la proyeccion sobre el primer factor.

i) Sea X el subespacio ({0} x R) U (R x {0}) de R x R. Sea g la restricciéon de m; a X. Demuestra que g es una
aplicacién cerrada pero que no es una aplicaciéon abierta.

ii) Sea Y el subespacio (R x R)U(R x {0}) de R x R. Sea h la restriccién de 71 a Y. Demuestra que la aplicacién
h no es ni abierta ni cerrada, pero si es una aplicacién cociente.
Indicacién: h=1(U) N (R x {0}) = U x {0}.
54. Sea p: X — Y una aplicacién y sea A un subespacio de X.

i) Demuestra que si A es abierto en X y p es una aplicacién abierta, entonces la restricciéon de p a A es una
aplicacién abierta

ii) Concluye del apartado anterior que p’ : A — p(A) definida por p/(z) := p(z) es una aplicacién abierta.

iii) Demuestra que si A y p son cerrados, la restricciéon de p a A es cerrada, luego la aplicacién p’ del apartado
anterior también lo es.

55. Sea X = R? con la topologia usual.
i) Se define la relacién de equivalencia sobre X:

(z0,90) ~ (z1,71) siy solamente si x¢+ y2 = x1 + ¥5.

Identifica el espacio topoldgico cociente X/, con alguno conocido.

ii) Repite el apartado anterior para la relacién de equivalencia
(z0,70) ~ (z1,71) siy solamente si 3 + y2 = 22 + yi.

56. Sea Z el subespacio (R x {0}) U ({0} x R) de R2. Sea g : R? — Z la aplicacién dada por
g(@,y) = (x,0) si z#0;  g(0,y) =(0,y).

i) Estudia si la aplicacién g es continua, si es abierta y si es cerrada.

ii) Demuestra que la topologia cociente inducida en Z por g no es Hausdorff.



