1. ESPACIOS METRICOS |

1. Estudia si (R, d) es un espacio métrico, donde d : R x R — R esta definida como
0 siz =y
d(z,y) = .
0) { ol + 1yl si oAy
Dibuja la bola B(x,r) cuando i) =0y r=1/2; i) r=1/2yr=1.

2. Demuestra que si d es una distancia entonces d'(x,y) = min(d(x,y), 1) también lo es.

3. Si (X,d) es un espacio métrico,b A C X y a € R, se define B,(A) = {z € X : d(z,A) < a}
donde d(xz, A) = inf{d(z,y) : y € A}. Prueba que B,(Bs(A)) C Bats(A) pero que la igualdad no es
necesariamente cierta.

4. Demuestra la desigualdad triangular inversa: en un espacio métrico (X, d),

Va,y,z € X, |d(z,y) —d(y,2)] < d(z, 2).

5. Comprueba que los siguientes espacios de sucesiones con las distancias asociadas son espacios métricos:

i) R¥ es el espacio de sucesiones de niimeros reales © = (x,,), y d : RY x R* — R la distancia

|$n - yn‘
d = e R¥ c RY
@9 =L 20+ -l veRY

;Cual es la distancia entre las sucesiones z = (z,,) = (1 —27")" ey = (y,,) = (1)?
ii) /s es el espacio de todas las sucesiones acotadas de ntimeros reales; y d : £, X (o, — R la funcién

d(z,y) = sup{|zn —yn|, n €N}

iii) /5 es el espacio de todas las sucesiones z = (x,) de R tales que 3,72 < oo; y d : ly X 5 — R la
funcién

1/2
d(z.y) - (Z 2 —ym)

Indicacién: Si z = (z,) € £2, y = (yn) € L2, entonces > |znyn| converge y, ademas, (3 |znyn|)> < O 22)(Ov2).

6. Si (X, d) es un espacio métrico y D la funcién definida en X x X por D((xy, z2), (2], 25)) = d(z1,2}) +
d(xq,xh), comprueba que D es una métrica. Demuestra que la funcién distancia d: (X x X, D) — (R, | |)
es continua.

7. En R" se define dy(z,y) = |z1 — y1| + |22 — | + -+ + |2n — yn| donde z = (21, 29,...,2,), y =
(y1,Y2, - - -, Yn). Demuestra que d; es una distancia en R". Si dy es la distancia usual (euclidea) de R"
demuestra que

vr > 0,3 > 0| Yo € R", By(z,r") C By(z,r) and By(z,r') C By(z,r)
donde B; denota la bola abierta definida por la distancia d; (i = 1,2).

8. Demuestra que d(z,y) = min(|z —y|,1 — |z —y|) define una distancia en [0, 1). ;Cudles son las funciones
f:]0,1) — R continuas en este espacio?

2. DEFINICION DE TOPOLOGIA. EJEMPLOS DE TOPOLOGIAS. |

9. Sean X un conjunto infinito y 7 una topologia sobre X en la que todos los subconjuntos infinitos son
abiertos. Demuestra que 7 es la topologia discreta de X.

10. Sea X un conjunto con mas de dos elementos.
i) Define dos topologias 71, T3 sobre X de modo que 77 U 73 no sea una topologia.

ii) Sea 7}, j € J una familia de topologias sobre X. Prueba que ;¢ ; 7; es también una topologia sobre X.



11. En el plano R? se considera la familia 7 de todos los subconjuntos U tales que para cada (a,b) de U
existe un € > 0 tal que

((a—ca+e) x {b})U({a} x (b—e,b+e)) CU.
Estudia si 7 es una topologia en R?.

12. Sean X un conjunto y a un elemento de X. Se considera la familia 7, de los subconjuntos U de X
tales que o bien U es vacio, o bien a € U. Estudia si 7, es una topologia en X.

13. Sea (X, d) es un espacio métrico. Para cualesquiera z, y, 2’ e ¢ elementos de X, prueba que
’d('r’ y) - d(:U/, y/)l < d(:l?, xl) + d(y> y,)'
Deduce de ello que lim,, o, d(zp, yn) = d(z,y) cuando lim,, . d(z,, ) = 0 = lim, 00 d(Yn, y).

14. En R" se define

di(z,y) = [v1 —y1| + 22 — yo| + - + [0 — al-
Demuestra que d; es una distancia en R" y que induce la topologia usual de R". Dibuja los elementos de
la base para n = 2.

15. Demuestra que R? con la topologia del orden lexicografico es un espacio metrizable.
Indicacién: Estudia la funcién d: R? x R?> — R definida mediante

‘LE2 — y2| Si 1 = Y1

d(<x17:cz>,<y1,y2>)={ méx{l,\xz—yﬂ} si 21 # Y1,

y describe las e-bolas con respecto a d, para e < 1.

|3. BASES Y ENTORNOS. |

16. Se consideran las siguientes familias de subconjuntos de R.
B ={(-00,b):beR} vy B, ={(a,0):a€cR}.

i) Demuestra que cada familia es una base de una topologia sobre R.
ii) Compara estas topologias.

iii) Demuestra que la topologia generada por B, U B_, es la usual.

17. Prueba que si B es una base para una topologia sobre X, entonces la topologia Tz generada por B es
igual a la interseccion de todas las topologias sobre X que contienen a B.

18. Sea 7}, j € J una familia de topologias sobre X. Demuestra que existe una topologia que contiene a
todas las 7;, para j € J y ademés es la menos fina de todas las que verifican esta propiedad.

19. Para cada punto (z,y) de R? y cada r € R con r > 0 se considera el conjunto @Q,.(x,y): «cuadrado con
lados paralelos a los ejes, centrado en (z,y) y de lado 2r, del que se ha excluido los lados y los puntos de
las diagonales que no sean el punto (z,y)». Haz un dibujo que ayude a demostrar que

B={Q.(z,y): (z,y) € R* >0}
es base para una topologia en R?.

20. Sea V un espacio vectorial sobre K (K = R 6 C). Una seminorma en V es una aplicacion |-| : V — R¥
que verifica 1. VA € K, z € V, [Xz| = |\||z|; 2. Vz,y €V, |z +y| < |z| + |y|.

i) Si B.(v) = {y € V| |z —y| < r}, prueba que B = {B,(z)| €V, r > 0} es base de una topologia
en V.

ii) Demuestra que si N' = {| - |,,}nen €s una coleccién de seminormas en V tal que Vz € V' \ {0}, In € N,
||, > 0 entonces

— 1 |:E — y|n
d =y — = Jmn_

n=1

es una métrica en V.



