HoOJA DE EJERCICIOS N°4 PROBABILIDAD I U.A.M., curso 2005/06

1. Si X tiene funcién de distribucién Fx(x), {cudl es la funcién de distribucién de Y = méax(X,0)?

2. Sean X; y Xo variables aleatorias independientes con funciones de distribuciéon Fj y F> respecti-
vamente. Sea Y una variable aleatoria independiente de las anteriores (es decir, X1, X2,Y son v.a.i.)
que toma valores 0,1 con probabilidades p,q = 1 — p respectivamente. Sea Z = Y X7 + (1 — V)X (es
decir, con probabilidad p, Z = X; y con probabilidad 1 — p, Z = X3). Demostrar que la funcién de
distribucién de Z es la funcién F(z) definida por F(x) = p Fi(z) + q Fa(x).

3. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién Fx (z) dada por m Zl(irif;)

si x > 0. Mostrar que X es una variable aleatoria continua y determinar su funcién de densidad.

siz <0y por

4. Determinar la constante ¢ y las funciones de distribucion correspondientes a las funciones de den-
sidad siguientes: a. f(z) = ce 1"l ; b, f(z) = cexp(—z —e ) ; c. f(z) =clz (1l —z)] /2 Lio)(x).

5. La variable aleatoria X sigue una distribucién exponencial de parametro A. Encontrar las funciones
de densidad de las variables aleatorias A =2X +5, B=e¢X, C=(1+X)"!, D=(1+X)2.

6. Si X es una variable aleatoria N (0, 1), encontrar la funcién de densidad de Y = eX y también
E(Y). ;Cémo se transforma Y cuando X pasa a ser una N(u,0)? (se dice entonces que la variable Y
tiene una distribucién lognormal de pardmetros puy o).

7. Calcular la media y la varianza de la variable X, cuya funcién de densidad viene dada por
a. f(z) =Xe ™ 1(g,00)(2);

b. f(z) = cAe N,

INDICACION: Empezar por razonar qué densidad tiene X/\, para reducir todo al caso A = 1.

8. Sea X una variable aleatoria cuya funcién de distribucion F' es continua. Demostrar que la variable
aleatoria Y = F'(X) estd uniformemente distribuida en (0, 1).

9. Sea F una funcién de distribucién continua y estrictamente creciente y U una variable aleatoria
uniforme en (0,1). Comprueba que la variable aleatoria X = F~!(U) tiene funcién de distribucién
F. jComo se puede utilizar el resultado anterior para generar nimeros aleatorios con distribucién F'?
(aplicalo, por ejemplo, al caso de la distribucién exponencial).

10. Un botanico ha observado que la anchura, X, de las hojas del dlamo sigue una distribucién N (u, o)
con g = 6 cm. Si el 90 % de las hojas tienen una anchura inferior a 7,5 cm, hallar o.

11. La duracién, en minutos, de las conferencias en un congreso sigue una distribucién lognormal de
parametros u,o. Hallar pu y o sabiendo que el 60 % de las conferencias duran mds de 40 minutos y el
55 % menos de 50 minutos.

Varias variables aleatorias (continuas)

12. Xji,..., X, son variables aleatorias i.i.d. con funcién de distribucién F'y de densidad f (comin
a todas ellas). Definimos U = min{X1,...,X,} vy V = max{Xy,..., X, }. Obtener las funciones de
distribucién y densidad de U y V. Observar que las distribuciones obtenidas se pueden relacionar a
través de min{X1,..., X,,} = —max{—X1,...,—Xp}.

Extender estos resultados al caso en el que las X;, independientes, tengan funciones de distribucién F;
y de densidad f;, no necesariamente iguales.

13. X e Y son dos variables aleatorias independientes que siguen distribuciones exponenciales de
pardmetros A y u, respectivamente. Muéstrese que Z = min{ X, Y} sigue una distribucién exponencial
de parametro A + pu.

14. Una compania compra 100 bombillas, cada una de las cuales tiene un tiempo de vida que es una
variable aleatoria exponencial de media 1000 horas. Calcular el tiempo esperado en el que fallard la
primera de ellas.



15. Sea (X;) una sucesién de variables aleatorias continuas i.i.d. Sea N el primer indice para el que
Xn-—1 < Xn. Probar que P(N = k) = (k—1)/k!. Comprobar que E(N) = ey que > ;- o(k—1)/k! = 1.

16. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con distribucién conjunta uniforme en [0, 1] x [0, 1]. Hallar
E(X - Y|), B(max[X,V}), Emin{X,Y}), B(X? +V?) y B((X +Y)?).

17. Las variables aleatorias X e Y estan uniformemente distribuidas en el disco unidad. Esto es,
fxy(z,y)=1/msi 2?2 +y? <1y vale 0 en otro caso. Calcular E(vV X2 +Y?2) y E(X? +Y?).

18. X e Y tienen funcién de densidad conjunta dada por fxy(z,y) =e ¥ si0 <z <y <oo (y0en
otro caso). Calcular E(X |Y =vy) y EY | X = z).

19. El par (X7, X2) tiene funcién de densidad conjunta normal bivariante con parametros ui, p2 € R,
01,02 > 0y —1 < p < 1. Definimos
X — u;
Zi="1TH i 21)9).
0

. Cudl es el coeficiente de correlacién del par (Z1, Z;)? Hallar la funcién de distribucién conjunta del
par (Z1,Zs). Calcular E(Z12,) — E(Z1)E(Z2) y E(Z2| Z1 = 2).

20. Sea X1, X9,... una sucesién de variables aleatorias i.i.d, con distribuciéon exponencial de parame-
tro A comun a todas ellas. Definimos So =0y S, = X1 + --- + X, para cada n > 1. Probar que la
funcién de densidad de S,, viene dada por

)\n

ful®) = (n—1)!

Fijemos ahora un ¢t > 0 y consideremos N(t) = max{n : S, < t}. Comprobar que N(¢) sigue una
distribucién de Poisson (Sugerencia: condicionar sobre S, = s, s < t).

n—1 _—Azx
X e ]]_(0700) .

21. Probar que si X e Y son variables aleatorias independientes con distribucién N(0, 02), entonces
Z =Y/X sigue una distribucién de Cauchy. Deducir que si (R, 0) es la representacién en polares del
punto (X,Y), entonces 6 estd uniformemente distribuida en [0, 27]. ;Cudl es la distribucién de R??

22. Dar un ejemplo de dos variables aleatorias continuas X, Y incorreladas pero no independientes.

23. La variable X tiene densidad fx(z) = x exp(—x2/2) Ljo,00)(%). La variable Y, independiente de
la anterior, es uniforme en [—¢,¢]. Si llamamos Z = X + Y, hallar fz(z) y calcular P(Z > ¢).

24. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con distribucién exponencial de pardmetro A. Encontrar la
funcién de distribucién y la funcién de densidad de las variables aleatorias A = 1—e™*¥, B = min{X, Y’}
y C = X =Y. Calcular la probabilidad de que méx{X,Y} < aX, donde a es un nimero real dado.

25. Sean X e Y variables aleatorias i.i.d. con distribucién normal de media 0 y varianza 1. (a)
Mostrar que W = 2X — Y sigue una distribucién normal. ;Cuéles son su media y su varianza? (b)
Encontrar la media de Z = X2/(X? + Y?). (c) Calcular la media de V/U, donde U = méax{|X|,|Y|} y
V = min{|X|, |Y|}.

26. Una fuente emite una particula en tiempo cero. En un cierto instante (aleatorio) S se desintegra
y uno de los productos de esa desintegracién se observa en tiempo 71, T' > S. La variable T tiene
densidad fr(t) = te™! 1(0,00)- Ademds, para cada t > 0, la distribucién de S condicionada a que T' =t
es uniforme en (0,¢). Hallar la densidad conjunta de Sy T'. Calcular la densidad conjunta de Sy T'— S
y mostrar que estas dos son variables aleatorias i.i.d. Si llamamos Z = max{S,T — S}, jcuédl es la
funcién de densidad de Z7 ;Qué relacién hay con el ejercicio 18 de esta hoja?
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