Sistemas Lineales

En el curso de Algebra Lineal hemos estudiado métodos exactos
para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo hay dos
razones para analizar numéricamente las soluciones. La primera
de ellas es puramente calculistica: el nimero de operaciones y la
precision de los calculos acumulan errores que debemos tratar de
minimizar. La segunda es intrinseca de cada sistema: las solu-
ciones de algunos sistemas lineales varian considerablemente para
pequenas variaciones en los datos. Esta segunda caracteristica tiene
gran importancia cuando los datos del sistema proceden de medi-
ciones fisicas, y por tanto llevan implicito un cierto grado de incer-
tidumbre. Sera por tanto importante el conocer la sensibilidad de
la solucion respecto de los datos en cada problema.

Ejemplo 17. Consideremos el sistema lineal

99'87x+ 12’35y = 2'35
7231+ 09936y = 1’12

que resolvemos por el método de eliminacién de Gauss: VEASE EL EJEMPLO 19

99’87 12'35 : 235 9987  12'35 : 235
7231 09936 : 1’12 0 00994 : 09499

99’87 0 : —115'7
0 00994 : 09499
Obtenemos como solucion: x = —1'16, y = 9'56.

Supongamos que los datos anteriores no se han medido con precision
y se ha obtenido el sistema

10024+ 12y = 2'3
Tx+ y= 11

La solucién es entonces x = —068, y = 5'87; muy diferente de la
anterior.

Vemos en este ejemplo los dos problemas con los que nos vamos
a enfrentar. Primeramente la inestabilidad de los calculos. En
segundo lugar la dependencia de los datos. Ambos problemas suelen
aparecer juntos y dependen principalmente del sistema dado.

Ejemplo 18. Veamos ahora el otro problema que puede aparecer en
la resolucion de sistemas lineales: cémo los errores de redondeo son
distintos segun el orden de las operaciones. Los sistemas

STz+ 3ly = 12 0'57z+ 031y = 0’12
27x+ 16y = 21 27x+ 16y = 21
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son obviamente equivalentes. Si utilizamos el método de Gauss
para resolver el segundo sin mantener en las operaciones mas de
tres cifras decimales obtenemos

0’57 031 : 012 0’57 0 : —323

0 142 : 1532 0 142 : 1532
que da como solucién x = —5'67, y = 10'79. La solucién correcta
del sistema es © = —6'12, y = 11’64 que se obtiene por el método

de eliminacion de Gauss si se opera directamente con la matriz
ampliada

57 31 : 12
27 16 : 21
manteniendo dos cifras decimales durante los céalculos.

25 Meétodos de resoluciéon ya conocidos

Dado el sistema lineal

a111+ aeTo+ -+ QpnTp = b1
211+ Q929To+ -+ QopT, = bg
A1 T1+  Ap2Tot -+ GppTy = bn

lo expresaremos en forma matricial como

ai;pr a1 ... Qin T b1

21 QA29 ... (Q9pn i) . bz

Ap1 Gp2 ... Qg T bn
o bien Ax = b.

El que el sistema tenga soluciéon y que ésta sea tnica depende de
los rangos de las matrices A y ampliada A|b:

1. Si rango(A|b) = rango(A) el sistema es compatible (tiene
solucién). Si rango(A) = n entonces la solucién es tnica
(compatible determinado). Si rango(A) < n habra infinitas
soluciones (compatible indeterminado).

2. Sirango(Alb) > rango(A) entonces el sistema es incompatible
(no tiene solucién).

Un sistema de n ecuaciones y n incognitas que tenga solucion tnica
puede resolverse por medio de la Regla de Cramer. Sin embargo
este método resulta muy ineficiente. Para utilizarlo hay que calcular
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n+1 determinantes n xn. Cada uno de estos determinantes requiere
n! productos de n factores cada uno (es decir n!(n — 1) productos
binarios) y n! — 1 sumas, y finalmente n cocientes. En total: n!(n—
1) + n productos y cocientes binarios, y n! — 1 sumas.

Un método maés eficiente es el método de eliminacion de Gauss que
el lector debe conocer (véase en cualquier caso el Ejemplo 19). Para
transformar el sistema en uno triangular realizamos el siguiente
nimero de operaciones. En los n— 1 primeros pasos hacemos n(n —
1) productos—cocientes y (n — 1)? sumas; en los siguientes n — 2
pasos hacemos (n —1)(n —2) productos—cocientes y (n — 1)? sumas;
etc.; de forma que el niimero de sumas y de productos hasta obtener
la forma triangular es de

—_

3

C(nt+Dnn—1) &, nn—1)(2n-1)
(k+1)k = 2 ;k = ;

i

1

. . 3 .
es decir, aproximadamente - cada una. Si comparamos estos va-

lores para varios n obtenemos:

nl|2 3 4 10 20
Cramer | 2 12 72 327-107 2/4-10'8
Gauss |1 5 14 285 2470

A fin de observar las muy distintas magnitudes de estos nimeros
supongamos que realizamos nuestro calculo con una maquina que
efectia 10% operaciones cada tres segundos; para n = 20 el método
de Gauss tardaria 1072 segundos; el método de Cramer 230.000
anos.

Ejemplo 19 (Método de eliminacion de Gauss). Resolver el sistema
lineal

20+  y+ =z 1
do+ y —2
—2z+ 2y+ z= T.

Utilizando la primera ecuaciéon eliminamos la incognita x de las
demads ecuaciones. A continuacién con la nueva segunda ecuacion
eliminamos la incégnita y de la tercera. Finalmente resolvemos por
sustitucion.

20+ y+ z= 1 20+ y+ z= 1
—y— 2z= -4 —y—  2z= -4
y+ 2z= 8 —4z= —4

T = % = %y = %Z r = —1

y = 4-2% y =

z =1 z =1

Todo el trabajo anterior puede hacerse con matrices, es decir escri-
biendo solamente los coeficientes.
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Analizando la primera parte del trabajo podemos observar que des-
de el punto de vista matricial cada paso consiste en el producto por
la izquierda por una matriz regular, triangular inferior. Obsérvese
que si E;j = (ag) con ag = 0y;0;; entonces (I +akF;;)A es la matriz
que se obtiene a partir de A anadiendo a la fila 7, la fila j multipli-
cada por a. Asi que la resolucion del sistema consiste en realizar la
cadena de operaciones matriciales siguiente

T
(I+3E32)(I+E31)([—2E21)A Yy = (I+3E32)([+E31)(I—2E21)
z

que podemos escribir en forma abreviada

x 1
LAl y | =L7"| -2

z 7
donde

1 00 1 00 1 00
Lt=1010 010 -2 10

0 3 1 1 01 0 0 1

Si U = L7 A, esta matriz es triangular superior, por tanto A = LU
es una descomposicién de A como producto de una matriz trian-
gular inferior con unos en la diagonal (L) y una matriz triangu-
lar superior (U) cuyos elementos diagonales son los utilizados en la
eliminacion que, con abuso de lenguaje, suelen llamarse pivotes. La
matriz U puede escribirse como producto de una triangular supe-
rior con unos en la diagonal y una matriz diagonal cuyos elementos
son los pivotes.

A veces el proceso anterior no puede llevarse a cabo directamente
pues alguno de los pivotes puede ser cero. En ese caso debe inter-
cambiarse el orden de las filas (es decir, el orden de las ecuaciones)
para conseguir un pivote que no sea cero. Desde el punto de vista
del algebra matricial este intercambio de filas corresponde a multi-
plicar por una matriz que se obtiene a partir de la matriz identidad
intercambiando las mismas dos filas.

26 Pivote parcial

Si en la aplicacién del método de Gauss se utiliza un pivote muy
pequeno los errores de redondeo influyen en gran manera en el re-
sultado final.

Ejemplo 20. El sistema
204+ 3y+32= 4
xr + %y —2z= 1
20+3y—2z= 6

DELTA DE KRONECKER: 6;5 = 1 814 =
73 5”':0817;7&]'4

PIVOTES
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tiene solucién x = 77/56 = 1’375, y = 66/56 = 1’179, z = 2/7 =
0'286. Si utilizamos para resolverlo el método del pivote con arit-
mética de punto flotante de 4 digitos obtenemos = = 1’57, y = 0,
z = 0/286. El problema aparece al redondear 1/3 y 1/6 que no
resultan ser uno exactamente el doble del otro y por tanto un pi-
vote que tendria que ser cero (y que nos obligaria a cambiar el or-
den de las ecuaciones) resulta ser 0’001 y se utiliza para eliminar el
coeficiente correspondiente de la siguiente ecuacién multiplicandolo
por un nimero muy alto. Si antes de realizar esta operacién se in-
tercambian las dos ultimas ecuaciones forzando a utilizar un pivote
mucho mas grande el resultado que se obtiene es x = 137, y = 118,
z = (/286 (véase el Ejemplo 24).

27 Sensibilidad

Ejemplo 21.
1 1 x\ 1 r=1
1 11 y ) \1 y=20
1 1 x\ (11 x =231
1 11 y )]\ 09 y=—2
1 1 x\ (09 r=-11
1 11 y )\ 11 y=2.

En el ejemplo anterior vemos que pequenas variaciones en los datos
producen grandes variaciones en la solucién. Queremos estudiar
métodos que nos permitan detectar a priori sistemas que presentan
estos problemas. Haremos el estudio cuando las variaciones ocurren
en el término independiente, como en el ejemplo.

Si Ax = by A(x + du) = b + ev entonces Adu = ev es decir
du = A~'ev, donde u, v son vectores unitarios. Un cambio pequeio
de longitud € en el dato b puede producir un cambio de longitud ¢
en la solucién cuyo tamaiio depende de la matriz A~!. Supongamos
que A tiene autovalores A1 y Ay (0 < A\ < Ag), con autovectores
v1,Vs. Entonces A~! tiene autovalores 1 /A1, 1/Aa, con los mismos
autovectores. Por tanto, si v = v; y Ju; = A~ lev, = 8)\%V1, el
cambio en la longitud de la solucion sera de .

Si la matriz A es simétrica sus autovalores son reales. Supongamos
que verifican 0 < |A;] < |Ag] < -+ < |A,|. Entonces ||Ax| <
| Anll|x]|, donde ||u]| representa la longitud del vector u.

Por otra parte, si resolvemos Ay = b+ev, obtendremos y = x+J0w
y por tanto A(dw) = ev o bien dw =A™ v.

Si A es simétrica, también lo serda A™! que tendrd por autovalores

1 1
1

1
AT,
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por tanto
L 1
lowl| = lel[[A™v]| < !e\WHVH

Entonces el error relativo sera

1 el Aol _ [Aal fe|
(= (A IBl (Al bl

La acotacion del error relativo en x por medio del error relativo

[An]

en b viene multiplicada por el factor TWE Este nimero se deno-
1
mina numero de condicion de la matriz A. Esta desviacién en el  ~omero pe conpicién

error relativo se alcanza cuando el vector b estd en la direccién
del autoespacio correspondiente a A, y v estd en la direccion del
autoespacio correspondiente a ;.

Si la matriz A no es simétrica el problema es més complicado.

Ejemplo 22.

0 1

1 10 x\ (10 tien r solucién T =
- y )= ) ene por solucié y )=
110 r\ _ (10 tiene por solucién ) = g
0 1 y) \0 P v) \0

El error relativo en b es
o) _ 1 1
(10, D[ 101 10

mientras que el error relativo en (x,y) es

A= ( 10 ) tiene autovalor 1 doble sin embargo

10, ~1)| .
Jep) - Vers

es decir, el error relativo se multiplica por 100.

Para analizar este tipo de problemas tenemos que comparar ||Ax||
con ||x||. Denominamos norma de la matriz A al nimero NORMA

I|A] = w; donde o es el vector de longitud cero.

por definicién Vx, ||Ax| < ||A][|x]|. Si Ax = by A(x + dv) =
b + eu, entonces A(dv) = eu 'y v = A~(eu). Por tanto, |§] <
|A7Y| |e] y resulta que

) AL )
91 < | ||1‘ i es decir |—| <A AN
X[l = 1ol x|

€]
bl
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El error relativo en b se multiplica por un niimero no mayor que

|A|l[|[A7Y|. La dificultad estriba en calcular || A]|.

Veamos un método.

Ax]? _

xT AT Ax
[x][2

Al =
JAIP = sup —

= Amax(ATA)

donde el tltimo nimero representa el mayor valor propio de la ma-

triz simétrica AT A.

1
I

Tenemos que calcular también ||A~!||. Por el mismo método obte-

1e1mos

1
AP = M (AT TATY) = A (AAT) 1) =
A7 = A (A7) = A (AAT) ) = 53—
Resulta que los autovalores de AA” son los mismos que los de AT A
y por tanto el nimero de condicién buscado es

_ Amax (AAT)
1) a
IAIIA™ = /5=

Ejemplo 23. En el Ejemplo 22

r, (10 1 10y (1 10
AA_(lOl 0 1 /) \ 10 101
por tanto (1 —X)(101 —X)—100 = 0 tiene por soluciones A = 101’99
y A = 1/101"99. Como los autovalores de A~! son los inversos de

los anteriores, es decir los mismos, resulta que ||[A7!| || A] ~ 102,
que coincide con los resultados obtenidos en el Ejemplo 22.

., Qué podemos decir acerca del cambio en x cuando las variaciones

se dan en A?. Sea B esta variacién; medimos su tamano por || B||
B

y en términos relativos por H

Si Ax =by (A+B)(x+0v) = b entonces A0v = —B(x+dv) y por

tanto v = —A7'B(x + dv). Ast ||ov| < || — A7 ||B]| ||Ix + dv]|;

[ov]] 1 1 1B
< [[AZHIBI = AT A7
[x +ov|| 1A]
) )
donde lovil ., 19 error relativo en ||x + dv|| (recuérdese que

I+ vl [Ix||”
u y Vv son unitarios).

., Cémo puede el calculo estropear el nimero de condiciéon de una
matriz?

Si tratamos de resolver el problema Ax = b por medio de la des-
composicion A = LU de la matriz A en producto de una matriz
L, triangular inferior, y una matriz U, triangular superior, que se

La MATRIZ AT A NO SOLAMENTE TIENE
TODOS SUS VALORES REALES SINO QUE
ADEMAS SON ESTRICTAMENTE POSI-
TIVOS, ES DECIR, ES definida positi-
va: SI A ES UN AUTOVALOR DE AT A
Y X # 0 ES UN AUTOVECTOR ASO-
CIADO A EL ENTONCES 0 < ||Ax|]? =
(xTAT)(Ax) = xT (AT Ax) = \||x|2.

SI A ES UN AUTOVALOR DE ATA v x
ES UN AUTOVECTOR ASOCIADO A KL,
ENTONCES AAT(Ax) = A(AT Ax) =
A(Mx) = AAx, POR TANTO A ES UN
AUTOVALOR DE AAT v Ax ES UN AU-
TOVECTOR ASOCIADO A EL.
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ha explicado en la pagina 4, el problema queda dividido en dos:
primeramente la resolucion de Ly = b, y después la resolucién
del problema Ux = L~'b. En cada uno de estos pasos los errores
se podran multiplicar hasta por los nimeros de condicién de las
matrices L y U. Veamos en un ejemplo que el producto de estos
dos niimeros de condicion es mayor que el nimero de condicién de
la matriz A.

Ejemplo 24. Sea

11
A:(l 1’1)'

Sus autovalores son 2051 y 0'049 por tanto el nimero de condicién
de la matriz es 41’86. La descomposicion A = LU resulta

(on)=G)lom)

Los autovalores de LT L son 2'618 y (/382 y los de UTU son 2/005 y
0005 por tanto || L[| [L~*|| = 2'62 y U] |[U~"]| = 20. El producto
es 52'4.

28 Meétodos iterativos

La dificultad de resolver un sistema lineal radica en que, esencial-
mente, tenemos que invertir una matriz. Una posible estrategia
para simplificar los calculos consiste en sustituir la matriz a inver-
tir A por otra de facil inversion y reescribir un sistema equivalente
que se resuelve de forma aproximada basandose en una solucion
aproximada del sistema. El esquema es el siguiente:

Dado el sistema Ax = b escribimos la matriz A en la forma A =
S — P, donde la matriz S es de facil inversiéon. Entonces podemos
reescribir el sistema como Sx = b + Px. Si x” es una solucién
aproximada buscamos la solucién del sistema Sx = b + Px, de
facil calculo:

x = S (b + Px").

En realidad el resultado obtenido es una aproximacién x! de la
solucién del sistema Ax = b. A partir de ella podemos repetir el
procedimiento y construir de forma iterativa la sucesién (x¥) que
esperamos converja a la solucion del sistema. La regla iterativa sera

x"tt = §7H(b + Px").

. Qué hara falta para conseguir la convergencia? Si x es la solucién
buscada, el error en el paso k + 1 se expresa

"t — x| = |STP" — %) < [ISTIPIx" — x|

8
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y por tanto
"t = x| < ISP " — x|

por lo que si [[ST'P|| < 1 el método converge independientemente

de la aproximacién de partida x°.

Esta es una condicion suficiente para la convergencia, pero no es
necesaria. Otra condicién suficiente es que el mayor autovalor (en
médulo) de la matriz S™!P sea estrictamente menor que 1.

Veamos dos posibles elecciones de S 'y de P que dan lugar a dos
conocidos métodos iterativos

Método de Gauss—Jacobi

Consiste en despejar de la ecuacion i-ésima la incégnita x; (x =
(1,22, ...,x,)) lo cual es posible siempre que ningin elemento de
la diagonal de A sea nulo (Vk,ax, # 0). En caso de que alguno lo
fuera permutariamos las ecuaciones hasta conseguir una diagonal
libre de ceros. Con el sistema escrito en esta forma utilizamos las
coordenadas de la aproximacién x* en el lado derecho del sistema
para obtener las coordenadas de x**! en el lado izquierdo. Escrito
en coordenadas

1

it = a (b1 — (@125 + arzay - - + azy)
11
1
3t = a_(bg — (anaf + axas + - + azzy))
22
II:L+1 _ a_(g)n — (anlxlf + angxg e annflxﬁfl))'
nn

(28.3)

La descomposicién de A equivalente a este método consiste en
tomar como S la diagonal de A y entonces P = S — A estd for-
mada por los elementos que no estan sobre la diagonal (cambiados
de signo) en su posicién y ceros en la diagonal.

Ejemplo 25. Resolucién del sistema

8 2 0 x 8
2 8 2 y | =1 4
02 8 z 8

por el método de Gauss-Jacobi:

8 0 0 @ 8 020 x
080 y l=(4]-1202 y
00 8 z 8 020 2
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x 1 070 x
yl=|s|-|3104])|v
z 1 0%10 z

Si arrancamos el método con el vector x° = (0, 0, 0) sucesivas itera-
ciones nos dan

3 7 63
! : ! ! :
3 8 1 9 603 que convergen a
1 1 1 8 o1

Método de Gauss—Seidel

Si en el método de Gauss—Jacobi al calcular las coordenadas de
x"1 a partir de las coordenadas de x* segin las férmulas (28.3)
utilizadas en el orden en que estan escritas cambiamos en cada
una de ellas las coordenadas de x* por las coordenadas de x*+!
ya calculadas hasta ese momento obtenemos el método llamado de
Gauss—Seidel. Su expresién en términos de las coordenadas de los

dos vectores x*, x*! es la siguiente
1
k+1 _ k k
i = —(by — (a2 + apz@h - + ag,2%))
an
1
k+1 _ k k
Ty = (bg — (CLQl.Tl + 2373 + -+ (Zznl'n))
22
1
k+1 _ £ k+1
Z, = a—(b (an1I1 + Anok kg + -+ apn— 12, ))
nn

(28.4)

Para ver cual es su expresion en términos matriciales escribimos en
los primeros miembros de las ecuaciones las coordenadas <nuevass y
en los segundos miembros las coordenadas <viejas>

k+1 k k k
a11%] = by — (a1275 + a1325 - - - + a1,x,)
k k k
a1+ anah™ = by — (agsk + -+ agyat)
1 k k
az 8T az b T 4 agsab ™ = by — (asarh -+ azaat)

k k41
an1$1 Yy e ke 4+ -+ g, 11; —|— Apn,, + = b,

de forma que la descomposicién correspondiente de la matriz A
consiste en tomar como S la parte triangular inferior de la matriz
A, incluida la diagonal, y como matriz P la parte triangular superior
con ceros en la diagonal.

10



CALcurLo NUMERICO |

Sistemas lineales

Ejemplo 26. Para el mismo sistema que en el Ejemplo 25, la de-
scomposicién de Gauss-Seidel es

8 0 0 x 8 020 x

2 80 y |l=4]—-100 2 Yy

0 2 8 z 8 000 z
en el que tras invertir la primera matriz resulta

x § 0 0 1 030 x

1 1 1 1 1

vl=1 = 5 Y H Bl B Y
es decir

x 1 0 3 0 T

YT 1115 - _11_16 i1 y

z 1 0 & 1 z

No merece la pena seguir haciendo el calculo con fracciones. Es
mejor aproximar éstas y seguir el procedimiento en coma flotante.

Un pequeno programa en MATLAB proporciona

x x! x2 x3 x* x°

1’0000 | 09375 | 0'9922 | 0’9990 | 0’9999 | 1’0000
0’2500 | 0’0313 | 0’0039 | 0’0005 | 0’0001 | 0’0000
079375 | 09922 | 0’9990 | 09999 | 1’0000 | 1’0000
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