Calculo Numérico 1

Derivacion Numérica

La definicién de la derivada de una funcién como un limite lleva
implicito un método de aproximacion numérica:

fz+h) - flz)
h

f(z) =~ = Dpf(z);
diremos que esta ultima cantidad es una derivada numérica de f
con paso h.

Ejemplo 21.1. Si calculamos la derivada numérica de f(x) = 22 en

r=1,
h Dyf  Error
01 21 01
005  2°05 005
0025 2025 0’025

Utilizando la férmula de Taylor,
flx+h) = f(a) +hf'(z) + 30 f"(c)

asi

Dyf(x) = f'(z) + 3hf"(c)

por lo tanto el error en la derivada numérica es del orden de h. De
hecho en nuestro ejemplo f”(1) = 2, por tanto el error es exacta-
mente h.

22 Derivada del polinomio interpolador

Si observamos la derivada numérica recién definida, podemos ver
que es simplemente la pendiente de la secante por (z, f(z)) v (x +
h, f(x+h)), es decir la derivada del polinomio interpolador de f en
los nodos z,x + h. Podemos aproximar numéricamente la deriva-
da de una funcién aproximando esta por medio de un polinomio
interpolador y calculando la derivada de este tltimo.
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Por ejemplo, sea Py el polinomio que interpola a f con nodos en los
puntos xg = x — h, x1 = z, 9 = x + h; se obtiene

(t—iCl)(t—SL’g) (t—xo)(t—xz) (t-l’o)(t—xl)

Pa(t) = U g ) SO ()
Por tanto,
2t — 2t — 2t —
By(t) = 2L g o0 )y 2O T
en particular
]P);(l‘l) _ .1'22;2371 f(x0)+($1 - 330)_‘;2(331 - -TQ)f(ml)_l_le;thOf(mg)
. f(il32) - f(fﬁ)
B 2h '
Es decir,

o) ~ £ +h)2—hf(:1:1 — h).

que representa una especie de media entre la derivada <hacia ade-
lantes (h > 0) y la derivada <hacia atras> (h < 0) de la anterior.

;Cémo estimar el error en P/ (z)?

Teorema 5. Sea f € C""%([a,b]) y sea P, (t) el polinomio interpo-
lador de f con nodos x,...,z, € [a,b]; Vt € [a,b], 3&,& € [a, ]
tales que

f(n+2) (§1> I (t) f(n+1) (52)

£ =Pott) = Ll + 8
donde L,(t) = (t — xo)(t — x1) -+ (t — ).

Demostracion. El error en P, viene dado por

P.(t) — f(t) = = L,(t) flzo, 1, .., Zn, t]

por tanto,

E(t) =P, (t) - f'(t)

=—L(t)f[xo,...,xn,t] + Ln(x)if[xo, ey Ty

dt
= L (O fT0s o T t] + Lat) fli, 20, 1,1

dado que f € C™*2) 3¢, & € [a,b] tal que

N AR (3! J2 (&
E(z) = —Ln(x)r(l)!) — L, ( >(7”LT(2)')
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A fin de obtener el orden mas alto en la ultima estimacién trata-
mos de conseguir L'(z) = 0. Podemos lograrlo para n impar si
distribuimos los nodos simétricamente respecto de x.

Ejemplo 22.1. Paran=1, z = %(xo +x1),x0=x—9,x; =2+ 0"
L(z) = (x—xo)(x—1x1);  L'(z) = (z—z1)+(x—20) = =0+ =0

Ejemplo 22.2. Paran =3, xg =x —pu, t1 = v — 0, x5 = = + 0,
T3 = X + [

L(z) = (z — xo)(z — 1) (2 — 22)(7 — x3)

3

D)= Y  (r—a)le—a)@—z)

i,5,k=0;distintos
= 0(=0)(—p) + p(0)(—p) + po(—p) + pé(—0) = 0.
Asi:
FrrA()

E(x) = P)(z) — F'(z) = 52u2m.

En el caso general de n impar y nodos igualmente espaciados a
distancia 0 y distribuidos simétricamente respecto de x

é)n-{—l f(n+2) (5)
2 (n+2)!

n—1

P (@) = /() = (~1)"F 355 o

De forma andloga, podemos conseguir que L(x) = 0 para n par
tomando z como uno de los nodos. Resulta entonces que L'(z)
tiene un solo término no nulo y se obtiene un resultado analogo al
anterior.

23 Coeficientes indeterminados

El procedimiento descrito produce féormulas de derivacion numérica
del tipo:

f(k) (z) = Z w; f ()

donde los x; son nodos predeterminados y los w; los <pesos> co-
rrespondientes.

Una vez prefijados los nodos, para determinar los pesos podemos
recurrir al método siguiente de coeficientes indeterminados.

Ejemplo 23.1. Supongamos que

f(x) = Af(x —h) + Bf(x) + Cf(z + h);

NO SON PROPIAMENTE PESOS YA QUE
> w; # 1. DE HECHO Y w; = 0.




CALcurLo NUMERICO | Derivaciéon Numérica

dado que el polinomio de Taylor de f nos da:

floth) = f(2) & f@h o f @ @+ o Eh
(23.1)

Despejando f’(z) obtenemos
F'(@) = (A+ B+ O)f () + h(=A +C)f'(x) + 5h2(A+ O)f"(a)

SR (A C)f" (@) + o BHAPUE) + CTY(EL))

Si identificamos coeficientes obtenemos el sistema

A+B+C=0
A +c—%
A 4C=0,
cuya solucién es A = —C' = —5-, B = 0; por tanto
fay o LD IEZD
F(w) — Duf(e) = "= (e )+ e,

T8

Ejemplo 23.2. Queremos deducir una derivada segunda de la forma
Dif(z) = Af(x — 2h) + Bf(x — h) + Cf(x + h) + Df(z + 2h).
Para ello, junto con (23.1) utilizamos

f@iah)::f@)i2hf%ﬂ+2h?f”@ytﬁh%f”@y+gh%f”0;)+f”«5D

3
(23.2)

De ellas resulta que

1) = (A+B+C+D)f(t)+h(—2A—B+C’+2D)f’(t)+%2(4A+B—|—C+4D)f"(t)

3 4

O (C8A-BOSD) (1) 4 i (GAS™(C BT (€ +C (62 +16D ()

lo que da el sistema lineal
A+B+C+ D=0

—2A-B+C+2D=0

1
4A+B+C’—|—4D:ﬁ

—8A-B+C+8D=0
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que resuelto proporciona

D2 f(x) = flx —2h) — f(x - h)gzzf(a: +h) + f(x + 2h)

con error

——?;[16f”<<_>—-f”<§_>—-f”<s+)+-16fw<<+”.

24 Estabilidad Numeérica

Si observamos todas las reglas de derivaciéon numérica que hemos
deducido, veremos que consisten en un cociente de dos nimeros
que cuando h (distancia entre nodos) tiende a cero es de la forma
%. De ello resulta que cuando h es muy pequeno vamos a tener una
pérdida de significacion en el numerador amplificada por la divisién
por h¥. Esto hace que, dada una cierta precisiéon en los célculos,
habra un h éptimo que nos dard la precisién maxima en el calculo
de la derivada numérica.

Supongamos que € es la precisién relativa de nuestros cédlculos (di-
gamos € ~ 107% como ocurre con MATLAB). Vamos a estudiar
qué sucede con la derivada numérica

fle+h) = flz—h)
2h '

Dyf(z) =
En su célculo con la maquina tenemos
fle+n) = flz—h)

2h ’

donde f(z —h) = (1 + &) f(x — h); flx +h) = (14 &) f(x + h);
(leil <e,i=1,2), por tanto

_afl@+h)—eflx—h)
N 2h

dado que | Dy f(z) — f'(x)] < h?sup|f”| resulta

th@) =

Dif(z) — f'(z) + Dy f(x) — f'(2);

Duf(x) = f'(@)| < sup| I +sup "

es decir

B(h) = |Duf(x) = f'(@)| < Ci7 + Ca?

para buscar el E minimo hacemos E’(h) = 0, es decir 2Cyh —
Cieh™2 = 0, que tiene solucién h = ,3/207125. Como esperamos

que tanto C; como Cy tengan un valor <moderados, h ~ C/e (si
trabajamos con MATLAB, h &~ 107°).
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Ejemplo 24.1. Calculemos la derivada de la funcién f(x) = z* en
el punto x = 2, cuyo valor sabemos que es 32, por medio de la

derivada numérica

fle+h)— flz—h)

Dyf(z) =

para valores de h = 107%, k = 1, ..., 20. Segun el apartado anterior
debemos esperar que el mejor resultado se produzca para k ~ 5.

MATLAB nos da los siguientes resultados, en los cuales hemos in-

2h

cluido la tabla de errores:

.00e-001
.00e-002
.00e-003
.00e-004
.00e-005
.00e-006
.00e-007
.00e-008
.00e-009
.00e-010
.00e-011
.00e-012
.00e-013
.00e-014
.00e-015
.00e-016
.00e-017
.00e-018
.00e-019
.00e-020

e e e e e T T o S e S e S S N =

Podemos observar que el menor error se produce para k = 6 (h = 1079),
para el que este error es 3-107!, es decir, del orden de

10—16
10-6

Ch

.080000000000
.000800000000
.000007999996
.000000080030
.000000001009
.000000000032
.999999992038
.999999894339
.000002647692
.000002647692
.000002647692
.002844818635
.974423109205
32.
.974423109205
.000000000000
.000000000000
.000000000000
.000000000000
.000000000000

O O O O O

329694477085

+ Co(107%)% =~ C-1071°,

.080000000000
.000800000000
.000007999996
.000000080030
.000000001009
.000000000032
.000000007962
.000000105661
.000002647692
.000002647692
.000002647692
.002844818635
.025576890795
.329694477085
.025576890795
.000000000000
32.
32.
32.
32.

O O O O OO OO OO OO o oOo

w
N

000000000000
000000000000
000000000000
000000000000




