Calculo Numérico 1

Interpolacién

El objeto de este capitulo es el estudio de técnicas que permitan
manejar una funcién dada por medio de otra sencilla y bien deter-
minada que la aproxime en algin sentido.

El lector ya conoce la aproximaciéon que de una funcién de clase
C**1 proporciona su polinomio de Taylor de orden %k en torno a
un punto. Sabemos que, en general, esta aproximacién es buena
cerca del punto dado. Sin embargo, si queremos obtener una buena
aproximacién de la funciéon en todo un intervalo tenemos que re-
currir a otras técnicas.

Estudiaremos en primer lugar la interpolaciéon polinémica y mas
adelante la interpolacién por medio de polinomios osculadores y
por splines.

Algunas otras posibilidades que no estudiaremos: interpolacién
por funciones racionales, ajuste por minimos cuadrados, series de
Fourier, wavelets.

12 Interpolacién polinémica

Sea f(x) una funcién, que en todo este capitulo supondremos al
menos continua, definida sobre un intervalo [a,b]. Ya sea porque
el calcular los valores de f requiere un cierto trabajo ya porque
la funcién f no es totalmente conocida —digamos que podemos
calcular experimentalmente unos cuantos valores de f— queremos
sustituir f por una funcién sencilla con la propiedad de coincidir con
f en ciertos puntos de [a,b]. Nos ocuparemos en principio del caso
en el que la funcion sencilla que buscamos es un polinomio del menor
grado posible. Si el nimero de puntos distintos del intervalo [a,b]
sobre los que queremos que el polinomio coincida con la funcién
es de k + 1 entonces siempre podremos encontrar un polinomio de
grado k.
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13 Forma de Lagrange

Teorema 3 (Existencia y unicidad). Dados (zo,v0), (z1,1),

s (T, Yn), puntos de R? verificando la propiedad de que, sii # j,
x; # xj, existe un unico polinomio P, de grado menor o igual que
n que verifica Vi = 0,1,...,n, P,(x;) = y;.

Demostracion. Obsérvese primero que para cada j es muy fécil
construir un polinomio L;(z) de grado menor o igual que n que

tiene ceros en los puntos wz;, i # 7, i = 0,1,...,n; sea éste por
. n . ’

ejemplo [[;_,. 4 (x — x;). Si ademds queremos que tome un de-

terminado valor en x; no tendremos mds que multiplicarlo por la
constante adecuada:

H:’L:Qi;éj (x — )
H?:O,i;éj (z; — =)

Lj(z) =

toma el valor 1 en z = ;.

A partir de estos polinomios L; es muy fécil construir el polinomio
buscado. Este serd

P () = Zijj(flf)-

Esta es la llamada forma de Lagrange del polinomio interpolador.

La unicidad del polinomio interpolador se deduce del teorema fun-
damental del dlgebra de la siguiente manera: si () fuese otro poli-
nomio interpolador de grado menor o igual que n entonces la dife-
rencia P — () tendria n + 1 ceros distintos g, x1, ... x,, siendo un
polinomio de grado n, y por tanto seria idénticamente nula. O]

La demostracion que hemos dado es una demostracién constructiva
del polinomio interpolador. En el siguiente ejemplo utilizamos este
método para construir el polinomio interpolador pedido.

Ejemplo 13.1. Hallar el polinomio interpolador de los puntos (—1, 3),
(0,-2), (2,4).

Construiremos Ly(z),i = 0,1,2 tales que Li(z;) = 6/ (delta de
Kronecker) con z; = —1,0,2 para j = 0, 1,2 respectivamente.
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El polinomio buscado seréd

P(z) = 3-Lo(zr)—2-Li(x)+4- Ly(x)
= z(z—=2)+(x+1)(x—2)+(2/3)(z+ 1)z
= (8/3)2® — (7/3)x — 2.

14 Forma de Newton. Diferencias divididas

La forma del polinomio interpolador que hemos obtenido es la lla-
mada forma de Lagrange. Su expresion, atin siendo sencilla, tiene
la dificultad de que para n grande no solamente hace falta un gran
numero de calculos sino que ademas si quisiéramos aumentar en
una unidad —con el fin de mejorar la aproximacién— el grado del
polinomio interpolador, tendriamos que realizar nuevamente todo
el célculo. Sin embargo la forma de Lagrange seria rentable si
tuviéramos que calcular el polinomio interpolador de varias fun-
ciones sobre los mismos nodos.

Buscaremos ahora otra forma en la cual el polinomio interpolador
de grado n + 1 se expresa como una correccion del polinomio inter-
polador de grado n.

Sean P,, y P, los polinomios interpoladores de una funcién f con
nodos en los puntos g, ...,T, ¥ Xo,. .., Ty, Tnr1 respectivamente.
Como ambos polinomios coinciden en los n + 1 primeros nodos su
diferencia sera cero en ellos y al ser esta diferencia un polinomio
de grado menor o igual que n se tendra que P,y — P, = C(x —
zo)(z —x1) -+ - (x — x,,). Este serd pues el término corrector a falta
de determinar la constante C'. Su valor podra calcularse evaluando
esta diferencia en el punto x,,1

f(anrl) - ]P)n($n+l)
(Zn1 — 20)(Tng1 — 21) -+ (Tpg1 — )

C:

El valor de esta constante C' puede calcularse de diversas maneras.
Para expresarlo directamente en términos de los nodos y de los
valores de la funcién f en ellos puede compararse con el coeficiente
principal de la forma de Lagrange del polinomio interpolador

O:zn: ) f(xi)

. (14.1)
0 Hj:O,j;éi(xi — ;)

Otra forma de obtener este coeficiente C' serd por recurrencia res-
pecto de los coeficientes principales de polinomios interpoladores de
menor grado. Si se escribe el polinomio interpolador de los puntos

(xo,%0), (1,Y1), - - -, (Tn, yn) de la forma
(z — 2o) Py ™ () — (@ — 2Py (2)

n—1

]Pnac(),...,mn <x> —

Ty — X
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entonces se observa que el coeficiente principal C' = a0 " serd
igual a la siguiente combinacién de los coeficientes principales de
los otros dos:

L1,y
n—1

Z0s--9fn—1
n—1

Tp — o

n
ar()v“-’mn — a a

n =

Los coeficientes ay se iran entonces calculando comenzando por los
aop-
-
ag' = f(zi)

y a partir de ellos iteradamente

! o - )
agi,xj,a:k _ f[x]’ l‘k] — f[xl’ l‘]] déf f[l‘“ Ij, «rk]
T — X

y en general

&io,...,xk _ f[‘rh o 71;]4] — f[.To, R ,l’k_l] déf f[x(],
T — Xo

'>xk]

Por esta razon las f[xg,...,xx] reciben el nombre de diferencias
divididas de Newton de orden k de la funcién f con nodos en los
puntos xo, ..., x,. Las diferencias divididas de orden cero son sim-
plemente los valores de la funcién en los nodos.

15 Acotacion del error

Si los y; son los valores de una funciéon f en los respectivos z;
llamaremos a P el polinomio interpolador de f con nodos en los
puntos z;. El polinomio P coincide con la funciéon f en los puntos z;
y nos gustaria saber cual es la desviacién entre ambos en cualquier
otro punto. Tratemos de evaluar esta desviaciéon en un punto x = ¢.
Observemos que la funcién error E(x) = P(z) — f(z) tiene ceros
en los puntos xg,...,, y por tanto coincidira sobre ellos con el
polinomio L(x) = C(x —zo)(x — 1) - - - (r —x,,). Tomando un valor
adecuado de la constante C' podemos hacer que ambas funciones F
y L coincidan también en el punto . Supongamos que la funcién
[ es de clase C™*!. Su diferencia L(z) — E(z) tiene n + 2 ceros

distintos zg, x1,...,x,,t y por tanto la derivada de orden n + 1 de
esta diferencia tiene al menos un cero £ en el intervalo méas pequeno
I(xg,xq,...,2,,1) que contiene a estos puntos.
d"! (n+1)
W(L(ﬂﬁ) — E(2)) |p=¢ = Cln+ DI+ fFV(€) =0
y por tanto
FrD(E)
NCES

4
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asi

F0(E)

(t—zo)(t —x1) -+ (t — )

y esta férmula del error es vélida para todo ¢, teniendo en cuenta
que el punto £ depende de t. Si se quiere una acotacion vélida en
todo un intervalo bastars tomar una cota superior de £+ en este
intervalo.

En todo el desarrollo que precede hemos demostrado el siguiente
teorema.

Teorema 4. Sea f una funcién de clase C"** en un intervalo [a,b]
de la recta. Sea P el polinomio interpolador de f con nodos en
los puntos xq,...,x,€ [a,b]. Entonces para todo t € |a,b]| existe
€€ Il(xg,...,xn,t) tal que

mm)(t—m) (= )
£() ~P(t) = o 7 E)

Si la funciéon f no es derivable se puede obtener una féormula del
error analoga de la siguiente manera: fijamos el punto x en el que
queremos estimar el error y hallamos el polinomio P,,; que inter-
pola a f en los nodos xg,...,z,, y z. La forma de Newton para el
polinomio interpolador nos da

Poia(t) = Po(t) + flzo, .oy xn, x| (t — 20)(t — 21) -+ (t — )

y por tanto

f(x)=P,(z) = Ppi1(2)=Pu(x) = flxo, ..., Tn, z](x—20) - - - (x—1,).

I(zo, ..
R que contiene a todos los z;, i =
,n.

0,...

De todo lo visto hasta ahora podemos deducir las siguientes propiedades

de las diferencias divididas.

1.
n
Sz
flxo, .. xn] = o ( ) 5
=0 Hj:(),j;éi(xl — ;)
2. Para toda permutacién (ig, i1, . . .,4,) de (0,1,...,n)
flzos -y xn] = floig, .-,

3. Si f € C"[a,b] entonces

(n)
lim  flzo,...,z,] = f(z)
T0,...,Tn—T n!
siempre que g, ..., T, € [a,b].

5

.,&n) es el menor intervalo de
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Nota 1. La propiedad 3. precedente es consecuencia directa de las
dos formulas de acotacién del error recién vistas. Es mas, en ellas

se demuestra que existe £ € I(xg,...,x,) tal que flzrg,...,z,] =
o E)/n!.
En ambas férmulas de error aparece el polinomio L(z) = (x —

xg) -+ (r — z,). Para acotar el error de interpolacién tenemos que
estudiar el tamano de L(x). En general, esta estimacion es compli-
cada; sin embargo, cuando los nodos estan igualmente separados,
caso comun en la practica, la acotacion resulta ser mas accesible.

Si h es la distancia entre dos nodos consecutivos, por medio de un
cambio lineal de variable podemos reducir el polinomio a una de
las dos formas siguientes:

L(zx) = (x—kh)---(x—"h)x(x+h) - (x+Ekh)
(L de grado impar)

2k +1 1 1 2k +1
L) = (o= = h) o (o= gh)a+ oh) o (a4 =)
(L de grado par)
y estudiar el méximo de |L(x)| en I(xy,...,2,) 0, con mayor pre-

cision, entre cada par de nodos consecutivos.
Estimacién para la interpolacién lineal.

|E(z)| =5 sup  [f"(II(x = zo)(x — 21)|

fe[(xo,xl)

N | —

El polinomio |(z — z¢)(x — x1)| alcanza su maximo dentro del in-
tervalo [z, z1] en su punto medio y este maximo vale 1h?.

Estimacion para la interpolacion cuadratica.

[E(z)| < sup [ (EII(z — xo)(x — z1) (2 — 22)]

£€l(xo,x1,22)

| =

El maximo de |(z — zo)(x — x1)(z — 22)| en [z, 1] serd el mismo
que el de |(z — h)z(x + h)| y este vale %gh?’. Por tanto

|E(z)] < ]V[?h‘3 donde M= sup |f"(¢)

Eel(xo,x1,22)

Estimacién para la interpolaciéon cubica.

1 iv
[B@) <57 suwp O = z0)(z — 21)(z — 22) (2 — 23)].
EEI(xo,l‘l,l‘Q,Ig)
Analizamos el polinomio (z — 2h)(z — 1h)(z + Lh)(z + 3h). Su
méximo valor absoluto en el intervalo [—— ,3h] es ht.

6
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También podemos analizar por separado su maximo en el intervalo
[—%h, %h] Este es 1%]#; por tanto en este intervalo

E(x)| < ——Mh',  donde ahora M — sup |f¥(€)|.
128 ¢€lzo,z3)

16 Interpolacién osculatoria

Recordemos una de las formas en las que se obtiene el polinomio
de Taylor: dada una funcion f, de clase n, y su valor y los valores
de sus n primeras derivadas en un punto xo hallar el polinomio del
menor grado posible que tiene estos mismos valores. Escribiendo
el polinomio en funcién de sus coeficientes (por simplicidad, en
potencias de x — xy) podemos determinarlos con los n + 1 datos y
por tanto el polinomio tendra grado menor o igual que n.

Si en el la féormula de Newton del polinomio interpolador de n + 1
puntos hacemos que todos ellos tiendan a uno, sea este x(, observa-
mos, dadas las propiedades de las diferencias divididas, que nuestro
polinomio se convierte en el de Taylor.

Podemos imaginar cualquier situacion intermedia en la que agru-

pemos los nodos en varias clases y todos los correspondientes a una

clase tiendan a uno dado. Obtenemos asi un polinomio interpo-

lador osculador, llamado también polinomio de Hermite en el cual porivomio INTERPOLADOR OSCULADOR
se tienen un cierto nimero de nodos y en cada uno de estos se cono- POLINOMIO DE HERMITE
cen los valores de las derivadas hasta un cierto orden. El grado de

este polinomio seria una unidad menor a la suma de los 6rdenes de

las derivadas que se conocen en cada nodo. Por ejemplo, si tenemos

nodos z;, ¢ = 1,...,k, y el nimero de derivadas conocidas en z;

es n;, entonces el grado del polinomio interpolador osculador sera

ni+mno +---+n, — 1. Los casos del polinomio interpolador ordi-

nario (llamado también polinomio de Lagrange) y del polinomio de

Taylor son los extremales de esta situacién.

Vamos a estudiar un sélo caso particular de polinomio interpolador
osculador: aquel en el que en cada nodo conocemos el valor de
la funcién y el valor de su primera derivada. De hecho vamos a
estudiar solamente el caso en el cual tenemos dos nodos: zg, x7.
En este caso al tener cuatro datos el polinomio osculador sera de
grado menor o igual que tres; suele denominarse polinomio cibico

de Hermite. Podemos plantear el sistema de ecuaciones POLINOMIO CUBICO DE HERMITE
a+bxo+ crg+dry = f(zo)
a+bxi+ crit+da} = f(z1)
b+ 2cx+3dz] = 1 (o)
b+ 2cx,+3dx? = f'(z1);
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también podemos partir de la forma de Newton del polinomio inter-
polador y concentrar los cuatro nodos dos a dos sobre xy, x;. Las
diferencias divididas de primer orden sobre puntos que convergen
al mismo nodo convergen a la derivada de forma que una coleccion
de diferencias divididas puede calcularse segin la siguiente tabla

zo  f(xo)
f’(xo)
zo  f(x) f[xo,jll]_—xf (x0)
o ) =2l /o
z1 flxy) f/(xli.l__fi,io,xl]
f'(@1)
ry f(r1)

FEjemplo 16.1. Polinomio osculador que interpola a la funcion f(x)
con datos f(0) = f(m) =0, f/(0) = 1, f'(m) = —1 (estos datos
corresponden a la funcion sen z. Las diferencias divididas relevantes
son: f(0) =0, f[0,0] = f'(0) =1, f[0,0,n] = —1/m, f[0,0,m, 7] =
0, por lo que el polinomio buscado es P(z) = z — 22 /7.

Una acotacion del error en este polinomio puede calcularse por
medio de la misma formula que en el caso del polinomio interpolador
ordinario, repitiendo ahora los nodos: |e(z)| < L sup [f@ (z)||(z —
0)*(z — 21)?.

En el ejemplo anterior, sabido que la funcién interpolada es senx,
se obtiene la cota 1 (m/2)* < 0'26

17 Splines

En todo lo anterior hemos aproximado una funcién dada por medio
de un polinomio de un cierto grado en todo un intervalo. Obser-
vando cualquiera de las formulas de error que hemos obtenido se
ve que éste depende de la longitud del intervalo [a,b]. Por ejem-
plo, si el grado del polinomio es 2, una cota superior grosera del
error sera proporcional a (@)3 As, una estrategia para encon-
trar una aproximacion a la funcién f podr a ser la de subdividir el
intervalo de partida [a,b] y hallar en cada uno de los subinterva-
los resultantes un polinomio interpolador de grado bajo en vez de

aumentar el grado del polinomio interpolador en todo [a,b].

El procedimiento anterior tiene el defecto de que si bien la funcién
global resultante es continua, en los puntos de uniéon de subinter-
valos consecutivos no sera, generalmente derivable. Si se quiere
conseguir una funcién de aproximacién que sea de orden C' y que

8
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restringida a cada uno de los n subintervalos sea un polinomio de
grado k tendran que calcularse n(k + 1) coeficientes y para ello se
tendran 2n+1(n—1) condiciones —valores de cada polinomio en los
extremos de su subintervalo, coincidencia de derivadas a izquierda
y derecha en cada punto comin a dos subintervalos—; para evi-
tar incompatibilidades queremos que el nimero de condiciones sea
menor o igual que el nimero de constantes a determinar, por tanto
n(k —1—1)+1 > 0 para que este numero sea independiente del
nimero de subintervalos £ — [ — 1 = 0, y nos quedaran entonces
[ = k—1 constantes por determinar. Las funciones de aproximacion
del tipo descrito se denominan splines.

Ejemplo 17.1. Spline cibico. Dada una funcién f en el intervalo
la,b] y una particién de éste a = zg < 3 < -+ < x, = b se
busca una funcién s(x) cuya restriccién al subintervalo [z;_1, x;], 1 =
1,...,nserd un polinomio s;(z) = a}+aiz+air?+aiz® que cumpla
las condiciones Si(xi—l) = f(Ii—l)a SZ(ZL’I) = f((lfz)7 Sgﬁ)1<xi—1) =
s (), k=1,2.

1

El niimero total de constantes a! a deteminar serd de 4n. El niimero
total de ecuaciones disponible es de 2n +2(n — 1) = 4n — 2. Ten-
dremos pues dos grados de libertad que completaremos de diversas
maneras.

Ejemplo 17.2. Spline cibico natural. Los dos grados de libertad
restantes se determinaran forzando s”(z¢) = s”(x,) = 0.

Ejemplo 17.3. Spline cubico completo. Los dos grados de li-
bertad restantes se determinaran fijando s'(x¢) = f'(x¢), §'(z,) =

f'(@n).

Construcciéon de splines cubicos

Dados los nodos xg, x1,...,2,, que supondremos dados en orden
creciente: xg < 1 < --- < x,, v dada una funcién f definida sobre
el intervalo [zg, x,], queremos construir una funcién s de clase C?,
que interpole a f en los nodos dados y que sobre cada intervalo con
extremos dos nodos consecutivos sea un polinomio cibico: s; =
S|zi_1,z4] 1= 1, 2, o, n.

A fin de determinar los coeficientes de cada polinomio cibico toma-
mos como indeterminadas las derivadas segundas de la funcién s en
los nodos: s(z;) = M;, i =0,1,...,n,y vemos como determinarlas
en funcién de los datos: f(xg), f(x1), ..., f(z,).

Al ser un polinomio lineal, la expresién de cada s”; en términos de
las M, resulta sencilla:

17 €T — T — Ti—1

i
si () = M;y +

_ M;
Ti—1 — X4 Ty — Xj—1

de forma que al integrar dos veces obtenemos la expresion corres-
pondiente a s;. Elegimos las constantes de integracion de una forma

9
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peculiar, que se justifica enseguida al tomar valores en los extremos.

_ )2 o 2
N P ey VAR A /) oy S
Ti1 — X Ti — Tj—1
1(z— ;) 1(x—x4)°
i(r) = M 1+ ————M+Aj(x—2;_1 )+ Bi(v—;
si(x) — 1+6 P—— +A;(r—z;_1)+Bi(x—x;)

Si tomamos valores en los extremos:

1
flzio1) = 6(%71 — xi>2Mifl + (xim1 — 24)B;

fla) = 1(131 — xi71)2Mi + (2, — 1) A,

6
Y de estas expresiones obtenemos
flria) 1
By = ———— — —(xi-1 — x;) M-
Ti—1 — X G(x ! v ) !
i 1
A; = M — —(zi — w1) M;

T; — Ti—1 6

El sistema de ecuaciones que tenemos que resolver para determinar
las M; lo obtenemos ahora de las condiciones que nos faltan por
usar: las derivadas primeras a la izquierda y a la derecha en cada
uno de los nodos interiores x;, ¢ = 1,2,...,n — 1, coinciden.

3;(551,) = 5;+1 (Iz)
sy(x;) = %(% —z,1)M; + A, + B;
Sip (i) = %(:cz — Tip1) M 4+ Ay + Bia

Por tanto
1 1 1
6(«7;2 — @) M1 + §($¢+1 —xi1)M; + é(xi—i-l — x;) Mit
_ f(@is1) — f(2) _ fzi) = flziza)
Ti+1 — T4 Ty — Tj—1
Parai=1,2,...,n—1. Se obtiene asi un sistema de n—1 ecuaciones

y n+ 1 incognitas que queda por tanto indeterminado. Requerimos
anadir dos ecuaciones mas para tener todas las s; definidas.

Como se indica en el ejemplo 17.2, una de las formas de anadir estas
dos ecuaciones extra es poniendo My = 0y M, = 0. Se obtiene asi
el llamado spline cibico natural.

Otra solucién es la del ejemplo 17.3, que consiste en prescribir
los valores de las derivadas primeras en los extremos del intervalo:
f'(zo) y f'(x,). Elresultado asi obtenido se denomina spline cibico
completo.

Se deja como ejercicio el obtener las dos ecuaciones resultantes en
los M; que completan el sistema lineal.

10



