Calculo Numérico 1

Calculo de ceros de funciones

El objetivo de la presente seccién es el de resolver la ecuacion
f(z) = 0, siendo f una funcién continua, con una precisién pre-
fijada. Generalmente esta precision se medira por medio del error
relativo en el valor obtenido.

5 Teorema de la aplicaciéon contractiva

El problema de hallar la solucién de la ecuacién f(x) = 0 puede
transformarse en el de hallar la solucién de una ecuacién de la
forma F(z) = z. Esta ultima ecuacién se obtendrd transformando
de alguna manera la ecuacién original, por ejemplo f(z) +x = x
o mas generalmente k(x)f(z) + = x para una funcién arbitraria
k. Una buena eleccién de la funcién k(z) podria garantizar la exis-
tencia del punto fijo buscado y a la vez proporcionar un método de
aproximacién a la solucion.

Las condiciones suficientes se explicitan en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Teorema de la Aplicacién Contractiva). Sea E =
la,b] un intervalo cerrado de R y sea F' una aplicacion de E con
valores en E que verifica la siguiente propiedad: existe ¢, 0 < ¢ < 1
tal que para cualesquiera x,y de E se tiene que

|F(z) = Fy)l < clz —yl. (5.1)
Entonces eziste un inico punto T de E tal que F(Z) = Z.

Demostracion. Sea xg un punto cualquiera de E. Se define la
sucesion (z,) por medio de la ley de recurrencia x,41 = F(z,).
Obsérvese que

|xn7l'n+1| S C":Cnfl — :Cn‘ S e S Cn"x(] _ Q:1|
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Yy que por tanto
k

[Tnik = Tl <D |Tss — Tnsj
j=1

k
< g =) Y
j=1

< ap — |t

Tomando n suficientemente avanzado |z, — x,| se hard arbitraria-
mente pequeno independientemente de k, y por tanto la sucesién
() serd de Cauchy. Sea Z su limite, dado que E es compacto,
Z € E. Se tiene en primer lugar que, por continuidad de F' —la
condicién F' continua es consecuencia de (5.1)—, Z es punto fijo de
F. En segundo lugar, por la contractividad (5.1) de la funcién, este
punto fijo sera tnico. O

6 Meétodos iterativos

La demostracion del teorema anterior sugiere que para calcular
aproximadamente el valor del punto fijo de la aplicacién F' puede
recurrirse al siguiente proceso. Se parte de un punto cualquiera
zo de E e iterativamente se van calculando los términos z,, de la
sucesién por medio de la regla z,, = F(z,_1). Tras cada calculo se
estima si la aproximacién que x,, proporciona de Z es suficiente; en
caso afirmativo se detiene el proceso; en caso negativo se prosigue.
Si la funcién F' estd definida sobre un intervalo [a, b] con valores en
la,b] y ademads tiene derivada que verifica |F’| < ¢ < 1 entonces es
contractiva en [a,b]. Si ademds F” es continua entonces el error en
ZTpe1 puede estimarse por medio de

(:En - xn+1)2
Tn4+1 — an — Tp-1

Este resultado es consecuencia de la siguiente proposicién (véase
también la Seccién 9 en la pagina 6).

Proposicién 2. Sea F : [a,b] — [a,b] € C* tal que |F'| < ¢ < 1.
Si xyg € [a,b] y la sucesion (x,) estd definida por x,.1 = F(z,)
entonces se tiene que

. T — Tn+41 . Tn4+1 — Tn _
lim ————— = lim ——— = F'(z).
n T — Tn n Ty — Tp-1

donde T es el limite de la sucesion (x,)

Demostracion. Que T existe y pertenece a [a,b] estd garantizado
por el teorema de la aplicacién contractiva. El teorema del valor
medio implica que

Tnst — T = F'(E) (2 — F), &, € I(n,T) (6.2)
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donde I(z,, ) representa el intervalo abierto con extremos x,, y Z.
Se tiene por tanto que

A
n o Tp,—T

Por otra parte

Tntl — Tn _ (Tn41 — @) — (30 — T) _ (£ (&) — 1)(1171 _71_”)
Tp— Tpo1  (Tn —Z) — (X1 — T) (zp, — T) — Fflf(gf)

donde en la ultima igualdad se ha utilizado dos veces (6.2) para
valores de n consecutivos. Se obtiene entonces que

—_— / —_—
lim Tt =Ty ) L

n Ty — Tp-1 a 7an F/(£n71> _ 1FI(£n71) = F’(i‘)

7 El método de Newton

Como ya se ha explicado més arriba, el problema de hallar la
solucién de la ecuacién f(x) = 0 en un intervalo [a, b] puede trans-
formarse en el de hallar el inico punto fijo de una aplicaciéon con-
tractiva F. Esta funciéon F' puede elegirse de distintas formas.
Suponiendo que nuestra funcién de partida f es derivable, una
condicion suficiente para que la aplicacién F' sea contractiva en
el intervalo [a,b] es que |[F'| < ¢ < 1 en el mismo intervalo. Si
elegimos
F(x) =z + k(x) f(x)

como se ha sugerido mas arriba y tratamos que |F’(z)| sea lo menor
posible en un intervalo de z, una posible eleccién seria aquella que
anulara | F’| en el punto z. Dado que f(Z) = 0 se tiene que F'(z) =
1+ k(z)f'(z). Eligiendo k(x) = % se verifica esta condicién.

77
Se tendrd entonces F(z) = = — ]{t,((?), que por continuidad sera
una aplicacion contractiva en un intervalo que contiene a . El
método de Newton consiste en comenzar con un valor x; préximo
a la solucién (una solucién aproximada) y mejorar su aproximacion
por medio de

f(zn)

S TTEE
n

=1,2,...

el proceso se para cuando, para nuestros propositos, no podamos
distinguir la diferencia entre dos valores x,, consecutivos.

Ejemplo 7.1. Resuelve la ecuacién 22—z —1 = 0. Tiene una solucién
en el intervalo [1,2]. La funcién de iteracién serd
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322—:17—1_902—{—1

F(z)=x— = ‘
2 — 1 2 — 1

Comenzamos la iteracién con z; = 1’5. Obtenemos

1’500000
1'625000
1'618056
1'618034
1’618034

U W DN =

FEjemplo 7.2. Célculo del inverso de un nimero (o como construir
una maquina de dividir utilizando solamente sumas y productos).
Dado a > 0 queremos hallar 1/a. Resolvemos = = 1/a, equivalente
a a—1/z = 0. Aplicamos la regla de Newton a esta ecuacién
Tpt1 = Tn(2 — ax,). Hagamos el cdlculo para a = 7, comenzamos
en o = 01

01

0’13

0’1417
0714284777
01428571422
0’14285714285714

Ol W N~ O

Si observamos el nimero de digitos que se estabiliza en cada paso
vemos que aproximadamente se dobla, lo que significa —si pen-
samos que los digitos estabilizados son correctos— que el error en
cada paso es el cuadrado del error en el paso anterior. Veremos a

continuacién que este es el comportamiento esperado.
ORDEN DE CONVERGENCIA

Definicién 1. Una sucesién (x,) converge a & con orden p si
lim, z,, = & y ademas p > 0 es el mayor nimero real para el que
existe un nimero K > 0 tal que Vn > 1, |z, — 2| < K|z, — Z|P

Si el cero de f es simple entonces el método de Newton tiene orden
de convergencia al menos dos (convergencia cuadrética). En efecto,
dado que f(z) =0,y f'(z) # 0, se obtiene que

f'(@)? — f"(x) f(x)
f'(x)?

Fl(z)=1- y entonces  F'(Z) =0,

por tanto

1
[Tn1 = 2 = [F(zn) = F(@)] = [F'(@)[[2n = 2| + 51F"(€)[l2n — 2]
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de forma que si Tn Tn+1 estan dentro de I, intervalo de conver-
+ )
gencia del I'IlétOdO,

1
Tny1 — 7| < K|z, — 7|2 donde K = sup {5 |F"(z)||z € [} .

Esta propiedad explica el comportamiento de los iterados observado
en los ejemplos anteriores.

Interpretacion geométrica. El método descrito tiene una facil
interpretacion geométrica, por la cual recibe también el nombre de
método de la tangente. Si representamos graficamente la funcion
f, el problema que queremos resolver es el de hallar la interseccion
(o al menos una de ellas) de la gréfica con el eje . Sea xy una
aproximaciéon de la solucién. Para buscar una aproximacion mejor
hallamos el valor f(zg) y trazamos la recta tangente a la grafica
y = f(x) en el punto (xg, f(z9)). En vez de tomar como solucién la
interseccion de la grafica con el eje x, tomamos como nueva apro-
ximacion x; a la solucién la interseccion de la recta tangente con el
eje . Un sencillo calculo produce

f(x0)
f'(wo)

es decir, la misma férmula obtenida anteriormente.

Ty = Ty —

8 El método de la secante

Una vez vista la interpretacion geométrica del método de Newton
podemos plantearnos el utilizar un método geométricamente pare-
cido en el cual en vez de utilizar como aproximacion a la grafica de
y = f(x) su tangente en un punto préximo al cero buscado, utilice-
mos la secante que pasa por dos de sus puntos también préximos a
este cero.

Supongamos que el intervalo [a, b] aisla el cero buscado, que es un
cero simple, y por tanto f(a)f(b) < 0. Utilizando los valores a y
b como aproximaciones al cero buscado esperamos que una mejor
aproximacioén serd la interseccion de la recta que pasa por los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b)) con el eje X. El valor de esta abscisa sera

f(b)
f(b) = f(a)

Al igual que en el caso anterior este procedimiento puede iterarse
tratando de mejorar la aproximaciéon dada por c. Sin embargo
en este caso cada iteracion esta basada no solamente en la ultima
aproximacién obtenida sino en las dos ultimas. La regla que define

c=b-— (b—a)

METODO DE LA TANGENTE
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la sucesion de iterados a partir de los dos primeros valores zy y 1
es la siguiente:

Tn — Tp—1

It = Y~ @)

Obsérvese que, en comparacién con el método de Newton, aqui no
necesitamos evaluar f’. Habrd que evaluar la funcién f en dos
puntos distintos; sin embargo en cada paso es suficiente conservar
la ultima evaluacion del paso anterior.

9 El método de extrapolacion de Aitken
Sea I : [a,b] — [a,b] una funcién diferenciable tal que

sup |[F'(z)|=M < 1

z€la,b]

Por el teorema de la aplicacién contractiva implica 3!z tal que
F(z) = z. Ademas, para todo z € [a,b], lim, F"(z) = Z.
Fijamos xg y sea x, = F"(x), entonces

lim ——" = F'(z)

n T —Tp-1

Si F'(z) = 0 entonces la convergencia de la sucesiéon (z,) hacia
T es cuadréatica. Sin embargo, si F'(Z) # 0 la convergencia serd
solamente lineal. Veamos un método que nos permite acelerar la
convergencia a partir de los iterados calculados. Maés concreta-
mente, corregiremos el valor de la aproximacion x,,,; por medio de
los valores x,,_1,z,, v el propio x,1.

Estudiamos el cociente

d 7$n+1_xn7(j_xn)_(ff_xn—i—l)i
n — — —
Ty —Tno1  (T—xp 1) — (T —xp)

T — Ty,
Ty LT In "Y1 -F(6)
T — Tp_1

donde los puntos & caen en los intervalos que unen los puntos z y
x) segun el teorema del valor medio.

Si tomamos el limite de la tultima fraccion obtenemos, por con-
tinuidad de F’,
limd, = F'(z).
n

La fracciéon 9.3 puede utilizarse entonces como aproximacién de la
derivada F' cerca del punto Z, por tanto

6
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y entonces

T — Tpy1

dn + (xn - anrl)

T — Tpy1 = (j' - xn) + (mn - xn+1) ~

1

(1 - d_)<j - $n+1) = Tp — Tn41
dn

d, —1

De esta ultima expresion obtenemos la aproximacion
dn

€ R Tpp1 + T (Tnp1 — Tp)

1—d,

T — Tpt1 =~ (xn - xn—i—l)

que es la llamada formula de extrapolacion de Aitken. Este método
nos da a partir de los iterados (x,) las correcciones (&,); una vez
substituidas las d,, obtenemos

('Tn+1 - xn)Q . Tn+1Tn—1 — 'Tnz

Tpy1 — 21'” + Tp—1 Tyl — 23711 + Tp-1

Tn4+1 = Tp41 —

10 Tratamiento de raices dobles por el método
de Newton

Como hemos visto, el método de Newton tiene orden de convergen-
cia dos cuando el cero al que converge es simple. Sin embargo,
cuando el cero es multiple la convergencia es lineal. La razén
es la siguiente. Si ¢ es un cero de orden m > 2 de f entonces
f(z) = (x — 2)™g(z) donde g(z) # 0. Por tanto,

g(x) Ny ( g(x)

~ my(x) + (v — 2)g(x)
F'(z)=1- % #0

por tanto la convergencia es lineal.
Estudiaremos varios métodos para acelerar esta convergencia.

Un primer método consistira en aplicar la extrapolacién de Aitken
a la sucesion de iterados de Newton.
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Si pudiéramos determinar el valor de m entonces también podriamos
recuperar la convergencia cuadratica modificando el método de
Newton de la siguiente manera

[ ()

ya que entonces, al repetir los calculos de (10.4), obtendriamos

F(xy1) =x, — (10.5)

Fl(7)=1- 2 =0,
m

O bien podrfamos calcular el cero simple de f(m=1),

El valor de m se puede determinar experimentalmente por medio de
la estimacion de F'(Z) a partir de los iterados. Resulta que, como
hemos visto anteriormente

. Tpy1— T . Tpt1l — T _ m—1

lim ——— = lim " = F'(7) =

no T,—1 no T, —
de forma que si al aplicar el método de Newton observamos que la
convergencia (el nimero de cifras decimales que se estabilizan) es
muy lenta, sospecharemos que estamos tratando de determinar un
cero doble y trataremos de ver si los cocientes

Tn41 — Tn
Tp — Tp—1

se estabilizan cerca de un valor \; en caso afirmativo determinamos
el entero m por medio de mT_l =\

Ejemplo 10.1. Célculo de v/2 como cero doble del polinomio z* —

4x% 4 4 por diversos métodos.

3zt —4x? — 4
Método de Newton: F(x) = R A
4x3 — 8x
-4
Newton doble: F(z)= ———
R (=) 203 — 4x
Newton derivada:  F(z) = 223
ewton derivada: 1) =55
2
Aitken (sobre Newton): &y = Thy1Tp—1 — T

Tpy1 — 20, + Ty

Iniciamos todos los métodos con xy = 1'5.

1'425497619
1’419877922
1'417051391

1'414214593
1’414216893
1’414214181

17414213565
1’414213565

NEWTON NEWTON DOBLE | NEWTON DER. | AITKEN
1’5 1’5 1’5

17458333333 | 1416666667 17421052632

1436607143 | 1'414225686 1414262619 1’4129

1'413872357
17414125283
17414227626
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Podemos observar que si sobre la columna de Newton simple cal-
culamos los cocientes

los tres primeros valores son: 0’5214, 0’5113, 0’5058; se estabilizan
sobre el valor A = 0’5 por tanto m = 2, como ya sabiamos.

11 El método de Muller

Consiste en sustituir la funcién f por un polinomio de segundo grado P(z) en un intervalo
que contenga la solucién buscada y resolver P(z) = 0. Para ello se parte de tres puntos
Zo, 1,22 en dicho intervalo y se localiza la interseccién de la cénica que pasa por (zo, f(z0)),
(z1, f(z1)), (z2, F(x2)) con el eje X: 3. Se itera el proceso obteniéndose x,+1 con base en
Tn—2,Tn—1,Tn-



