REGRESION LINEAL SIMPLE
Nuevos elementos

@La Normal bivariante
(modelo de probabilidad)

@ Ajuste de una recta a una nube
de puntos (analisis de datos)
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Distribucion Normal Bivariante

rho=0, sigma1=sigma2

(simulacion de datos)
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Normal bivariante: Distribuciones condicionadas

0 Y/X=x es una N(Bo+B:X , ©)

30 L~

E(Y/X=x)

10 |

10 X 30 40

Ejemplo de David W. Stockburger
(Modelo para X resultado de un test, Y errores de produccion)

y= Bo+B;X es la recta de regresion de Y sobre X




Las técnicas de Regresion lineal simple parten de
dos variables cuantitativas:

La variable explicativa (x)
La variable respuesta (y)

Y tratan de explicar la y mediante una funcion lineal
de la x representada por la recta

Y =By + BiX

Para ello dispondremos:

De un modelo de probabilidad (la Normal)

y de n pares de datos (x;y;) que suponemos que
provienen del modelo establecido




On the laws of inheritance in man
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Modelo 1 (una variable aleatoria, fijado x)

Y =804 a+U U — N(0,0)

Modelo 2 (dos variables aleatorias)

(X!' Y) - IVQ()(—L]J H2,071,02, 10)

- N oy
l - ~ ~
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iLa diferencia esta en
como se tomaran los datos !

Modelo 1:
El experimentador fija los valores de las x;
y obtiene “al azar” los correspondientes y.

Modelo 2:
El experimentador obtiene “al azar” parejas de valores

(X;,¥)

En ambos casos
Los datos son un conjunto de n parejas (X;,y;)




Muestra aleatoria

Y; — 30 5’1 X CTE CTE — N (0 (T)

( Normalidad: u; ~ Normal \ .
i 9\ '
o~ N(By + B, o),
Linealidad: E(u;) =0 Y" N(-"U + D1y € ) |ﬂdEpEﬂd|EﬂtES
Homocedasticidad: V(u;) = o i= 1,2,...,11
\ Independencia: Los u; son independientes /

Interpretacion de los parametros:

/80 Representa el valor medio de la respuesta (y)
cuando la variable explicativa (x) vale cero

/3 Representa el incremento de la respuesta
1 media (y) cuando la variable explicativa (x)
aumenta en una unidad




Ajuste de una recta a n pares de datos (Xx;Y;)

Boys' Height vs. Age
(simulated data)

155.0

DATOS

3

ot Grafico de los puntos

o 125.0

= (Xiayi)
i=1,2,...,n

95.00 A

4.0 8.0 12.0
Age (y)
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Ajuste de una recta a n pares de datos (Xx;Y;)

Height {cm)

Boys' Height vs. Birth Manth
(=imulated data)

155 H

125

o5
a 4 a 12

Birth Month (1-12)

Grafico de puntos

étiene sentido
una relacion lineal?

étiene sentido
alguna relacion?
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Ajuste de una recta a n pares de datos (Xx;Y;)

Height vs. Age Linear Regression
(simulated data)

155

Height (cm )
'_I.
Fa
LA

Q5

12

¢Cual es la recta
que mejor predice
la altura en funcion
de la edad?

Minimos cuadrados

Hacemos minima la
suma de los
cuadrados de las
diferencias entre el
valor real de cada vy;
con el valor que
predice la recta
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Ajuste de una recta a n pares de datos (x;Y;)
Estimacion de los coeficientes de la recta

[Recta de regresion ]
estimada ~ ; A
V=P + Pix

2

_ cov(x;, ;)
var(x;,)
_ Z?:l(x,- _J_C)(y.f _?)
- —\2
> (X, = X)
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Estimacion de la varianza residual c2
(mide la dispersion de los puntos a la recta)

Los residuos del modelo son
e; = Yi — Po — Bz

= Y; — Y

Los grados de libertad de
los residuos son n-2

Z?:l e?

n — 2

Varianza residual 5%. —




ESTI!VIACI()N PUNTUAL DE LOS
PARAMETROS DE LA REGRESION

b = §- i
(2
v,
0 — 9 1 i n_9%L M0 T Ml

i i
Estimacion de p
O

v Uz ly

r

15



ESTIMAC,I(')N POR INTERVALOS DE LOS
PARAMETROS DE LA REGRESION
(suponiendo Normalidad)

PR - III l TE
1Y .:rl:_.'rjll:l," ."I-;':':I:tﬂ 2/ 2 SE\.'IIIH | nv
P , : ]

ICy o(f1) (_'dl + 2o Spy| )

e e
ICy o (0?) ("”E 2) 5k i 2*'5H)

Xn 2 2 Xn-2:1 o /2

16



Analisis estadistico: requisitos previos

1. Normalidad: los datos obtenidos se ajustan razonablemente a una
distribucion Normal

2. Homocedasticidad: la variabilidad de los datos para los distintos valores
de x es similar

3. Linealidad: los residuos (diferencia de los datos a la recta) se distribuyen
sin forma alrededor del cero

4. Independencia: las observaciones se realizan de forma independiente
unas de otras

S| HAY DESVIACIONES SIGNIFICATIVAS SOBRE ESTOS REQUISITOS
LOS RESULTADOS POSTERIORES PUEDEN SER INCORRECTOS

17




La importancia de los graficos de puntos
(4 conjuntos de datos emparejados)

X4 Y1 X2 | Y2 X3 Y3 X4 Ya
10 | 8.04 10 | 9.14 10 | 7.46 8 | 6.58
8 | 6.95 8 | 8.14 8 | 6.77 8 | 5.76
13 | 7.58 13 | 8.74 13 | 12.74 8 | 7.71
9 | 8.81 9 | 8.77 9 | 7.11 8 | 8.84
11 | 8.33 11 | 9.26 11 | 7.81 8 | 847
14 | 9.96 14 | 8.1 14 | 8.84 8 | 7.04
7.24 6 |6.13 6 | 6.08 8 | 5.25
4.26 4 | 3.1 4 | 539 19 | 125
12 | 10.84 12 | 9.13 12 | 8.15 8 | 5.56
4.82 7 | 7.26 7 | 642 8 | 7.91
5.68 5 | 4.74 5 | 5.73 8 | 6.89

From the Exploring Data website http://curriculum.ged.qgld.gov.au/kla/eda/
© Education Queensland, 1997




Los 4 grupos de datos tienen exactamente los
mismos valores descriptivos siguientes:

Numero de datos
Media de las X’s
Media de las y's

Ecuacion de la recta de
regresion

Coeficiente de correlacion

2

11

9.0

7.5

y =3 + 0.5x

0.82
0.67

19



Pero los graficos son:
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Analisis de los residuos
eizyi—/@o—ﬁlwi:yi—ﬁi

Los residuos pueden dibujarse de distintas formas:

1. poniendo en el eje de abcisas los valores de las x; y en
ordenadas los correspondientes e

2. poniendo en el eje de abcisas los valores de las y; y en
ordenadas los correspondientes e

Residuos tipificados o estandarizados

Para evitar la influencia de las unidades de medida utilizadas en
los datos y eliminar posibles diferencias debidas al azar en su
variabilidad, se utilizan los residuos tipificados dividiendo cada
uno de ellos por una medida comun de la dispersion.

Si el modelo es correcto los residuos tipificados se ajustaran
aproximadamente a una N(0,1) y su dispersion sera homogénea
alrededor del cero.

Residuos tipificados muy alejados del cero (fuera de (-2,2))
pueden indicar datos anomalos.

21
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Grafico de los residuos e;

Residuals

25~

20 &

i5

10 §

-10

=45

-20

-25

Height vs. Age Residual Plot

Age (y)

bed ) N, ies este un valor anomalo?

e;i = Yi — Bo — bz,

En abcisas los valores
de x; (edades en anos)

En ordenadas los
residuos e; sin tipificar

12
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RESIDUOS - VALORES PRONOSTICADOS
ése cumplen las hipotesis del modelo?

Lineal y homocedastico

€;
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Lineal y no homocedastico Vi No lineal y no homocedastico Vi
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Ejemplo: tiempo, temperatura, CO,
(desde hace 159.000 anos)

Los siguientes graficos corresponden a datos obtenidos sobre la
evolucion de la temperatura global y la concentracion atmosférica
de CO, en los ultimos 159.000 anos. Las variables son: miles de
anos antes del presente, diferencia de temperatura respecto a la
actual y concentracion de CO, en la atmosfera.

Source: Compiled by Worldwatch Institute from J.M. Barnola et al.
"Historical CO2 Record from the Vostok Ice Core," in Thomas A.
Boden et al., eds., Trends '93: A Compendium of Data on Global
Change (Oak Ridge, TN.: Oak Ridge National Laboratory, 1994); J.
Jouzel et al., "Vostok Isotopic Temperature Record," in Thomas A.
Boden et al.; Timothy Whorf, Scripps Institution of Oceanography,
La Jolla, CA, private communication, February 2, 1995.

Education Queensland

26
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CO2 (ppm)
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CO2 (ppm)

400

relacion temperatura -CO2

,qué efecto
tendra este dato
sobre la recta de

regresion?

Es de 1995

N
o
o

150

100

-10,00

-8,00

-6,00 -4,00 -2,00

temperatura relativa

2,00 4,00
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Regresion Residuo estudentizado

Residuos tipificados sobre la variable dependiente

Variable dependiente: CO2 (ppm)

o
]

L
1

o
]
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datag
anomalo
9]
o (]
I::II!Z!I
8
]
] c:':"_ﬂ O
G-':‘g @G
9 o0 ©
n ]
] | ] |
200,00 250,00 300,00 350,00

CO2 (ppm)
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TRANSFORMACIONES DE LOS DATOS

Cuando detectamos problemas de
no linealidad

o)
heterocedasticidad

Y queremos aplicar las técnicas de regresion lineal

31



Algunas funciones linealizables

- Log
y = ke’ ——s logy = logk + Bx
Doble Log
Yy = ka” » logy = logk + Blogx
1
Inversa y=k+ —
T
3 Log + 1/x 1
y = ke= > logy = logk + 53—
T

32



Algunas graficas

i — BX Ill'i.
y=ke f
S0 -
4 |I
j,u_
20
10 ==
ettt
1 3 4 5 [}
yli.
Y= log s
0 T 5

y=1/x

33



La curva logistica

120
10HD C
% 80 yi o —a— 06X .
3 14+ e @A
4 6o
g Nota: C es el valor maximo
20 posible de la variable Y
0
i 23 4 5 & 7 8 % 1011 12 13 14 15 14
Periodo de tiempo CambIO de Var|ab|e:
y.
Ln ’ =Z.
(C-y)

Modelo lineal Zl. — 0[+IBXZ.




‘ Ejem

(X 100000)

Castos alimentscion
w

plo

Vg ) T
-
i i I
L] 2 4 B a8 19
(x 1
Ingrescs

&
(03

13.7

Problemas de
Heterocedasticidad

B | o S SR AAPER S W o
9.4 18.4 11.4 i8.4 13.4 14.4
log(Ingrescs)
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Ejemplo

WORLD REGRESSION LINE
(N = 1,764 primary administrative subdivisions of 98 nations)

log Area
[ Ll B Ln o | oo

log Density
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Ejemplo. Peso del cerebro en funcion del peso corporal para
62 especies de mamiferos

Plot of Peso cerebro vs Peso cuerpo
(3 1000)

O

Elefante asidtico Elefante africano
[m]

Peso cerebro

[i}

5

4

3

2 Hombre
m]

1

0

0 2 4 6 g
Peso cuerpo

7'3:

000}

Plot of log{Peso cerebro) vs log(Peso cuerpo)

—_
[=]

m]
O mo o
[m} o oo

m}

ﬂhﬂ B R g og
O g o g
%]DDDDEFEEFD

ob o

log(Peso cerebro)

|'..'- ] [ e L= [=+]

-6 3 0 3 6 9
log(Peso cuerpo)




— longitud (pulgadas)

Ejemplo 1. Longitud versus peso

En estudios sobre poblaciones de animales salvajes muchas veces
se obtiene informacion basada en fotografias aéreas. A través de
dicha informacidén es posible conocer algunas caracteristicas de los
animales. La longitud de un caiman es facil de determinar con
fotografias aéreas, pero su peso es mucho mas dificil de estimar.
Para establecer un modelo que estime el peso conocida la longitud
del cuerpo, se capturaron 25 caimanes en Florida, midiendo en cada
uno su longitud y su peso (Education Queensland, 1997). Los
resultados se muestran en la siguiente grafica:

Caimanes (datos . , .7
(datos) ¢Qué funcion representa

700 mejor el peso (Y) en
600 S funcion de la longitud (X)?
@ 500
S 400 _
%300 ¢ Y = ﬁo +B1X3
@ 200 o
Q- —
103 '.H‘”.“". | | Y = k X A1

40 60 80 100 120 140 160
Y = kef1X

38



Peso

Caimanes R?=0'97 Caimanes R2=0'94
700 - 7 -
600 L4 -
500 § 6 *
400 3 25 ‘ 2
300 o "’
200 L 3 4 ¢ “7’
100 — o & B
0 “ : : : 3 1 1 1 1
100000 1100000 2100000 3100000 4 4,2 4,4 4,6 4,8
Longitud al cubo Log (longitud)

¢Qué modelo representa cada una de estas graficas?
R2 es la estimacion del coeficiente de correlacion al cuadrado

¢Qué efecto tendran sobre el ajuste los 3 caimanes grandes?




Modelo Y = k X B1
Equivalente al ajuste lineal Log(Y) = Bo + B;Log(X)

Peso
() Observada
—t.ineal
o —- Potencia
£00,00—
400,00 =
200,00—
0,00 ——

60,00 80,00 100,00 120,00 140,00
Longitud




Regresion Residuo estudentizado

Modelo Y = k X B1:

Residuos tipificados
sobre Log(peso)

Variable dependiente: LogPeso

analisis de los residuos

Residuos brutos
sobre Log(longitud)

0
0
0
0 0
o o}
0 0
0 no 0
¢} s} 0
o o °
0
o 0
0
0
o
| I ] ] [ | I I
300 350 400 450 500 550 6,00 8,50
LogPeso

Residuos

0,6

04 1

02 1

04

¢

Q ¢

L

02 1

w 3 ‘

“%

044 . 46 *48

’ L 4

T
\

Log (longitud)
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Modelo Y = k X P1: analisis de los residuos (Normalidad)

Grafico P-P normal de regresién Residuo tipificado

Prob acum esperada

=]
o
1

a
[:]
1

=]
o
1

=}
%]
|

Variable dependiente: LogPeso

Variable dependiente: LogPeso

Histograma

Frecuencia
.
1

0,0

00

N\

02 04 06 0s 10 0

Prob acum observada 2 0

T
2

Regresion Residuo tipificado

Media=-2 55E-15
Desviacion tipica =0,
479

M=25
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Regresion Residuo estudentizado

Modelo Y = B, + B; X3 : analisis de los residuos

Residuos tipificados
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[
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I
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I
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Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado

Prob acum esperada

1,0

=
[=a]
1

i=]
[z ]
1

o
I
1

=
8]
1

Variable dependiente: Peso
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CONTRASTES DE LA REGRESION: t

HO . /61 — () (Los valores de la X no influyen en los valores de Y
en una relacion lineal)

Hy:38:#0
. L ., Error tipico
Con nivel de significacion a
rechazamos H, si el cero no esta /
en el intervalo de confianza:

IC) (1) B £ tn 2.0/ {551\}3

.
|

d L]
] o
H R
0
o
o
.
-“‘
.
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Ejemplo 2. Altura de ola en funcion de la velocidad del viento

5 =] L d - E =] - -
S 8 -« - - - 8 a
g 7 - a - % 7
E 5 - ’ 3 : - ‘ g :
VELOCIDAD DEL VIENTO VELOCIDAD DEL VIENTO
Coeficientes?
Coeficie
ntes Intervalo de
Coeficientes no|estanda conflanza para B
lestandarizados| rizados al 95%
Limite | Limite
Modelo B |Errortip.| Beta t Sig. |inferior | superior
1 (Constante) 4,549 ,981 4,639 ,000 2,489_@
VELOCIDAD
DEL VIENTO 272 124 461/|2,204| ,041 @ 532

a. Variable dependiente: ALTURA
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Ejemplo 1. Caimanes con la transformacion doble log

Error Inferior Superior

Modelo 1 Coeficientes tipico t p-valor 95% 95%
Intercepcién -10,175 0,732 13,907 1,1E-12 -11,688 -8,661
Log(Longitud) 3,286 0,165 19,868 5,59E-16 2,944 3,628

Curva de regresion estimada:
LogY = -10,175 + 3,286 Log X

0 equivalentemente:

Y = e10,175 X 3,286 = (,0000381 X 3.286
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CONTRASTES DE LA REGRESION: ANOVA
Descomposicion de la variabilidad en regresion

V.=, + px +u,
Vi = /8::- + ﬁlxz' +

e.
o7 2™ S0

ye= oyt (yf—j[ff) (restando ¥)

(v;i=»= ;=1 +(,-7) (clevandoal cuadrado y sumando)

< 2 oA 2 ~ .. ~+2 SCE Suma de cuadrados
200=3) = 20, =07+ L0, =) explicada (variabilidad de y debida
s ~ / s \/ / > ~ / a su relacion lineal con la x)
I T I SCR Suma de cuadrados residual
(variabilidad de y respecto a la recta
SCT = SCE + SCR ajustada)

SCT Suma de cuadrados total
(variabilidad total de la y)
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TABLA ANOVA

Suma de enadrados (.1 Varianza [ostadistico p-valor
S Py .9 SOE SCE/N o)

J N | — ! Cr
SCE = ¥y — y) | 1 K SCR/(n2)
SCR — % (y; — ;)% |n— 2 L

SCT — Sy —y)? |n—1

: El modelo de regresion lineal NO sirve para explicar la respuesta
El modelo de regresion lineal SI sirve para explicar la respuesta

A nivel de significacion a, rechazamos cuando

F > Fl,n—2,-:x
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Coeficiente de determinacion - R2

Valoracion de cuanto se ajustan los puntos a la recta

En REGRESION SIMPLE el COEFICIENTE DE DI,ETERMINACIC')N coincide
con el COEFICIENTE DE CORRELACION AL CUADRADO

COV | |
R=r : SCR —nv,(1 — )

Uz Uy
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Coeficiente de determinacion — R2

Rz/?
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Comentarios:

@ El contraste de la regresion supone que la relacion (mas
o0 menos fuerte) es LINEAL. Por tanto, si no
rechazamos la hipotesis nula lo Unico que podemos
decir es que no hemos encontrado evidencia de que
exista una relacion lineal, puede existir una relacion
no lineal...

@ En REGRESION SIMPLE el contraste ANOVA coincide
exactamente con el contraste de la t para el coeficiente
de la variable regresora
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Ejemplo 2. Altura de ola en funcion de la velocidad del viento

Resumen del modeld

R cuadrado | Error tip. de
Modelo R R cuadrado| corregida | la estimacion
1 4613 213 ,169 1,65949
ANOVAP
Suma de
Modelo cuadrados gl Media cuadraticg F 8ig "]
1 Regresior| 13,380 1 13,380 | 4.858: .041] :
Residual | 49,570 18 2754 | Y
Total 62,950 19 :
8. Variables predictoras: (Constante). VELOCIDAD DEL VIENTO
b. Variable dependiente: ALTURA :
Coeficiented
Coeficientes no| Coeficientes
estandarizados pstandarizados :
Modelo B Error tip Beta t Sig._|
1 (Constante) 4,549 981 4,639 0004 .
VELOCIDAD DEL VIE} 272 124 461 | 2,204 -:' ,041
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Ejemplo 1. Caimanes con la transformacion doble log

Resumen del model8

R cuadrado | Error tip. de la
Modelo R R cuadrado corregida estimacion
1 9722 ,945 ,943 , 17531

a. Variables predictoras: (Constante), LogLongitud

b. Variable dependiente

: LogPeso

ANOVA
Suma de Media
Modelo cuadrados al cuadratica F Sig.
1 Regresion 12,132 1 12,132 394,729 ,0002
Residual , 707 23 ,031
Total 12,838 24

a. Variables predictoras: (Constante), LoglLongitud

b. Variable dependiente: LogPeso
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Ejemplo 3

MAUNA LOA OBSERVATORY, HAWAI
MOMTHLY AVERAGE CAREON DIOXIDE CONCENTRATION MLO-145

SO0 Erprpr T T T T T T T T T

385
380 1
!ﬂN i
Ayt

375
370
363
360D
355
350
345
340
335
330

CO02 CONCENTRATION, (FPM)

325
320

35
0 Bl b bbb bbb bbb b e bbb bbb b e e b e b b e b e b e ba b b ke 1 LA
1958 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98 00 02 04
YEAR 18- May- 05

III|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I
1
-+

Datos extraidos de: C. D. Keeling, T. P. Whorf & CO2 Research Groups (SIO); U.
California, La Jolla; en http://cdiac.ornl.gov/trends/co2/sio-mlo.htm




Aio CO,

1960 316,91 CO, en Mauna Loa (Hawaii)
1970 325,68
1980 338,69 280 -
1990 354,19 70 .
2000 369,47 . 360 |
Estadisticas de la regresion g 3501
340 -
Coeficiente de correlacion mltiple = 0,9947 3 330 4 :
Coeficiente de determinacion R*2 | 0,9894 320 - . *
RA2 ajustado 0,9858 310 ' ' ' ' ' |
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Error tipico 2,5288 Afio
Observ aciones )
ANALISIS DE VARIANZA
gl S. C. M. C. F F-crit
Regresion 1 1785,70 1785,70 279,23 0,0005
Residuos 3 6,40
Total 4 1804,88
Coef. Error tipico = Estadisticot = Probabilidad @ Inferior 95% @ Superior 95%
Intercepcion 300,90 113,45 0,0000 292,46 309,34
Variable X 1 13,36 16,71 0,0005 10,82 15,91
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Diagnodstico de las hipotesis del modelo

Si las hipotesis del modelo son ciertas, entonces los residuos
son aproximadamente

1. Normales 4. Varianza constante
2. Media cero 5. No hay residuos atipicos

3. Independientes

Podemos utilizar contrastes y graficos para ver si hay EVIDENCIA CLARA en
contra de alguna de las hipotesis

( Histograma de los residuos tipificados
Normalidad ¢ Q-Q plot de los residuos tipificados
| Test de K-5 de los residuos tipificados

Linealidad Diagrama de dispersion de los
. . g . Tienen que estar |
residuos tipificados frente alos_  onire -2y 2, en

valores pronosticados/ajustados ~—  unanube de
' ~ puntos sin forma

Homocedasticidad
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Ejemplo 2. Altura de ola en funcion de la velocidad del viento

) Grafico P-P normal
1,0
51 *
. -
4 ?ﬁ‘; a2 L
R
\ 2
3 A M 2
E a5 *
=
3
i
L
o a1 +
- (o
- -
0 00 |7 . . .
-1.40 -.70 -.0o0 ] 1.40 0,0 3 5 B 1,0
Residuos Prob acum observada

Prueba de Kolmogorov-Smirnov para una muestra

Unstandardized
Residual

20

Parametros normales ab Media 0000000
Desviacién tipica 1 61522698

Diferencias mas extremas Absoluta 101
Positiva 101

Negativa -,082

Sig. asintot. (bilateral) 987
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Predicciones a partir del modelo ajustado

Una vez aceptado el modelo de regresion, podemos
plantearnos realizar estimaciones y predicciones sobre
distintas caracteristicas de la Y dado un valor fijo de X
que denominaremos X,

Analizaremos dos opciones:

— Estimacion de E(Y/X=X,) valor medio de Y para X=X,
— Prediccion de un valor de Y para X=X,

En ambos casos la mejor estimacion puntual es el
valor de Y predicho por la recta de regresion ajustada:

VAN VAN /"N
Yo = Bo *+ BiXp

¢Donde esta la diferencia?
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Ejemplo: para una misma velocidad del viento x, las olas
podran tener distintas alturas: recordemos que hemos
aceptado una N(By+B1Xq o)

Estimacion de la media de Y dado X=X,
Estimacion de la altura media que tendran todas las olas
para una velocidad del viento fija x,

Prediccion de un valor de Y dado X=X,
Prediccidon de la altura de una ola para una velocidad del
viento fija X,

La estimacion de la media sera mas precisa ya que
compensamos la variabilidad de la Y para X=X,

En la prediccion de un uUnico valor, a la variabilidad
estadistica se suma la variabilidad de los valores de la
Y para X=X,

59



Intervalos de confianza para la estimacion y la prediccion

— ——
- -

b (29 — 2)2
.- ) . . Iy I | \
IC , (estimacion) Yo £ th EEQ;'EIISE\/! — ‘
\ n nv, Y
Prediccion de un valor de Y dado X=X, Error tipico
o 7
/// Ill l II — - E\ .
.- S . il xI
IC, ,(prediceion ) o =+ ty, EQIQ\SHV'I [ - | — ;
A 'T //

-
\~~ -
e o ——
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Graficamente: Bandas de confianza y de prediccion

.................... Bandas de
PR —— - redision
" para Y

dado X=x

Pp— ;

para

E(Y/X=x)

// I media
I

@ Los dos bandas tienen la misma forma, siempre mas
estrechas en la media de las x donde hay mas informacion
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Ejemplo 2. Altura de ola en funcion de la velocidad del viento

11

10 1

ALTURA DE OLA

0 2 4 & 8 10 12 14

VELOCIDAD DEL VIENTO
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Ejemplo 1. Caimanes con la transformacion doble log

Curva de regresion estimada:
LogY = -10,175 + 3,286 Log X

0 equivalentemente:

Y = e10,175 X 3,286 = (,0000381 X 3.286

¢Qué peso estimariamos en media para los caimanes cuya longitud sea 100
pulgadas?

Respuesta: log (yi99) = 4,958 luego yi5o = 142,25 libras

¢{Que incremento del peso estimamos que resultaria de un incremento del
1% en la longitud?

log (Y1,01x) =109 (yx) = log (y1,01x/Yx) = 3,286 log (1,01) = 0,0327
luego y; g1x = Yy €%9327 =y, 1,0332 el peso se incrementaria en un 3,32%

63



Algunos abusos que se pueden cometer
en la regresion

* Extrapolacion

* Generalizacion

® Correlacion ecoldgica
e Causalidad




Extrapolacion

Aplicar el modelo a valores de la variable explicativa alejados
de los observados

Verdadera

A . relacién

ybuenc(

“—_  Rectade
regresion
estimada

yprediccién

i —

><prediccién
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Ejemplo. Evolucion de la produccion de petroleo

millones de barriles

25000

20000

15000

10000

5000

0

evolucién de la produccién de petrdéleo

*
2
L 2
¢
*
’0
L J
L 3
L 2
L 2
+——o 9ut4L“"”<.’
1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000

anos
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Generalizacion

Utilizar un Unico modelo para conjuntos de datos que
proceden de distintas poblaciones

Y Regresién con
todos los datos
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Ejemplo. Datos del numero de pie en funcion de la altura de

varios estudiantes de ambos sexos

NUMERO DE PIE

48

ALTURA

® Mujeres

® Hombres

Todos
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Correlacion ecologica

Cuando no existe relacion entre dos variables en ninguna
de las poblaciones pero al juntar varias poblaciones
aparece una falsa correlacion

A

Y Regresién con
todos los datos
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Causalidad

Admitir que existe una relacion de causalidad entre las x's y
las y’s porque se ajusta bien un modelo

A

Poblacion de burros

Presupuesto en educacidn

Correlacion no implica Causalidad
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Metodol

-y

ogia para el analisis de la regresion

. Identificar las variables respuesta y explicativa

. “Comprobar” si son ciertas las hipotesis de /inealidad
y homocedasticidad
- Diagrama de dispersién de los datos

- Transformaciones de los datos
. Estimar los parametros del modelo

. Hacer el contraste de la regresion:
Hy:81=0 ws. Hi:8,#0
Hy : No existe relacidn lineal entre Y y X

H; : El modelo no sirve para explicar la respuesta

. Diagnosis del modelo con los residuos:

i Se cumple la hipdtesis de normalidad?

. iHay alguna otra variable explicativa que pueda ser

relevante y que podamos medir en los individuos de

la muestra? S| — 7. Regresion multiple

. Hacer predicciones con el modelo de regresion simple
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Ejemplo 4.

Y = Incidencia de hielo (en meses por ano) en las costas
de Islandia en funcion de X = temperatura media anual.

8,00

6,00

4,00

incidencia de hielo

2,00

0,00

n = 57 anos

temperatura
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Ajuste del modelo lineal

Estadisticos descriptivos

N Minimo Maximo Media Desv. tip.
temperatura 57 1,00 4,40 2,8947 ,79066
incidencia de hielo 57 ,20 7,30 2,5561 1,84556
N v alido (segun lista) 57
Coeficientes
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Interv alo de confianza para
estandarizados 0s B al 95%
Limite
Modelo B Error tip. Beta t Sig. Limite inferior | superior
1 (Constante) 6,573 , 759 8,661 ,000 5,052 8,094
temperatura -1,388 ,253 -,595 -5,484 ,000 -1,895 -,881
a. Variable dependiente: incidencia de hielo
ANOVA
Suma de Media
Modelo cuadrados gl cuadratica F Sig.
1 Regresion 67,422 1 67,422 30,070 ,0002
Residual 123,319 55 2,242
Total 190,740 56

a. Variables predictoras: (Constante), temperatura

b. Variable dependiente: incidencia de hielo
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Frecuencia

Variable dependiente: incidencia de hielo

Histograma

Normalidad

Grafico P-P normal de regresién Residuo tipificado

/

7

TN

\

\

=

Prob acum esperada

Regresion Residuo tipificado

0

2

1,0

=
[=:]
1

=
o
1

=
I
1

=
[s]
1

0,0

Variable dependiente: incidencia de hielo

1 T ] T ] T
0,0 02 04 0.6 0,8 1.0

Prob acum observada
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Dos graficos de los residuos

Residuos

Mean annual temperature (°C) Grafico de los residuales

6
4 ¢
L)
21 ¢ SN
¢ ot o see ¢
0 1 ¢ ¢ ¢ * 3 |0: ’ " *
00 1|0 2|0 78 s ’510
27 ¢ LK |
4

Mean annual temperature (°C)

cComentarios?

Regresion Residuo borrado (pulsar)
estudentizado

'
(%]
|

Variable dependiente: incidencia de hielo

[
1

8]
o
I:p 0
0 0
@0 o 5 0
o] o o 8]
o0 0 00 5 (8]
0 ) ODO
0 0
a0
4]
0 Qg 0
00
[a]
T T T T T
0,00 200 400 6,00 800

incidencia de hielo
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Otros modelos: transformaciones

|
8,00

5,00

4,00

2,00

0,00

() Chservada
—tineal
—- Logaritmico
— —dnverso
—-—Exponencial

Valores de Ry F:
Lineal: R=0,595 F=30,07
Log: R= 0,609 F= 32,384
Exp: R= 0,514 F = 19,7
Inverso: R=0,586 F=28,7

temperatura
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados 0s
B Error tipico Beta t Sig.
In(temperatura) -3,382 ,594 -,609 -5,691 ,000
(Constante) 5,993 ,635 9,440 ,000 | .
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Predicciones

¢Qué incidencia de hielo esperamos de un ano en que la temperatura
global sea de 1°C?

Respuesta con el modelo lineal: 6,573 - 1,388 = 5,185 meses al afio
Intervalo de confianza 0.95 para la incidencia media de hielo:
5,185 -+ ts59.025 1,497(0,515) = 5,185 -+ 1,03 = (4,155, 6,215)

¢Qué efecto tendra sobre la incidencia del hielo un incremento de un 1°C
en la temperatura?
Respuesta: la incidencia de hielo descendera en 1,388 meses

Respuesta con el modelo logaritmico: 5,993 - 3,382 log(1) = 5,993
meses

¢Qué efecto tendra sobre la incidencia del hielo el multiplicar la
temperatura por 27
Respuesta: la incidencia de hielo descendera en 2,344 meses

Y= incidencia de hielo pronosticada a temperatura x = 5,993-3,382 log(x)

Y>x= incidencia de hielo pronosticada a temperatura 2x = 5,993-3,382 log(2x)
Y,-Yax = 3,382 log(2) = 2,344
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