Teoria de la integral y de la medida.
Hoja de ejercicios n.° 3: Medidas. Medida exterior.

1. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Si E, FF € M, comprueba que u(E) + u(F) = u(EU F) +
p(ENF).

2. Sean (X, M, ) un espacio de medida y E € M. Para cada A € M, sea ug(A) = u(4A N E).
Comprueba que pg es una medida.

3. a. Comprueba que una medida o-finita es semifinita. b. Sean X un conjunto no numerable y
p la medida discreta en (X, P(X)). Comprueba que p es semifinita pero no es o-finita.

4. Sea X un conjunto infinito numerable. Para A C X, se define

0 si A es finito,
00 si A es infinito.

u(A) = {

a. Comprueba que p es una medida finitamente aditiva (en P(X)), pero no es numerablemente
aditiva.

b. Comprueba que existe una sucesion creciente de conjuntos {A,} tal que

vneN, p(4,)=0y lim 4, = X.

5. Sean (X, M, ) un espacio de medida y (A, )sen una sucesién de conjuntos medibles. Si A =
UsZo Aj, prueba que p(A) = lim, u(U7_(4;))-

6. Sean (X, M, i) un espacio de medida y (£;);en una sucesion de conjuntos de M. Demuestra que
si existe k tal que u(U52,, B;) < oo entonces

p(liminf E;) < liminf u(E;) y p(limsup E;) > limsup u(E;).

En particular si u(X) < oo entonces

a. p(liminf £;) <liminf y(E;) < limsup u(E;) < p(limsup E;).

b. Siexiste lim E; entonces u(lim £;) = lim u(E;).

Indica en qué punto es necesaria la condicién u(Us52, ;) < oo para al menos un k.

[} [}

Recuérdese: lim inf B; = UZ°:1 ﬂj:k E;, limsupE; = ﬂ:oz1 U].:Ic E;.

7. Sean X = {ai,a,as} y 4 una medida en P(X) tal que u({a1}) = u({az}) = u({as}) = 3.
Se considera la sucesién de conjuntos (A4,) tal que As, = {a1,a2} y Aokr1 = {as} paracada k € N.
Prueba que:

p(liminf A,,) < liminf u(A,) < limsup u(A,) < p(limsup 4,).

8. Sean X = N, M = P(N) y u la medida discreta. Construye una sucesiéon (4,), A, € P(N), tal
que lim, A, = @y lim, u(4,) # 0.

9. Sea p una medida semifinita y sea £ tal que u(E) = oco. Prueba que si ¢ es un ntimero real mayor
que cero, existe un conjunto F' C E tal que ¢ < u(F) < oo.
SUGERENCIA: Si k = sup{u(A) : A C E, u(A) < oo} entonces k = oo

10. En un espacio de medida (X, M, u), sea {A,}nen una familia de conjuntos medibles tales que
Yoo o M(Ar) < 00. Prueba que casi todo elemento z € X pertenece solo a un ntiimero finito de A4,.

(En otra palabras, el conjunto de los puntos z que pertenecen a infinitos de los A, tiene medida cero.)
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11. Sea (X1, My, p1) un espacio de medida completo. Sean g : X; — X» una aplicacién, M, = {A C
X1 g7 (A) € My}, y pua(A) = pi(g7(A)). Comprueba que (X,, Ma, us) es un espacio de medida
completo.

12. Sea X un conjunto cualquiera. Se define p* : P(X) — [0, 1] mediante u*(@) = 0, u*(4) = 1, si
A# @, AC X.Comprueba que u* es una medida exterior. Determina la o-algebra de los conjuntos
medibles.

13. Sea X un conjunto cualquiera. Se define u*(@) = 0, u*(X) = 2, u*(A) = lpara A # @, A # X.
Comprueba que u* es una medida exterior. Determina la o-dlgebra de los conjuntos medibles.

14. Comprueba que toda medida exterior finitamente aditiva es también numerablemente aditiva.

15. Sea X un conjunto no numerable. Sea M la o-dlgebra formada por los subconjuntos finitos o
numerables y los subconjuntos no numerables de complementario finito o numerable. Sea p : M —
[0, 0o] definida mediante p(E) = card(E), si E es finito, u(E) = oo en otro caso.

a. Comprueba que p es una medida completa en M.

b. Estudia la medida u* construida a partir de My p.

16. Se define u* sobre P(N) como

7 sicard(E) =n,

VE € P(N), w'(BE)=
1 sicard(®) = oo.

Prueba que p* es una medida exterior y halla la o-dlgebra de los conjuntos medibles.

17. Sean p* una medida exterior en X y {A;};cn una familia disjunta de conjuntos p*-medibles.
Demuestra que para cualquier £ C X, se cumple que p*(E N (U2 4;)) = X520 w*(E N Aj).

SUGERENCIA: Empieza considerando que Ao es medible y toma como conjunto de prueba E N (U A;).

18. Dada una algebra A C P(X), sea A, la coleccién de uniones numerables de conjuntos de A, y
Ass la coleccion de intersecciones numerables de conjuntos de A,. Sean p, una premedida de Ay
©* su medida exterior inducida.

a. Si E C X ye > 0demuestra que existe A € A, talque E C Ay u*(A) < u*(E) +e.

b. Si u*(E) < oo demuestra que E es p*-medible siy solosi 3B € A,s, E C B con u*(B\ E) = 0.
c. Comprueba que si ug es o-finita entonces no es necesaria la restricciéon p*(E) < oo en el apartado
anterior.

19. Sea p* la medida exterior inducida por una premedida finita yy en un conjunto X. Se define la
medida interior de un subconjunto £ de X como p.(E) = po(X) — p*(E). Demuestra que E es
p*-medible siy solo si u*(E) = p.(E).

20. Sea p* una medida exterior inducida por una premedida de un conjunto X. Demuestra que todo
E C X con interseccién p*-medible con todo A p*-medible con p*(A) < 0o, es medible.
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