Ya tenemos
@ algunos estimadores “naturales”, junto con diversas propiedades de
interés (sesgo, varianza, ECM);
@ ademas de métodos generales de construccién de estimadores
(momentos, maxima verosimilitud).

Nos disponemos ahora a analizar

@ la cota de Cramér-Rao;

@ y el comportamiento asintético (para n, tamafio de la muestra,
grande) de estimadores.
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Derivadas de funciones de densidad/masa

Variable X con funcién de densidad/masa f(x; ), con x € sop, y 0 € ©.
Suponemos que © es un intervalo.

Muestra aleatoria (X1, ..., X,) con funcién de densidad conjunta f(x; 6)
dada por

f(x;0) = Hf(xj;ﬂ),
j=1
con x = (x1,...,X,) Esopyy 0 € ©.

Interesa disponer de una expresién explicita de la derivada de f(x;6) con
respecto a 6.

o 9 o d
Usaremos la notacién dy, en lugar de 55 o 5.
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Derivamos el producto:

69(f(X;9)):30(H XJ'9)> Zaeijﬁ)f( 9))
j=1 %

es decir,
agf(x 89f(XJ,
f(x;0) 9 Z f(x;; 0)

o bien

dp In(f Zagln(f x;; 60))

j=1
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Informacién /niimero de informacién de una variable
aleatoria

Llamamos informacién de la variable X a la variable aleatoria Y dada

por

Y — Opf(X;0)
- f(X;0)

Para cada 0 € ©, la variable Y estd definida por la expresién anterior en

sopy; fuera de sop, entendemos que Y = 0.

= 9y In(F(X;0)).

El nimero/cantidad de informacién de f(x; 6) se define como la
varianza de Y

Ix(0) = V(Y) = V(g In(F(X; 0)).

Ix es una funcién definida para 6 € ©.
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Ejemplo 1. Digamos que X es una variable Exp(\). El pardmetro 6 que
se desea estimar es la media: § = 1/\. La funcién de densidad es

f(x;0) = %efx/g, para x > 0.

Obsérvese que Eg(X) = (1/A) = 0 y que Vp(X) = (1/)2) = 62

Como
y, por tanto,
X -0
Y = 0z
de donde 1 1
x(0) = Vo(Y) = Bo(Y?) = gz Vo(X) = 5 -
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Ejemplo 2. Digamos que X es una variable po1ss()\). El pardmetro es
6 = X. La funcién de masa es

k

Fk; M) = e X2

/\F’ para cada entero k > 0.

Obsérvese que Ex(X) = Ay que Vy(X) = A

Como
Inf(k;A) = =X+ kIn(A) —In(k!) = h(Inf(x;A) =-1+ ;,
y, por tanto,
X=X
Y = —
de donde i i
Ix(A\) = V5(Y) = E\(Y?) = 12V =1
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(No)-ejemplo 3. Digamos que X es una variable UNIF[O, b]. El
pardmetro es §# = b. La funcién de densidad es

1
f(x; b) = , Paraxe [0, b] .

Obsérvese que Ep(X) = b/2 y que Vp(X) = b?/12.

Como )
Inf(x; b) = —In(b) = p(Inf(x;b)) = -7
resulta que .
Y=,
Se trata de un caso “degenerado”: obsérvese que E,(Y) = —1/b, que

Ep(Y?) = 1/b?, pero
Ix(b) = Vp(Y) =0.
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Cota de Cramér-Rao

Es deseable disponer de estimadores
@ insesgados;

@ y con la menor varianza posible.

Vamos a ver que existe una cota, que depende sélo de la “forma” de la

funcién de densidad/masa, que limita cudn pequeia puede llegar ser la
varianza de estimadores insesgados.

[lustraremos el argumento con el caso en el que

@ que el conjunto de pardmetros © es un intervalo de R;
@ la variable X es finita;

@ y su soporte no depende de 6 € ©.

Pablo Fernandez Gallardo (UAM) Estadistica |, 2014-2015 October 30, 2014 8 /22



Digamos que, para cada 6 € ©, la variable X toma un ndmero finito de
valores A con probabilidad positiva. Ademds sop, = A para cada 6 € ©.

Lema 1
En la situacién descrita,

Eo(Y)=0 paracadafcO.

Y por tanto

Ix(6) = Vo(Y) = Eg(¥?) = Ee((%)z) |
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Demostracion. Como para cualquier § € ©,

(%) 1= Zf(x; 0)

XEA

(una suma finita), derivando respecto de 6 en el intervalo © obtenemos

0= f(x:6) 2(%)1@;9) — Ey(Y).

XEA
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Sea ahora (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de X. Cada X tiene su
variable de informacién (cldnicas e independientes)

_ Of(X;:0)

= —— =12, ...
J f‘(x/le) ) paraJ Pt ’n’

Consideremos

(un estadistico, pues es funcién de Xi, ..., X,).

Lema 2
Para cada 6 € ©,

Eg(Zn) =0 Yy VQ(Z,,) =n IX(H) .
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Sea T = h(X1, Xa,...,X,) un estimador insesgado de 6, es decir,
0 =Ey(T), paratodofe®,

Que reescribimos
() 0=Eg(h(Xs,....,Xn)) = > h(x) f(x; 0
xEANn
Derivamos:
39"()9' 0) .
xEAn j=1

Es decir,
1=Ep(T-2Z,).
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Como Ey(Z,) =0,

COV@(T, Zn) = E@(T . Zn) — E@(T) . Eg(Zn) = E@(T . Zn) =1.

De la desigualdad (general)

covo(T, Z,) < /Vo(T)\V/Vo(Z,),
se deduce que

1< Vo(T)Vo(Zy) = Vo(T) - nIx(6) .

Teorema 3 (Cramér—Rao, caso finito, soporte independiente de 0)

Para todo estadistico insesgado T de 0,

1
n /X(H) ’
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El caso general

Hemos obtenido esta cota bajo las hipdtesis
1) variable finita;

2) soporte independiente de 6.

Mantengamos 2). Denotemos por sop al soporte comin, para cada 6 € ©.

En el argumento anterior hemos derivado dos ecuaciones, (x) y (xx) y
hemos usado que la derivada de la suma es la suma de las derivadas.

Si la variable X fuera discreta con soporte A numerable, pero no finito,
tendriamos series, en lugar de sumas, y para poder intercambiar serie y
derivacion hace falta que f(x; 0) y sus derivadas respecto de 6 tiendan a 0
(no demasiado lentamente) cuando |x| — oc.
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Cuando X es continua, las esperanzas son integrales. Para poder derivar
bajo el signo integral en una expresién como

(") 1:/ f(x;0)dx
sop
para obtener que
B _ B Opf(x;0) ., B
O—/Sopagf(x,e)dx—/sop 0. 0) f(x;0)dx = Eyp(Y)=0,

hace falta que f(x; 0) y sus derivadas respecto de  decaigan a cero no
demasiado lentamente cuando |x| — oo (por ejemplo, para garantizar que
la integral fsop Ogf(x; @)dx converge).
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Estas condiciones se cumplen para los modelos para X que se usan en la
practica.

Teorema 4 (Cota de Cramér—Rao)

En condiciones muy generales, si sopy no depende de 6, entonces para
todo estadistico insesgado T de 6 se cumple que

VQ(T) > 1

_Tw), para todo € ©

A un estimador insesgado T del pardmetro 6 cuya varianza es justamente
la cota de Cramér—Rao, es decir, tal que

1
Vo(T) - Ix(0) =—, paratodofec®
n
se le dice estimador eficiente o insesgado de minima varianza.
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El caso del soporte dependiente de 6

En este caso, la cota no tiene por qué ser vélida.
Ejemplo. X ~ UNIF[0, b]. Como ya vimos (ejemplo 3),
=-1/b.

Para empezar, no se cumpliria que E5(Y) = 0, como deberia. Ademas,
Vu(Y) =0, y por tanto Ix(b) = 0.

Aln asf, como Ep(Y?) = 1/b?, la cota de Cramér-Rao “deberia” ser b?/n.

Pero ya vimos que el estimador insesgado T = %1 max(Xi, ..., Xp) tiene
varianza

vb(T) = n(n+2)
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Observaciones:

@ El célculo del ndmero de informacién puede ser complicado.

@ No es seguro que exista un estimador eficiente (o que al menos
sepamos decidir cudl es).

@ En el caso en que exista, jserd tnico?

@ Desde el punto de vista de la eficiencia, jqué tal son, por ejemplo, los
estimadores que se obtienen por maxima verosilimitud?
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Ejemplo 1. Cota de Cramér—Rao para X ~ EXP(\), cuando queremos
estimar 0 = 1/\.

Ya sabemos que

1
La cota de Cramér-Rao es
02
VG(T) Z F

Recordemos que X es estimador insesgado de 6 y que

iy 0 7

Asi que X es estimador insesgado de minima varianza, es decir, estimador
eficiente.
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Ejemplo 2. Cota de Cramér—Rao para X ~ POISSON()\), cuando
queremos estimar 8 = \.

Ya sabemos que
Ix(A) =

La cota de Cramér-Rao es

s> >l=

V,\(T) >

De nuevo, X es estimador insesgado de \ y su varianza es

(X)) A
n n

Vi(X)

Asi que X es estimador insesgado de minima varianza, es decir, estimador
eficiente.

Pablo Fernandez Gallardo (UAM) Estadistica |, 2014-2015 October 30, 2014 20/ 22



Ejemplo 3. Cota de Cramér-Rao para X ~ N(0,0?), cuando queremos
estimar § = o2. Tenemos

1 1.2
f(x;0) = ———e 2°/%  paratodo x € R.

V21\V0

De manera que
Flx: B x?>—0

89|n( (X,O')) = W

y, por tanto,
X% -0

La media Eg(Y) = 0, pues Eg(X?) = 6.

Queda calcular

Ie(6) = VoY) = Eg(Y?) = ;i Ea((X2 — 6))
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Obsérvese que X = v/#Z, donde Z ~ N(0,1).
Asi que, como E(Z%) =3,

Eo((X?—0)?) = 0 Eg((Z2°—1)?) = 0 E(Z*+1-22°%) = 0 (3+1-2) = 26>

En total 1
/ = —
xO0) = 5
2
La cota es —.
n
52 es estimador insesgado de 6 y tiene
26
V(S?) = .
(59 =——

No se alcanza (por poco) la cota de Cramér—Rao.
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