Maxima verosimilitud

Tenemos una variable X discreta con funcién de masa
f(x;0),

donde x ¢ Ay 0 € ©. (Xi,...,X,) es una muestra aleatoria de X.

@ A priori, la probabilidad, conocido 6, de obtener una realizacién
especifica (potencial) (xi,...,x,) de (Xi,...,X,) viene dada por

(%) H f(xi;0).
i=1

e En la prictica (estadistica) la situacién es justo la contraria:
disponemos una realizacién concreta (xi,...,x,), pero
desconocemos 6.
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Idea: para (xi,...,x,) dado,

@ tomamos como estimacién de 6 al valor 6 que hace maxima la
expresion (x);

@ y entendemos que 6 es el valor de  mas verosimil dada la realizacién
observada de la muestra (xi, ..., x,).

A priori: probabilidad de realizaciones.
A posteriori, verosimilitud de pardmetros.
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Llamamos funcion de verosimilitud a la funcién V

00— V(0;x1,...,xn) :Hf(x,-;0

donde (xi,...,x,) € A" hace ahora el papel de pardmetros.
El estimador de médxima verosimilitud emvy(xi,...,x,) de 6 es aquel valor
0 € © donde V se hace maxima, suponiendo que haya tal valor. Se trata

de un maximo global.

Habitual: considerar
LV(0; x1,...,xn) = In(V(0; x1, ..., Xn Zln (xi; 0

la log-verosimilitud. Las funciones V' y LV alcanzan el maximo en el
mismo punto ¢ de ©.
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Si X es una variable continua con funcién de densidad f(x; ) con 6 € ©,
la funcién de verosimilitud se define

V(0;x1,...,xn) = H f(xi; 0),
i=1

y la estimacién maximo-verosimil es el valor de § que maximiza, para una
muestra (xi,...,x,) dada, la funcién de maximo-verosimilitud.

O quizas la funcién de log-verosimilitud
LV(0; x1, ..., xn) = In(V(0; x1, ..., X)) = Z In(f(x;; 6)),
i=1

En lo que sigue solo escribiremos V() y LV(0).
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Obsérvese que emvy es funcién de xi, ..., x,, pues para cada realizacién,
la funcién de verosimilitud cambia.

De manera que emvy(Xi,...,X,;) es un estadistico estimador del
b )
parametro 6. Que en algunos casos se puede calcular explicitamente.
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Ejemplos
Ejemplo 1. X ~ BER(p). Queremos estimar p € [0, 1].

X toma sélo los valores 0 y 1. De una realizacién (xi, ..., x,) de
(Xi,...,Xp,) sblo necesitamos saber el nimero m de unos que hay en ella
(el ndmero de ceros es n — m).

La funcién de verosimilitud V viene dada por
pe0,1] = V(p)=p"(1—p)" "

Queremos hallar el valor de p que hace madxima esta expresién.

La funcién V es
@ continua y no negativa;
@ seanulaen p=0yenp=1;
@ y tiene un maximo en (0,1).
iDénde?
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Obsérvese que

9V (p) )t

mp™ (1 —p)"""+p" (n—m)(1—p

n—m—1

= [m(1—p)—(n—m)p] P" (1 - p) ,

que se anula cuando m(1 — p) = (n — m)p. Es decir

m

p=—.
n

La estimacién p es, en efecto, funcién de la realizacién de la muestra (a
través de m).

Visto como estadistico, seria

emv,(X1,..., X,) = X.
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Ejemplo 2. X ~ GEO(p). Queremos estimar p € [0, 1].

La realizacién (xi, ..., x,) consiste de enteros positivos. La funcién de
verosimilitud es

n

V(p) =[] p@—p)9~t=p"(1—p)==9".

i=1
Se obtiene que
—~ n 1 1
p = n = 1 n = —
D=1 m 1% X

Asi que
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Ejemplo 3. X ~ UNIF[0, a]. Queremos estimar a > 0.

La funcién de densidad de X es

1/a; si0<x<a,

f(x;a) =
(x; a) 0; resto.

Dada una muestra (xi, ..., xy), la funcién de verosimilitud es

1/a" si max{x;j} < a,

Via)= 0 si max{xj} > a.

El maximo se alcanza justamente en a = max{xi,...,xn}, asi que

emv,(Xy,..., X,) = max{Xy,..., Xy}.
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Ejemplo 4. X ~ EXP(A). Queremos estimar A > 0.

Funcién de verosimilitud:

V) = re ™ = ane AR,

i=1
Obsérvese que V — 0 cuando A | 0 y cuando A 1 oco.Tomamos logaritmos:
LV(A) = niIn(X) — Anx.

Derivando e igualando a 0:

8,\LV(>\):;—n7:0 — A=

x|~

Asi que
eva(Xl, . ,Xn) =

x| =
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Ejemplo 5. X ~ AN (u,02). Hay dos pardmetros. Queremos estimar p € R
2
y 0 > 0.

Funcién de verosimilitud:

H L e bamm?/o?)
m \/_

1 1 1
= (2%)”/2 ( ) exp ( T 252 Z(Xi - ﬂ)2>

Previo: en el semiplano (i, 0?),
e Para y fijo, si 02 — 400, se tiene que V/(u, %) — 0.
e Para o2 fijo, si y — 00, también se tiene que V/(u,0?) — 0.
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Tomamos logaritmos:
W(po?) =tn () = 2 n(0?) oo S~ )
M, 0" ) =1n (27‘(‘)’7/2 > nlo 20_2 : Xi n) -

Y planteamos el sistema:

Solucidén:

Asi que

emv,(Xi,....X,) =X emv »(Xq,....X,) = D>.
,u( 9 9 bl o 9 9
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