Estimacién puntual de pardmetros

X: variable aleatoria cuya distribucién de probabilidad depende de (y/o

estd determinada) por un cierto pardmetro 6 que desconocemos y que
nos interesa estimar.

Sélo sabemos que X pertenece a una cierta familia de distribuciones de
probabilidad, pero no sabemos qué distribucién concreta.

El objetivo es estimar el valor de 0 a partir de una muestra x3, x2, ..., Xs
que se supone que se ha obtenido aleatoria e independientemente, es decir,
a partir de una realizacién de (X1, Xz, ..., Xp).
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Ejemplos

e X ~ BER(p). El pardmetro es 6 = p.

Ejemplo: p es porcentaje de gente que va a votar “no” en un
referendo. Queremos estimar p a partir de muestra de tamafio n de

respuestas.

e X ~ N(0,02). El pardmetro aqui serfa @ = o 0 § = 0.

Ejemplo: X registra errores en mediciones con un cierto aparato
(calibrado de manera que el error medio es nulo).

o X ~ EXP(A). Podria ser 6 = X\ o quizds 6 = 1/\.
Ejemplo: tiempo de espera hasta siguiente mensaje, o tiempo de

espera hasta que un cliente es atendido en cola de IKEA.

e X ~ poiss(\). Podria ser § = )\ o quizds 6 = e~

Ejemplo: analizamos el niimero de ocurrencias de un fenémeno
relativamente raro en un intervalo de tiempo relativamente corto.
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Generalidades sobre estimadores

e Muestra empirica. Disponemos de una muestra xj, xa, ..., X, de
valores concretos de X (obtenidos de forma aleatoria e independiente).

Calculamos con cierta funcién h: R" — R una estimacion de 6:
h(x1,x2,...,xn) <= ESTIMACION DE 6

La funcién h podria ser la media aritmética, el maximo, etc.

e Contrapartida tedrica. Tenemos (Xi, Xz, ..., X,) clones
independientes de X. La distribucidn de probabilidad del estadistico

T = h(X, Xo, ..., Xn)

recoge todos las posibles estimaciones de 6 y sus respectivas
probabilidades de ocurrencia. T es un estadistico estimador de 6 o
simplemente un estimador de 6.
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Sesgo de un estimador

La primera propiedad deseable de un estimador T es que al menos en
media no se equivoque.

Decimos que T = h(X1, Xa,...,Xy) es un estimador insesgado del
pardametro 6 si

E(T)=20
Si E(T) # 0, entonces T es un estimador sesgado de 6.

La diferencia E(T) — 6 es el sesgo (al alza si es positivo, a la baja si es
negativo).
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Ejemplos

EJEMPLO 1. X variable aleatoria. Queremos estimar 1 = E(X).

Usamos la media muestral X, que siempre es estimador insesgado de i,
pues

E(X)=p.

EJEMPLO 2. X variable aleatoria. Queremos estimar o2 = V/(X).

Usamos la cuasivarianza muestral S2, que siempre es estimador insesgado
de 02, pues

E(5%) =o°.

iAtencién!, la cuasidesviacidn tipica muestral S es un estimador sesgado
de o, pues E(S)? < E(S?).
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EJEMPLO 3. X ~ BER(p). Queremos estimar p.

e Como E(X) = p, podemos usar X (que aqui es simplemente proporcién
de unos) como estimador insesgado de p.

e Como V(X) = p(1 — p), podemos usar S? como estimador insesgado de
p(1=p).
Problemas:

@ Dos raices para p;

@ estimacién sesgada de p.
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EJEMPLO 4. X ~ UNIF[0, a]. Queremos estimar a.

e Tomamos como estimador T = max(X1, X, ..., Xy), que tiene

Asi que T seria sesgado.
e El estimador %1 T seria un estimador insesgado de a.

e Alternativamente, podriamos tomar T’ = 2X.

Como E(X) = a/2, resulta que

E(T') = 2E(X) = 2E(X) = a.

Asi que T’ es un estimador insesgado del pardmetro a.
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EJEMPLO 5. X ~ EXP(A). Queremos estimar A.

e Como E(X) = 1/), tendriamos que X seria un estimador insesgado
de 1/A.

e Pero 1/X seria un estimador sesgado de ).

e Consideremos T = min(Xy, X2, ..., Xp).

Como X ~ EXP(), se tiene que T ~ EXP(n)), pues
PX>t)=e ™M — P(T>t)=P(X>t)"=e ™

Asi que nT es un estimador insesgado de 1/\.
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Varianza de un estimador

Para cualquier estimador es deseable que su varianza sea pequefia.

Si V(T) es pequeiia, por Chebyshev tendremos que es poco probable que
sus realizaciones se diferencien mucho de E(T).

Asi que si ademdas T es estimador insesgado, serd muy probable que las
estimaciones de 6 estén préximas a 6.

@ Si T1 y T, son estimadores insesgados de 6, preferimos aquel que

tenga menos varianza.

@ ;Y para estimadores sesgados?
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Volvemos al EJEMPLO 4. X ~ UNIF([0, a]). Estimadores insesgados de a

1
T, = ”J; max(X1, Xa, . ., Xn)

Yy T2=2Y

Para T, tenemos que

V(T2) = 4V(X) = “V(x) = ha

Para T1, recordemos que

tn—l .
fmax(Xl,...,X,,)(t) =n an si0<t<a
Asi que
(n+1) . 1 2
E(T2)= VT 2) V(T) = —— 22
( 1) n(n_|_2) - ( 1) n(n+2)a

T tiene menor varianza.
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Error cuadratico medio

Sea T = h(Xy,X2,...,X,) un estimador del pardmetro #. Su error
cuadratico medio es

ECM(T) = E((T - 0)?)
Esta es la cantidad natural para medir cudn bueno es un estimador. Si

ECM(T) es pequefio, es muy probable que las realizaciones de T estén
préximas a 6.

Si T1 y T, son estimadores del parametro 8, T; es mas eficiente que T si

ECM(T:) < ECM(T2).
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Lema 1

ECM(T) = V(T) + (E(T) — 6))® = varianza(T) + sesgo®(T) .

Demostraciéon. Sea y = E(T).

ECM(T) =
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@ El lema 1 nos dice, en particular, que puede ser preferible un
estimador sesgado con poca varianza que un estimador insesgado con
mucha varianza.

@ Si T es un estimador de un pardmetro 0, por Chebyshev

ECM(T
P(|T—9|25)§€2().

Es decir, que si ECM(T) es pequefio entonces es (relativamente) poco
probable que las estimaciones de 6 obtenidas con T yerren demasiado.
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EJEMPLO. Sea X ~ N(u,0?).

e Cuasivarianza muestral. Tomamos S? como estimador de o2.

Sabemos que es insesgado: E(S?) = 2.

Para calcular V(5?),

@ podemos apelar a la férmula general (que involucra cuarto momento

de X);
@ o recordar que, en este caso, (n — 1)S?/0% ~ x2_,.De manera que, si
Z~ X%Hl:
2 4 2
V() = V(7= 2) = T V(2) = ‘
(59 n—1 (n—1)2 (2) n—1°
Y por tanto
2
ECM(5?) = .
(59 =——0
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e Varianza muestral. Tomamos ahora como estimador (sesgado) de o2 el

estadistico .
1 _
D?> ==Y (X; — X)?
$>06-%)
J:

Como D? = S%2(n—1)/n, tenemos

1 1 1
E(D?) = n—- E(S?) = D752 52 =42
n n n
Pero
o (=12 o (n—1)? 2¢*  2(n—1)c*
V(D7) = n? V(ST = P n—-1 n?
de manera que
s ot 2(n-1)0* 2n—1\ 4
ECM(D?) = 75 + =020 = (7)ot
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Notacidén

La funcién de densidad (o la funcién de masa) de X depende de un cierto

parametro 6.
Escribiremos (tanto para densidades como para funciones de masa)

f(x;0).

@ El argumento x recorre los valores de X. El soporte de X, sopy es el
conjunto de valores x para los que f(x;#) > 0. Puede depender de 6.

@ El segundo argumento recorre los posibles valores del pardmetro
0 € ©. O es el espacio de parametros.
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e UNIF[O, b].

0 sit¢(0,b).
be®=(0,+00). t €sop, =0, b].

(e b) = {1/b site(0,b),

e GEO(q).
f(kiq) = aq(l—q)* .
g€ ©=[0,1]. k €sop, =N.

e N(0,02).

f(x;0%) = 1 e/

V2ro?
02 €0 =(0,+). x € sop,2 = R.
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Funciones de densidad/masa de muestras aleatorias

X es variable aleatoria con funcién de densidad/de masa f(x;6), para
0 € ©y x € sopg.

La funcién de densidad/masa (conjunta) f(x; ) de la muestra aleatoria
X =(X1,...,X,) es

f(x;0) = f(x1,x2,...,%n; 0) = H f(xj; 0)
j=1

para € © y x € (sopy)".
Fuera de (sop,)”, se tiene f(x;6) = 0.
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Medias

Usaremos la notacién Ey para indicar que calculamos esperanzas usando la
funcién de densidad/masa f(x;6).

Si X es continua, para una funcién g(X) de la variable X, tenemos que

Es(g(X)) = /R g(x) f(x;0) dx = / g(x) F(x:0) dx,

opy

Y para una funcién h(X) (es decir, para un estadistico) se tiene
Ey(h(X)) = / h(x) - f(x;0) dx
Rn
= / h(x1,x2, ..., xn) - F(x1, %2, ..., Xn; 0) dxydxa - - - dx,

:/ h(x1, %2, ..., Xn) - F(Xx1,%2, ..., Xn; 0) dxidxp - - dx, .
sopg
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Si X es discreta, se tiene para una funcién g

Eo(g(X)) = D g(x)f(x;6).

X€Esopy

Y para una funcién h(X), estadistico de X, se tiene

Eo(h(X)) = > h(x) f(x;6)

xEsopy
n
- Z h(Xla'~-aXn) f(XJ,Q)
(X17-~~7Xn)€50pg j=1
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i Cémo “construir’ estimadores?

En las ilustraciones vistas hasta ahora, los estimadores considerados han
surgido de manera “natural”.

iAlgin método general? Dos ideas:

@ Método de momentos.

@ Maxima verosimilitud.
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Método de momentos

La idea es natural y se basa en que

o la media X muestral debe parecerse a la media Eg(X)

o la media Ey(X) es de hecho una funcién de 6.

“Por consiguiente”:

@ planteamos la ecuacién
(f) Ea(X) =X,

@ despejamos 6 de la ecuacién (1),

@ ése es el estimador My de 6.
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Ejemplos

Ejemplo 1. X ~ BER(p).

Como E,(X) = p, la ecuacién es

Asi que el estimador es M, = X.

@ El estimador es el estadistico que registra la proporcién de unos en la
muestra (X1, X2,..., Xp);

@ la estimacidn, dada la lista (x1,x2,...,x,) de ceros y unos, viene
dada por la proporcién de unos en esa lista.
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Ejemplo 2. X ~ EXP(A).

Como E,(X) = 1/A, la ecuacién es

>

Asi que el estimador es My = 1/X.
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Ejemplo 3. X ~ UNIF[0, a].

Como E,(X) = a/2, la ecuacidn es
a _
2_X.
2

Asi que el estimador es M, = 2X.
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Cuando hay varios pardmetros, como en las variables normales,
recurriremos a mas momentos. Ademds de a Ey(X), podemos apelar a
Eg(X?) 0 a Vy(X) (o, incluso, si hiciera falta, a Eg(X*) con k > 3).
Ejemplo 4. N (i, 02).

Como E,, 2(X) = py E, 2(X?) =V, 2(X) + E, ,2(X)? = 0% + 12 las

ecuaciones son B o
w=X y o+ p? = X2

Los estimadores por momentos son

_ 1< _
2 2
M, =X y M(,g:D:;'E (Xi —X)
J=1
Obsérvese que M2 no es S2.
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A veces el primer momento no da informacién.

Ejemplo 5. Consideremos la siguiente funcién de densidad (triangular,
simétrica con moda y media en 0): para 6§ € © = (0, +00),

(. 6) — {;(1 —|x1/6), silx| <0

0, en otro caso
En este caso Eg(X) = 0, para todo 6 € (0, +00). De hecho, por simetria,
todos los momentos impares son cero. Los momentos pares son

02
en particular, Ey(X?) = 5

2 _ 1 2k .
L R TS (R

Por consiguiente,
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Usando distintos momentos se pueden obtener estimadores alternativos
Ejemplo 6. X ~ RAY(6)

La funcién de densidad de X ~ RAY(#), donde 6 > 0, viene dada por

F(x: ) = ge 2T six>0,
’ 0, six<0.

Se tiene que
Eo(X)=+/7/20,  Ep(X?) =26

Esto nos da dos estimadores:

2 1—
My = /=X ME = /= X2,
6 T y 6 2
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