
Normal multidimensional

Datos:

dimensión n;

vector (columna) m;

matriz V de dimensiones n × n simétrica y definida positiva.

Función de densidad (conjunta):

fX(x) =
1

(2π)n/2
1√

det(V )
e−

1
2 (x−m)t V−1 (x−m)

(aqúı, x es un vector columna de Rn).
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1. Normal multidimensional estándar

Lema 1

Si X ∼ N (0, I ) entonces las componentes Xj de X son variables normales
estándar (unidimensionales) independientes. Por tanto,

E(X) = 0 , Cov(X) = I .

Demostración. Se sigue de que, en este caso,

fX(x) =
1

(2π)n/2
e−

1
2xt ·x =

1

(2π)n/2
e−

1
2
∑n

j=1 x
2
j =

n∏
j=1

( 1√
2π

e−
1
2 x

2
j

)
.
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2. Cambio de escala

Lema 2

Sea X un vector normal aleatorio X ∼ N (m,V ), sea B una matriz n × n
no singular y sea Z el vector aleatorio dado por

Z = BX .

Entonces Z ∼ N (Bm,BVBt).

Demostración. Como

Z− Bm = B(X−m) ,

podemos suponer que m = 0.
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Si z = Bx, entonces
fZ(z) |detB| = fX(x) ,

es decir,

fZ(z) =
1

|detB|
fX(B−1z)

=
1

|detB|
1

(2π)n/2
1√

det(V )
e−

1
2 zt (B−1)t V−1 B−1 z

=
1

(2π)n/2
1√

det(W )
e−

1
2 zt W−1 z .

donde W = BVBt .
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3. Tipificación

Corolario 3

Sea X ∼ N (m,V ). Sea U tal que UUt = V (esto es, U−1 es ráız
cuadrada de V−1). Entonces

X = m + UY ,

donde Y es normal estándar: Y ∼ N (0, I ).

Demostración. Sea Y = U−1(X−m). Por el lema 2 se tiene que

Y ∼ N (0,U−1 · V · (U−1)t) = N (0, I )
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4. Las componentes de una normal multidimensional

Teorema 4

Si X ∼ N (m,V ), entonces cada una de las variables Xj componentes
de X es una variable normal. De hecho,

E(X) = m y Cov(X) = V .

De manera que
Xj ∼ N (mj ,Vjj) , 1 ≤ j ≤ n

y
Cov(Xi ,Xj) = Vij , i 6= j .
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Demostración. Escribimos V = UUt . Usando

X = m + UY ,

tenemos que, para 1 ≤ j ≤ n,

Xj = mj +
n∑

k=1

UjkYk .

Aśı que, como las Yk son normales independientes, entonces Xj es normal
y, además,

E(Xj) = mj y V(Xj) =
n∑

k=1

U2
jk = Vjj .
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Para la covarianza:

Cov(Xi ,Xj) = E(Xi · Xj)− E(Xi ) · E(Xj) = E(Xi · Xj)−mi ·mj

= mi ·mj +
n∑

k=1

Uik Ujk −mi ·mj = Vij ,

recordando que V = UUt .

(Basta escribir

Xi = mi + Ui1 Y1 + Ui2 Y2 + · · ·+ Uin Yn

Xj = mj + Uj1 Y1 + Uj2 Y2 + · · ·+ Ujn Yn,

multiplicar y tomar medias).
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5. Combinaciones lineales

Proposición 5

Si X ∼ N (m,V ) y si a = (a1, a2, . . . , an)t ∈ Rn en un vector no nulo,
entonces

Z = atX = a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn

es una variable normal con esperanza

E
( n∑

j=1

ajXj

)
=

n∑
j=1

ajmj = atm ,

y varianza

V
( n∑

j=1

ajXj

)
=

n∑
j=1

a2j Vjj +
∑

1≤i 6=j≤n
aiajVij = atV a .

Pablo Fernández Gallardo (UAM) Estad́ıstica I, 2014-2015 October 14, 2014 9 / 31



Dos observaciones:

No es cierto que las combinaciones lineales de variables normales
(definidas en un mismo espacio de probabilidad, por supuesto) hayan
de ser normales.

Ejemplo: X es normal estándar e Y = −X . Entonces Y también es
normal estándar, pero la suma X + Y ≡ 0 no es una variable normal.

No es cierto que si X e Y son variables normales en un espacio,
entonces (X ,Y ) sea un vector normal aleatorio.
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Ejercicio: normal bidimensional

Pongamos que m = (0, 0) y que V es

V =

(
1 ρ
ρ 1

)
(varianzas 1 y correlación ρ).

Comprobar que

fX ,Y (x , y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

(
− 1

2

1

1− ρ2
(x2 + y2 − 2ρxy)

)
.

Escribir la fórmula correspondiente para normales no estándar.
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La χ2
n con n grados de libertad

Definición 6

Decimos que Z es una variable χ2 con n grados de libertad (escribimos
Z ∼ χ2

n) si
Z = X 2

1 + X 2
2 + · · ·+ X 2

n .

donde X1,X2, . . . ,Xn son variables normales estándar independientes.

Obsérvese que

E(Z ) = n;

V(Z ) = 2n.
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Si X es normal estándar, E(X ) = 0, V (X ) = E(X 2) = 1 y E(X 4) = 3.

Dos formas de calcular la varianza:

1) Aprovechando que Z es suma de independientes:

V(Z ) = n V (X 2) = n
(
E (X 4)− E (X 2)2

)
= 2n.

2) Usando que V(Z ) = E(Z 2)− E(Z )2 y calculando

E(Z 2) =
n∑

j=1

E(X 4
j ) +

∑
i 6=j

E(X 2
i ) · E(X 2

j )

= nE(X 4) + n(n − 1)E(X 2)2 = 3n + n(n − 1) = n(n + 2)
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Función de densidad de la χ2
n

La función de densidad de Z ∼ χ2(n) viene dada por

fZ (t) = cn t
n/2−1 e−t/2 =

1

Γ(n/2)

1

2n/2
tn/2−1 e−t/2 para t > 0.

El valor de cn sale de exigir que∫ ∞
0

fZ (t) dt = 1.
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Función Gamma de Euler

La función Γ(x) está definida para x > 0 por la integral

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

Algunas propiedades de la función Γ:

Γ(x + 1) = xΓ(x), para cada x > 0;

Γ(n) = (n − 1)! si n entero positivo;

Γ(1) = 1;

Γ(1/2) =
√
π.

2x Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−t/2dt.
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Lema 7

Si Z ∼ χ2
n, entonces, para n > 2,

E
( 1

Z

)
=

1

n − 2
.

Demostración.

E
( 1

Z

)
=

1

Γ(n/2)

1

2n/2

∫ ∞
0

1

t
tn/2−1 e−t/2 dt

=
1

Γ(n/2)

1

2n/2

∫ ∞
0

t(n−2)/2−1 e−t/2 dt

=
Γ(n/2− 1) 2n/2−1

Γ(n/2) 2n/2
=

1

2

Γ(n/2− 1)

(n/2− 1) Γ(n/2− 1)
=

1

n − 2
.

Ejercicio. Para n > 4, E
(

1
Z2

)
= 1

(n−2)(n−4) .
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La distribución Fm,n

Distribución F de Fisher–Snedecor con m y n grados de libertad: para
enteros m, n ≥ 1, la variable Z sigue una Fm,n si

Z =
1
n (X 2

1 + · · ·+ X 2
n )

1
m (Y 2

1 + · · ·+ Y 2
m)

donde X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Ym son normales estándar (completamente)
independientes.

Obsérvese que

Z =
Un/n

Vm/m

donde Un y Vm son independientes y Un ∼ χ2
n y Vm ∼ χ2

m.
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Si m ≥ 3, la esperanza de Z es

E(Z ) =
m

m − 2
.

Si m ≥ 5 entonces

V(Z ) =
2(m + n − 2)m2

n(m − 4)(m − 2)2
.
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Distribución (conjunta) de X y S2 cuando X es normal

Sean X1, . . . ,Xn clones de una variable X .

Recordamos que

X =
1

n

n∑
i=1

Xi S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X )2

En general,

sobre la distribución de X tenemos “buena” información (distribución
exacta en algunos casos, o TCL cuando n es grande);

mucha menos sobre la distribución de S2;

X y S2 no tiene por qué ser independientes.

Pero. . .
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Teorema 8 (Fisher-Cochran)

Si X es normal ∼ N (µ, σ2) entonces

1 X es asimismo normal: X es N (µ, σ2/n);

2 (n − 1)S2/σ2 es χ2
n−1;

3 X y S2 son variables aleatorias independientes.
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Dos observaciones previas:

El apartado 1) ya era conocido. Como

E(X ) = E(X ) y V(X ) =
V(X )

n
,

este apartado simplemente afirma que X es una variable normal.

Sea Y la variable normal estándar Y = (X − µ)/σ. Obsérvese que

Y = (X − µ)/σ y que (n − 1)S2
Y = (n − 1)S2

X/σ
2 .

Aśı que podemos suponer que X es una normal estándar.
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Sea X ∼ N (0, 1).

Sea A una matriz n × n ortogonal, cuya primera fila es( 1√
n

1√
n
· · · 1√

n

)
Esta fila es un vector de Rn de módulo 1. El resto de las filas de la matriz
A se pueden obtener por ortonormalización de Gram–Schmidt de la base
formada por esa primera fila y n − 1 vectores de la base canónica.

Sea Z el vector columna aleatorio dado por

Z = AX .
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Lema 9

Si Y es normal (multidimensional) estándar y si O es una matriz ortogonal,
entonces Z = OY es, asimismo, normal (multidimensional) estándar.

Demostración. El vector Y ∼ N (0, I ). Como O es ortogonal, OOt = I .
El lema 2 nos dice que

Z ∼ N (0,OIOt) = N (0,OOt) = N (0, I ).

Pablo Fernández Gallardo (UAM) Estad́ıstica I, 2014-2015 October 14, 2014 24 / 31



Como A es ortogonal, Z = AX es un vector normal estándar: sus
componentes

Z1,Z2, . . . ,Zn

son normales estándar independientes.

Obsérvese que Z1 =
√
n X . De manera que

X =
1√
n
Z1

es N (0, 1/n).
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Usando de nuevo que A es ortogonal,

Zt · Z = Xt At AX = Xt · X,

es decir,
n∑

i=1

Z 2
i =

n∑
i=1

X 2
i .

Recuérdese que, en general,

(n − 1)S2 =
n∑

i=1

X 2
i − nX

2
.
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De manera que

(n − 1)S2 =
n∑

i=1

Z 2
i − Z 2

1 =
n∑

i=2

Z 2
i .

Conclusión:

(n − 1)S2 es una χ2
n−1;

X y S2 son independientes.
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La distribución t de Student

Una variable Tn sigue una distribución t de Student con n grados de
libertad, Tn ∼ stu(n), si

Tn =
Y√
Zn/n

,

donde Y es una normal estándar, Zn sigue una distribución χ2
n, e Y y Zn

son independientes.
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Proposición 10

Si X es una variable normal N (µ, σ) entonces

X − µ
S/
√
n

es una t de Student con n − 1 grados de libertad

Si X ∼ N (µ, σ2) entonces, X−µ
σ/
√
n

= Y es normal estándar.

(n − 1)S2/σ2 = Zn−1 es una χ2
n−1,

Además, Y y Zn−1 son independientes.

Aśı que
X − µ
S/
√
n

=
(X − µ)/(σ/

√
n)

S/σ
=

Y√
Zn−1/(n − 1)

es una variable t de Student con n − 1 grados de libertad.
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Sea

Tn =
Y√
Zn/n

∼ stu(n) .

Esperanza de Tn: como numerador y denominador son independientes y
E(Y ) = 0 tenemos que

E(Tn) = 0 .

Varianza de Tn: para n > 2,

V(Tn) = E(T 2
n ) = nE(Y 2)E(1/Zn) = nE(1/Zn) =

n

n − 2
.

Función de densidad:

fTn(t) =
1√
n π

Γ((n + 1)/2)

Γ(n/2)

( 1

1 + t2/n

)(n+1)/2
.
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