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Solucionario de (algunos de) los ejercicios del Resumen/Hoja 0 de ejercicios sobre
calculo vectorial en R?

e Proyeccion de un vector sobre una recta

Dados u y v, comprueba que el vector

u-v { v }
wW=-—"/|—
vl LIVl

es el vector maltiplo de v - mds cercano a u. Deduce que

cos(f) = m obien  u-v=|ul|v] cos(8), conbel0,x).

De lo que se obtiene que u-v =0 siysélosi ulv (uyv son perpendiculares).

SoLUCION. Todo miiltiplo de v se escribe como Av, donde A € R. Asi que la distancia (al cuadrado) de u a
ese miltiplo es la funcién

FO) = lla=Av[* = (= Av) - (w=2v) = [Ju]* = 2x(u-v) + A\?||v]|*.
Buscamos el valor de A para el que esta funcién tome un valor minimo. Para ello, resolvemos

u-v
[[vf*”

por lo que (tras comprobar el signo de la segunda derivada), deducimos que el miltiplo de v més cercano a

u es
w (u-v)v_ u-v { v ]
vl vl Livl

e Coordenadas de un vector en una base

Sea u € R? y sea {a,b,c} una base de R>.

(a) Calcula las coordenadas de u en la base {a, b, c} si la base es 1) ortonormal; 2) ortogonal; 3)
arbitraria.

(b) Si (uy,us,u3) son las coordenadas de u en la base {a,b,c}, calcula |Jul|?.

(c) Si (u1,uz,us3) y (v1,va,v3) son, respectivamente, las coordenadas de u y v en la base {a, b, c},
calcula u - v.

SOLUCION. Como {a, b, c} es una base de R?, el vector u se podra escribir como
u=oaa+ fb+~c,

donde «, B y v son justamente las coordenadas que pretendemos calcular. Para ello, podemos escribir los tres
siguientes productos escalares:

= alal® +8(b-a)+7(c-a)
= a(a-b)+f|b|* +y(c-b)
a(a-c)+p(b-c)+ el

:F:
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Al resolver este sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas (a, 8y 7), cuya forma matricial es

u-a la> (b-a) (c-a)\ [ «a
ub |=[ @b [p* (b || 58
u-c (a-c) (b-c) el Y

(obsérvese la simetria de la matriz), obtenemos los valores «, 3 y v buscados.




Si la base es ortogonal, la resolucién es muy sencilla, pues el sistema es, simplemente,

u-a = oal’ u-a u-b u-c
u-b = ﬂ”b”2 - o= > 8= INER v = 5
e = el fal ol el
Y, si es ortonormal, entonces
a=u-a, B=u-b, y=u-c.

(b) Si (u1,us2,us) son las coordenadas de u en la base {a, b, c} calculadas en el apartado anterior, entonces
[lul> = u-u= (wia+ usb + usc) - (u1a + usb + usc)
= uf|lal]® + u3|[b||* + uj|lc||* + 2uruz(a- b) + 2uius(a - ) + 2uzus(b - c)
En el caso ortogonal, la expresion correspondiente es
[ull* = uillal® + u3||b|* + ui|lc]*.
Y si ortonormal, entonces
lall® = ui +uj +uj.
(c) Si ahora (u1,u2,us) y (vi,v2,v3) son, respectivamente, las coordenadas de u y v en la base {a, b, c},
u-v = (ura+ uzb + usc) - (via + vab + v3c)

= U1U1Ha||2 + UQU2||bH2 —+ U3U3HCH2 + (a . b) [uwg + UQUﬂ + (a . C) [uﬂ)g + U3U1} + (b . C) [UQU3 =+ U3’U2] .

En los casos ortogonal y ortonormal queda, simplemente,

(ortogonal) u-v = ujvy|al|® + uava|[b||® + usvs||c||*; (ortonormal) u-v = ujv1 + ugv2 + uzvs .

e Proyeccion de un vector sobre un plano

Sea u € R3 y consideremos un plano determinado por dos vectores a y b. Determina
cudl es el vector del plano mds cercano a u, y obtén una expresion para la distancia de u al plano.

SOLUCION. Buscamos « y 3 para los que

f(e,8) = |lu—aa—Bb||> = (u—aa—pb): (u—aa—Sb)
= |lul* + o*[la]|* + 5*|b]|* — 2a(a - u) — 26(b - u) + 2a5(a - b)

sea minima. Al igualar las derivadas parciales a 0, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

<a~u>7(||a||2 a~b><a> N 1 < Ib]|? —a~b><a~
b-u /) \a-b |b|? 8 lall?[b]2—(a-b)2 \ —a-b |a]? b-

asi que

)=(5)
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@= ||a||2\|b||21— (a-b)? [HbHQ(a -u) — (a-b)(b- u)]

1

b = e~ o el e w - @ b)a- w)

El vector del plano més cercano a u resulta ser w = ca+ b, donde a y (3 estan escritos arriba. Y la distancia
de u al plano es el valor de la funcién f(«, ) en los o y 3 anteriores.

Si a y b son ortogonales y de longitud unidad, entonces el vector del plano méas cercano a u es, simplemente,
w=(a-u)a+(b-u)b,
y la distancia (al cuadrado) de u al plano viene dada por

lal® = [(a-w)* + (b w)’]




Una manera alternativa, mas geométrica, de abordar la
cuestién pasa por considerar el vector a x b. Véase el

dibujo: el vector u se puede escribir como la suma de un axb ‘u
vector en la direccién de a X b mas otro que esté sobre .- /
el plano determinado por a y b: -
b
u=a(axb)+w, w
donde el nimero « viene dado por a
_u-(axb)
IERLE

(véase el ejercicio 2 de esta misma hoja). Asi que el vector del plano més cercano a u es, simplemente,

_ u-(axb)
w=u o < bJ? (axb),

y la distancia al plano es
lu-(axb)|
[la x b2

Si a y b son perpendiculares y de norma 1, entonces

vector més cercano: w =u— [u-(a x b)] (axb); distancia al plano: |u- (a x b)]|.

Ejercicio 13| Demuestra que
b b
H/ u(t)dtHg/ lu(t)]| dt

SoLuciON. Obsérvese que, si u(t) = (x(t), y(t), 2(t)), la desigualdad que pretendemos probar nos dice que

</ﬂbm(t)dt)2+ </aby(t)dt>2+ </abz(t)dt)2 < </ﬂb\/x(t)2+y(t)2+z(t)2dt>2 :

lo que no parece obvio, ni mucho menos.
Empezamos calculando el producto escalar, para un w fijo,

</abu(t)dt>-w elerciglo12 /ab(u(t)-w)dtg/ab|u(t)-w|dt.

Ahora bien, si ||w|| = 1, entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

lu(t) - wl < [lu@ w]l = [u@®)].

</abu(t)dt) .Wg/ab @ dt  si|w|=1.

/b () dt
O [ woar]

un vector fijo que tiene norma 1. Y asi obtenemos que

bU( /b a(®)] dt .
([ >H )

dtH

De manera que

Ahora elegimos

Pero lo de la izquierda es, simplemente, || f t) dt||.




