Caélculo I
Segundo curso del Grado en Informatica, UAM
Curso 2011-2012

Solucionario del examen de enero, 18 de enero de 2012

1. Decide, razonando la respuesta, si las siguientes series son convergentes:

@ Seos) 0 SEDE © e
n=1 n=0

SOLUCION. La serie (a) es convergente; para ello se puede decir que es una serie geométrica de razén
cos1 (que es un ndmero positivo y menor que 1); o usar el criterio del cociente para obtener el limite

(cos 1)1

eos Ty = cos1 <1, o incluso si se quiere el de la rafz.

limy, 00

La serie (b) es una serie alternada; si miramos la formada por sus valores absolutos se tiene > - , _10;717
.

. .z . 1 A . 1
que es divergente por comparacién con la serie » =, ya que ésta es divergente y =< Togn s POT lo tanto
la serie no converge absolutamente, pero ain podria converger condicionalmente (y por ello converger).
Como la sucesién a, = — L

. : I _1 a1
Toem ©S decreciente, ya que TogniT < Togn bara todo n, y lim g = 0, el

criterio de Leibniz nos dice que la serie es convergente (y de hecho condicionalmente convergente).
Finalmente la serie (¢) se puede estudiar con el criterio del cociente:
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y por ello la serie es divergente. (También se podria usar la férmula de Stirling).

2. Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 alrededor del punto z¢o = 7 de la funcién

£ 1
F(a:):/7T mdy.

SOLUCION. Para empezar, obsérvese que F(m) = 0 (se trata de una integral con el mismo limite
inferior que superior). Luego hallamos las sucesivas derivadas de F(z):

» Fl(z) = m, por el teorema fundamental del cdlculo.

” _ __—cosz
» F (1’) ~ (1+senz)??

" _ senz(14sen x)?+cosz-2-(1+sen z)-cos x
= F (l')— (1+sen )4

Evaluando estas derivadas en 7 obtenemos los valores F'(r) = 1, F''(r) = 1y F"'(x) = 2. Finalmente,
los llevamos a la férmula para el polinomio de Taylor:




3. Halla el valor de los pardmetros a, b y ¢ para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en
todo su dominio:
sen(mz)+a si z <0,
flx)y=4 a+b-z si O0<x<2,

2 .
c-e’ si oz >2.

SOLUCION. Las condiciones para que f sea continua se obtienen haciendo que los limites laterales
coincidan en cada punto. En z = 0, la condicién queda a = a (es decir, no hay condicién alguna, vale
cualquier a); y en = 2 queda

a+2b=c-e.

Las condiciones de diferenciabilidad resultan ser

mcos0=1b (en x =0),

b=c-4e (en z = 2).

De estas condiciones obtenemos primero b = 7, luego que ¢ = = v, finalmente, a = c- el -2 = T —2m.

4. Una empresa recibe el encargo de construir cajas con forma de para-
lelepipedo de modo que la base sea un cuadrado. El material que se usa

para la base y la tapa superior tiene un coste de 2 euros por m?, mientras

que el material utilizado para las paredes laterales tiene un coste de 8 eu- y
ros por m2. Ademsés, el volumen de las cajas debe ser 0.25 m3. ;Cudles
deben de ser las dimensiones de la caja para tener un coste minimo?

SOLUCION. Si, como en el dibujo, las dimensiones son z (lado de la base) e y (altura), el coste de
fabricacién de una caja de esas dimensiones es
coste= 2 - &* . 2 4+ 4 . 4 . 8 =dz+329°
~~ (g ~— ~— N , ~—

2 tapas 4rea base euros/m? 4 paredes 4rea pared euros/m?
Por otro lado, el volumen debe ser siempre
2
025 =2z2"-y

de donde podemos despejar, por ejemplo, 2% = 0.25/y y llevarlo a la funcién de coste (que ahora solo

depende de y):

coste(y) =4 0.25 +32¢°% = 1 + 3297,
Y Y

Para hallar los extremos, derivamos
, 1
coste' (y) = —— + 64y
Yy

e igualamos a 0:
0:—%+64y = i*64y —  64y° =1,
Yy Y

s =
cuya tnica rafz real es y = 1/4. Llevdndolo a la ecuacién del volumen, nos da que = 1. Se trata de un
minimo, pues la segunda derivada de la funcién de coste es 1/y* + 64 (que es positiva para y = 1/4).




5. Dibuja la gréfica de la funcién f(z) = zln(x).

SOLUCION. Para empezar, la funcién solo estd definida para z > 0, por la presencia del logaritmo.
No tiene sentido analizar si es par o impar puesto que no estd definida para x negativos. Pero si es
interesante calcular los dos siguientes limites:

lfm+ zln(z) =0 (que sale, por ejemplo, aplicando la regla de L’Hopital);

x—0

lim zIn(z) = 400 (inmediato)

xr—r o0
(el primero nos dice que serfa razonable definir f(0) = 0). Los puntos de corte con los ejes se obtienen
facilmente. No podemos calcular f(0), pero ya hemos visto su valor en el sentido del limite. Por otro
lado,

0=f(z) = O0==zln(x)

tiene solucién z = 1, que es donde se anula el logaritmo (la otra “solucién” serfa x = 0, que no estd en
el dominio, pero en el sentido del limite. .. ). Buscamos ahora los extremos derivando:

f(z) = In(z) + x% =1+ In(z)

e igualando a 0:

_ 1
I+hn(z)=0 = h@=-1 — z=¢ '=-.
e
Obsérvese que es un minimo, pues f”(z) = %, que es positivo en z = 1/e. El nimero 1/e, por cierto,

es aproximadamente 0.37.

De hecho, el signo de la primera derivada es negativo entre 0 y 1/e, y positivo luego. Lo que nos dice
que la funcién decrece hasta x = 1/e y crece luego. La segunda derivada es siempre positiva. Con esto,
y quizds el valor f(1) = 11ln(1) = 0, ya podemos dibujar la grafica de la funcién.

6. Calcula el valor de la integral

o
/ rze ¥ dr.
1

SOLUCION. Es una simple aplicacién de la regla de integracién por partes, donde tomamos

u=x,du=dr y dv=¢e “dr, v=—-e "

Calculamos la primitiva:

Aplicando la regla de Barrow, resulta que

o —x —x o0 ; —x - 2
/ ze “dr=—e (1—1—2:)‘ :(hm —e (1+a7))+26 1=2)
1 1 Tr—r00 e
pues el primer limite es 0 (¢~ decae a 0 mucho mds rdpidamente de lo que (1 4+ x) crece a oo; o
apliquese L’Hopital).
Obsérvese que el resultado es un nimero positivo, como debe ser, pues estamos integrando una funcién
positiva (ze™* en el intervalo (1, 00)).
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