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Hoja 5. Cota de Cramér-Rao. Normalidad asintética

Cota DE CRAMER-RAO

Nota: en los ejercicios que siguen, Ix () denota la cantidad de informacidn (esto es, la
varianza de la variable de informacién Y') de la variable X con funcién de densidad/masa f(z;6).

1. Para una variable X ~ GEO(p), interesa estimar el pardmetro § = 1/p. Recuerda (o com-
prueba) que Ey(X) =0y que Vy(X) =6(0 — 1).
a) Comprueba que Ix(0) = m.

b) Deduce que X es el estimador insesgado de minima varianza.

2. La funcién de masa de la variable X viene dada por

valores ‘ -1 0 1
probabilidades | 6/4 1—60/2 6/4

Aqui, el parametro 6 € (0,1).
a) Halla la cota de Cramér—Rao para estimadores insesgados de 6 y muestras de tamaio n
de X.

b) Consideramos el siguiente estimador de 6 para muestras de X de tamafio n:
T(X1,...,X )—2(1§:X2)
Lyeooy, Xp) = n 2 i)
Comprueba que T es un estimador insesgado de 6. ;Es T" de minima varianza?

3. Considera la variable X con funcién de densidad
1
flz;0) = % e~ 1el/0 para z € R.

Aqui, 0 es un pardmetro positivo.

a) Escribe la cota de Cramér-Rao para la varianza de cualquier estimador de € insesgado
para muestras (Xi,...,X,) de X de tamano n.

(Nota: recuérdese que fooo oF e ®de =T(k+1)=klsik>1).
b) Estudia si el estadistico

1 &
| X| = ﬁZ'Xi|
i=1

es un estimador insesgado de 0 y si es de minima varianza.



NORMALIDAD ASINTOTICA

4. Sea X ~ GEO(p), con p € (0,1). Queremos utilizar 1/X para estimar p. Comprueba que

1
vn (? — p) converge en distribucién a N (0, p*(1 — p))

5. La funcién de masa de la variable X viene dada por

valores ‘ 0 Vo 26
probabilidades | #/4 1—-60/2 6/4

Aqui, el pardmetro 6 € (0,1).

Consideramos el estimador .,
T(Xy,...,.Xp)=X

Escribe un resultado de normalidad asintética para T.

6. La variable X sigue una distribucién triangular (simétrica con moda y media en 0) dada,
para 6 > 0, por

F:0) = % (1- %) i |z] < 6.

Consideramos el estimador de 6 siguiente:

— 2
M, = /6X2.

Comprueba, usando el método delta, que

Vn (M, —6) converge en distribucién a N(O, % 02).

7. La variable X sigue una cierta distribucién que depende de un parametro a > 0. Los valores
de sus primeros momentos son

E.(X)=d"? = E.X? =2%  E. X% =5d"% « E./(X*) =154

Para muestras de tamano n de X, consideramos el siguiente estimador del pardmetro a:
X2\1/3
T(X1,...,Xn) = (7) :
Escribe un resultado de normalidad asintética para T usando el método delta.

8. Considera la variable X con funcion de densidad
1
f(z;0) = % e~ l=1/0 para z € R,

donde # es un parametro positivo.
Consideramos el estimador de 6 para muestras de tamano n de X siguiente:

1 & 1/2
T(Xl,...,Xn):<%ZXf) .

i=1

Usa el método delta para escribir un resultado de normalidad asintética para T'.



