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Hoja 4. Estimadores. Método de momentos y maxima verosimilitud

SESGO Y EFICIENCIA DE ESTIMADORES

1. Comprueba que si 77 y T5 son estimadores insesgados de un parametro de 6, entonces, para
todo A € (0,1), Z = ATy + (1 — A\)T3 es estimador insesgado de 6.

2. Sean Ty y T» dos estimadores insesgados de un parametro 6 que actian sobre muestras de
tamano n. Formamos el estimador U (que actia sobre muestras (X, ..., X2,) de tamafio 2n):

1
UXy, oo Xon) = 5 (Ti(X0 -, Xo) + T, X2n))

Comprueba que Vy(U) = 1(Vo(T1) + Vo(T2)).

3. Tenemos una variable X que toma los valores {—1,0,+1} con probabilidades respectivas

-1 o] +1
(2+0)/4]16/4] (2—20)/4

para 6 € [0,1].

a) Consideremos el estadistico N; dado por
Nl = hl(X13X27' ce aX’n) ’

donde hq(x1,x2,...,2,) = numero de {x; = —1}. Observa que Ny ~ BIN(n, (2 + 0)/4). Com-

prueba que el estadistico

4
Ty ==-N, —2
n

es un estimador insesgado de 6.
b) Consideremos el estadistico Ny dado por

Ny = ho(X1, Xo, ..., Xp),

donde hg(z1,22,...,2,) = numero de {z; = 0}. Observa que N2 ~ BIN(n,6/4). Comprueba

que el estadistico

4
Ty = =N
n

es un estimador insesgado de 6. ;Cual de los estimadores, T o T3, es més eficiente?
¢) Supongamos que la muestra (x1,xs, ..., x100) tiene las siguientes frecuencias:

—-1]0 11
60 | 16 | 24
;Cudl es la estimacion de 6 si usamos 717 ;Y si usamos 157

4. La variable X tiene una distribucién dada por dos pardmetros § > 0 y A > 0, de manera
que
X=0+Y, dondeY ~ EXP(}).

Los parametros  y A son desconocidos.

a) Sea m, = min(X1, Xs,...,X,). Comprueba que

1 —
E(mn):(S—i—n—)\ y que E(X)=4§6+

> =



b) Comprueba que
n

T1 = n_ 1(Y—mn)
es un estimador insesgado de 1/ y que
n J—
T, = n_l(mn—X/n)
es un estimador insesgado de 4.
5. Sea (X1, Xo,...,X,) una muestra aleatoria de una variable X ~ EXP(A). Queremos estimar

el pardmetro 6 = 1/\.
a) Compara la eficiencia para estimar 6 de los estadisticos insesgados
T1 :y y TQ = nml’n(Xl,Xg,. . ,Xn) .

b) Sea ahora T3 el estadistico
Uw = w Z Xj .
j=1

donde w es una constante, w # 0. Observa que U, es estimador insesgado de 6 si y sélo si
w = 1/n. Halla w para que el ECM sea minimo.

6. Sea T un estimador de un pardmetro 6. Supongamos que Eq(T) = af y que Vy(T) = 362,
donde o y B son dos constantes fijas.

Halla 7 (en funcién de o y ) para que ECMy(rT) sea minimo. Aplicalo al caso en el que
X ~ UNIF[0,a] y al estimador T' = méx(Xy,...,X,) de a.

METODO DE MOMENTOS Y MAXIMA VEROSIMILITUD

7. Calcula los estimadores por mdxima verosimilitud para a) pardmetro A de X ~ POISS(\);
b) pardmetro p de X ~ BIN(N, p), con N dado.

8. Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad

2
f(z;:0) = g2 & paragw € [0,6],
y f(xz;0) = 0si z ¢ [0,0]. El pardmetro 6 es positivo. Halla el estimador M, de mdaxima
verosimilitud de # para una muestra de tamano n.

9. Sea X1, X, ..., X, muestra aleatoria de la funcién de densidad que depende del parametro
0 € © = (0,+00) dada por
/x> siz >0
; 0 — b b
f(;6) {0, siz<@.

Obtén los estimadores de 6 por maxima verosimilitud y por el método de momentos.

10. Calcula el estimador por méxima verosimilitud del pardmetro 6 € [0, 1] para la variable
X que toma tres valores —1,0,+1 con probabilidades respectivas

-1 o] +1
2+0)/4]16/4](2—-20)/4

11. Sea X una variable normal de media p y varianza conocida o2 = 1. El espacio de pardme-
tros (para u) es el intervalo [—1, 1]. Dada una muestra (x1, ..., x,) de X, determina el estimador
de maxima verosimilitud de pu.

12. Sea © = {0,1} y considérense las dos funciones de densidad (con soporte en (0,1))
alternativas dadas, para x € (0, 1), por

flz:0)=1,  f(a;1) =1/(2Vx).

Determina el estimador de méxima verosimilitud del valor de 6 € {0, 1}.



EJERCICIOS ADICIONALES

13. Sea X ~ UNIF(a,b), con a < b. Determina los estimadores de a y b por maxima verosimi-
litud y por el método de momentos.

14. Considérese, para 0 > 0, la funcién de densidad dada

0, six <0,
flz;0)=<¢1—e?, size (0,1),
fe 0%, siz>1.

Sea T el estadistico:
1 .
T(X1yeoos Xn) = —#{X; € (0,1);1 < j < n},
que registra la proporcién de la muestra que esta por debajo de 1. Y sea Y el estadistico

1
Z(Xl,...,Xn):£ >oox;,
1<j<n: X;>1

que registra el promedio respecto de n de aquellos valores de la muestra por encima de 1.
a) Comprueba que Eg(T) =1 - y que Eg(Z) = e ?(1+1/6).

b) Comprueba que el estimador méximo verosimil M de # viene dado implicitamente por
la ecuacion:

1 1
(=152 3

15. Un arquero (con nula experiencia) dispara n veces a una diana de radio 8 (desconocido). En
cada lanzamiento logra darle al disco, pero en lugares completamente aleatorios cuyas distancias
al centro del disco son 71,79, ..., 7,. Determina el estimador de maxima verosimilitud del radio
del disco.



