Estadistica I
Grado en Matematicas, UAM, 2015-2016

Hoja 3. Muestreo aleatorio y estadisticos

SOBRE EL ESTADISTICO “MEDIA MUESTRAL”

1. Sea X una variable aleatoria continua y positiva tal que E(X) = ¢ > 0y V(X) = 1. Estima
cudl debe ser el (minimo) tamafio n de una muestra aleatoria para que, con probabilidad del 95 %,
el error relativo entre la media muestral y u sea inferior al 1 %.

2. Consideremos una muestra aleatoria de tamano n = 50 de una variable X que sigue una
distribucién N'(4,1) (una normal con media 4 y varianza 1).

a) Utiliza la desigualdad de Chebyshev para obtener una cota superior para P(|X — 4| > 0.3).

b) Calcula numéricamente la probabilidad P(]X — 4| > 0.3) utilizando que X es una normal.
Compara el resultado con el del apartado a). Medita al respecto.

3. Sea X una GEO(p), es decir,
P(X =k =p(1—pr1, para cada k =1,2,...

a) Comprueba que la suma nX es una binomial negativa BINNEG(n, p), cuya funcién de masa
viene dada por

k—1
n—1

P(X_k:)_(

)p”(l—p)k”, paracada k=n,n+1,n+2,...

b) (Qué funcién de masa tiene la variable X?

OTROS ESTADISTICOS

4. Definimos la asimetria y la curtosis de una variable Z con media p y desviacién tipica o como

E((Z — u)3 E(Z — p)*
asim(Z) = 7(( 3 1) y curt(Z) = 7(( 1 ) )
o o
Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de X. Comprueba que
_ im (X — t(X -1
asim(X) = asim(X) yque  curt(X) = curt(X) +3l— =

Vvn n n

5. Llamemos H al valor del segundo término mas grande de entre X, Xo,..., X,. Prueba que
Fr(t) = n(1 — Fx(8))Fx (t)" ™" + Fx(t)".
LY si H fuera el valor del segundo término méas pequeno? ;Y si fuera el tercero?
6. Sea X ~ ExP(A), con A > 0. Consideramos el estadistico m,, = min(Xy, ..., X,). Comprueba

que m, ~ EXP(n\) y calcula nE(m,,).

7. Sea X ~ UNIF([0,a]), con a > 0. Consideramos el estadistico M,, = méx(X1,..., X,).
a) Determina las funciones de distribucién y densidad de M, y calcula E(M,,) y V(M,).

b) Para un € > 0 dado, calcula
P(a— M, > ca).



NORMALES MULTIDIMENSIONALES

8. Sean Xi,...,X, variables normales estdndar independientes. Definimos las variables
J
Zj:ZXZ- para cada j =1,...,n.
i=1

El vector Z = (Z1, ..., Z,) sigue una normal multidimensional. ;Por qué? Determina su vector m
de medias y su matriz V de varianzas/covarianzas.

9. SeanV, Zi,Zs,...,Z, variables normales estdndar independientes. Sea p € (0, 1). Definimos el
vector aleatorio X = (X1,..., X, ) mediante

X;=pY +\/1-pZ; paracada j=1,...,n.
Dando por sentado que X ~ N (m, V), halla el vector de medias m = 0 y la matriz V.

SOBRE LA X2, LA t DE STUDENT Y LA F DE FISHER

10. Si Z ~ x?2, comprueba que, para n > 4,

1
E(1/72%)= —————.
(1/2°) (n—2)(n—4)
11. Calcula el coeficiente de asimetria de Z ~ x2 en términos de n.
(Sugerencia: si X es normal estdndar, E(X?) = 1, E(X*) = 3 y E(X5) = 15).
12. a) Usando que I'(z + 1) = 2T'(z) para > 0 y que I'(1/2) = /7, comprueba que

2n)!
I'(n+ %) = Elnngl /7T para cada entero n > 0.

b) Para cada n > 1, la funcién de densidad de una variable ¢ de Student con n grados de
libertad viene dada por

1 (n+1)/2
) , donde D, =

fi,(t) = Dy, (m

1
vnm T
Comprueba, usando la formula de Stirling, que

nlinolo ftn(x) — (;5((13) _ \/% €7z2/2

13. Comprueba que si Z ~ F, ,, entonces

MUESTREO NORMAL

14. a) Sea (Xi,...,X100) una muestra aleatoria de X normal con pardmetros yu = 3y o? = 4.
Calcula P(|X — p| > 1/2, 52 < 4.2).

b) Sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de una variable X ~ N (u,0?). Para t > 0 fijo,
calcula la probabilidad de que n (X — )% + (n — 1) S? sea > t.



