Probabilidad II
Tercero de Matematicas UAM, curso 2006-2007
Examen de junio, 14-6-2007

Nombre y APellidos ... ... ... .. o e e

1.

2.

a)

b)

(4 puntos) Contesta brevemente, pero argumentando tu respuesta, a las siguientes cuestiones:

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, con varianzas respectivas o? y 0’%. i, Cual
es la varianza de la variable X — Y7

Sea X una variable aleatoria uniforme en [—1,1]. Escribe su funcién de densidad fx(x) y
calcula su funcién generatriz de momentos Mx (t).

Sean X1, Xo,... variables aleatorias i.i.d., con funcién de distribucién comin F(x). Escribe
la funcién de distribucién de la variable Z,, = min(X1, ..., X,).

Sean X e Y dos variables aleatorias i.i.d. que toman valores en {0,1,2,...}. Sea G(s) su
funcién generatriz de probabilidad comtun. Escribe, en términos de esta funcién generatriz, la
probabilidad de que X + Y sea un nimero par (o cero).

Sea (X,,) una sucesién de variables aleatorias tales que E[(X,, — X)?] — 0 cuando n — oo
para cierta variable X. Comprueba que X, L, X cuando n — .

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F,P), donde 2 = [—1, 1], F son los borelianos
y P es la medida de Lebesgue dividida por 2. Sea X una variable aleatoria dada por X (w) = w*

para cada w € 2. Llamemos pux a la distribucién de probabilidad definida por esta variable
aleatoria X. Calcula px([a,b]), donde 0 < a < b < 1.

(2 puntos) Sea una sucesién X, Xo,... de variables aleatorias independientes dadas por

1 con probabilidad 1/2/F1;
X; = 0 con probabilidad 1 — (1/27); para cada j = 1,2,...
—1 con probabilidad 1/27+1,

(a) Comprueba que

X L 0 cuando n — 00.
(b) Comprueba que
X, <20 cuando n — 00

(observa que este segundo apartado implica el primero).



3. (2 puntos) Vamos a lanzar muchas veces una moneda (con probabilidad p = 10 % de que salga
cara). Los lanzamientos son independientes. Llamemos T} al nimero de lanzamientos hasta que
sale la primera cara. Contamos, desde ese momento, el niimero de lanzamientos hasta que salga
la siguiente: sea T5 ese numero de lanzamientos. Y asi sucesivamente, hasta que aparece la cara
nimero 40. Consideremos la variable aleatoria que registra el nimero de lanzamientos hasta esa
cuadragésima cara; esto es, 11 + 1o + - -+ + Tyo.

Estima la probabilidad de que T1 + 15 + - - - 4+ Tp tome un valor entre 400 y 490.

4. (2 puntos) Consideremos un camino aleatorio
n
Sn = Sp + Z X, (que arranca en Sy = 0)
j=1

para el que P(X; = +1) = p, para cada j = 1,2,.... Calcula P(S; = 2,53 =0, S12 = 2).

9. (1 punto extra) Tenemos una baraja francesa, que consta de 52 cartas, la mitad rojas y la
otra mitad negras. Las cartas estan situadas boca abajo en un montén bien barajado. En cada
movimiento, el jugador descubre una carta de la baraja, observa su color y la deposita en la mesa.
En cierto momento (y sélo una vez), el jugador dira “jroja en la siguiente!”. Ganara si, efectivamente,
la carta que se descubre es efectivamente roja.

Llamemos (F,,) a la filtracién que recoge la informacién sobre las primeras n extracciones.
a) Llamemos R,, al niimero de cartas rojas que quedan en el montén justo después de descubrir la

n-ésima carta. Calcula E(R,|F,—1) y comprueba que la sucesién de variables aleatorias (X, ),
dada por X,, = R, /(52 — n) para cada n, es una martingala.

b) Comprueba que no existe una estrategia para el jugador con la que la probabilidad de ganar el
juego sea distinta de 1/2. (Sugerencia: una estrategia en este juego es un tiempo de parada).

Notas y comentarios:

= Algunos valores de la funcién de distribucién de una variable aleatoria normal A/(0,1):

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

00 05000 05040 05080 05120 05160 05189 05235 05279 05319 05359
0,1 053%8 05438 05478 05517 05557 05586 05636 05675 05714 05753
02 05793 05832 05871 05910 05%48 05987 06026 06064 06103 06141
03 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
04 06554 06551 06628 06664 06700 06736 06772 06803 06844 06872

0,5 06915 06850 06885 07019 07054 07088 07123 07157 07180 07224
06 07257 07281 07324 07357 0738% 07422 07454 07486 07517 07549
0,7 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07734 07823 07852
08 07881 07910 0793% 0797 07%¥5 03023 08051 08079 08106 08133
09 038158 08186 08212 08238 08264 0828% 08315 08340 08365 0.8382

10 08413 08438 08461 08435 08508 08531 08534 08577 08589 08621
11 08643 08665 08686 08708 08725 08745 08770 08730 08810 08830
12 08845 08869 (8888 0.8%07 0.8%25 08%44 0892 03980 08957 09015
13 09032 09049 09066 05032 05%09% 09115 09131 09147 09162 09177
14 09152 05207 05222 08236 05251 09265 09278 09252 09306 09319

15 09332 098345 09357 08370 08332 09334 09406 09418 09429 09441
16 08452 09463 09474 08484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
1,7 09554 09564 09573 08532 09591 09585 09608 09616 09625 09633
18 09641 09643 09656 08664 05671 09678 09686 09653 09653 05706
19 08713 09719 09726 08732 09738 09744 09750 09736 09761 09767

T
1 7t2/2
F(x) — e dt 20 09772 09778 09783 09788 059793 09798 09303 09808 09812 09817
V2T J o

2,1 09821 09826 09830 05834 0.9838 09842 09846 09850 09854 09857
22 09861 09864 09868 05871 08875 09878 09881 09884 09887 0.58%0
2,3 09853 09856 09858 05501 0.9504 09%06 09%0% 09511 09913 05916
24 09918 09520 09922 05925 08527 09928 09931 09832 09834 09934

2,5 09938 09%40 09%41 05543 09545 09%46 09%48 09549 09551 05952
2,6 09953 09855 09956 059857 0.8858 09%0 09%61 09862 09863 09564
2,7 0995 09966 09967 059968 0.9969 09970 095971 09572 09573 05974
28 09974 08875 09976 05977 08577 09978 0997% 09579 09580 09881
29 09581 09382 09982 05583 0.8584 09%84 09985 09585 09586 05584

30 09987 09%87 09987 05583 0.5938 09988 0998% 09583 095%0 0.5%%0
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