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1. (4 puntos) Contesta brevemente, pero argumentando tu respuesta, a las siguientes cuestiones:

a) Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, con varianzas respectivas σ2
1 y σ2

2. ¿Cuál
es la varianza de la variable X − Y ?

b) Sea X una variable aleatoria uniforme en [−1, 1]. Escribe su función de densidad fX(x) y
calcula su función generatriz de momentos MX(t).

c) Sean X1,X2, . . . variables aleatorias i.i.d., con función de distribución común F (x). Escribe
la función de distribución de la variable Zn = mı́n(X1, . . . ,Xn).

d) Sean X e Y dos variables aleatorias i.i.d. que toman valores en {0, 1, 2, . . . }. Sea G(s) su
función generatriz de probabilidad común. Escribe, en términos de esta función generatriz, la
probabilidad de que X + Y sea un número par (o cero).

e) Sea (Xn) una sucesión de variables aleatorias tales que E[(Xn − X)2] → 0 cuando n → ∞
para cierta variable X. Comprueba que Xn

P−→ X cuando n → ∞.

f) Consideremos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), donde Ω = [−1, 1], F son los borelianos
y P es la medida de Lebesgue dividida por 2. Sea X una variable aleatoria dada por X(ω) = ω4

para cada ω ∈ Ω. Llamemos µX a la distribución de probabilidad definida por esta variable
aleatoria X. Calcula µX([a, b]), donde 0 < a < b < 1.

2. (2 puntos) Sea una sucesión X1,X2, . . . de variables aleatorias independientes dadas por

Xj =

⎧⎨
⎩

1 con probabilidad 1/2j+1;
0 con probabilidad 1 − (1/2j);
−1 con probabilidad 1/2j+1.

para cada j = 1, 2, . . .

(a) Comprueba que
Xn

P−→ 0 cuando n → ∞.

(b) Comprueba que
Xn

c.s.−−→ 0 cuando n → ∞
(observa que este segundo apartado implica el primero).



3. (2 puntos) Vamos a lanzar muchas veces una moneda (con probabilidad p = 10% de que salga
cara). Los lanzamientos son independientes. Llamemos T1 al número de lanzamientos hasta que
sale la primera cara. Contamos, desde ese momento, el número de lanzamientos hasta que salga
la siguiente: sea T2 ese número de lanzamientos. Y aśı sucesivamente, hasta que aparece la cara
número 40. Consideremos la variable aleatoria que registra el número de lanzamientos hasta esa
cuadragésima cara; esto es, T1 + T2 + · · · + T40.

Estima la probabilidad de que T1 + T2 + · · · + T40 tome un valor entre 400 y 490.

4. (2 puntos) Consideremos un camino aleatorio

Sn = S0 +
n∑

j=1

Xj (que arranca en S0 = 0)

para el que P(Xj = +1) = p, para cada j = 1, 2, . . . . Calcula P(S4 = 2, S8 = 0, S12 = 2).

5. (1 punto extra) Tenemos una baraja francesa, que consta de 52 cartas, la mitad rojas y la
otra mitad negras. Las cartas están situadas boca abajo en un montón bien barajado. En cada
movimiento, el jugador descubre una carta de la baraja, observa su color y la deposita en la mesa.
En cierto momento (y sólo una vez), el jugador dirá “¡roja en la siguiente!”. Ganará si, efectivamente,
la carta que se descubre es efectivamente roja.

Llamemos (Fn) a la filtración que recoge la información sobre las primeras n extracciones.

a) Llamemos Rn al número de cartas rojas que quedan en el montón justo después de descubrir la
n-ésima carta. Calcula E(Rn|Fn−1) y comprueba que la sucesión de variables aleatorias (Xn),
dada por Xn = Rn/(52 − n) para cada n, es una martingala.

b) Comprueba que no existe una estrategia para el jugador con la que la probabilidad de ganar el
juego sea distinta de 1/2. (Sugerencia: una estrategia en este juego es un tiempo de parada).

Notas y comentarios:

Algunos valores de la función de distribución de una variable aleatoria normal N (0, 1):

x

�

F (x)

F (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt
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