Probabilidad y Estadistica
Segundo del grado en Telecomunicaciones, UAM, 2014-2015

Breve solucionario del examen parcial, 17-12-2014

1. (2 puntos) Tenemos una muestra de tamaiio 9 de una variable X que sigue una N'(u, o). La
media muestral es T = 2.0, y la cuasidesviacion tipica muestral, s = 0.5. Queremos contrastar
la hipétesis Hy : p < 1.5. Al nivel de significaciéon o = 5%, jrechazaremos o aceptaremos la
hipétesis? Calcula (aproximadamente) el p-valor.

SOLUCION. Basta aplicar el contraste correspondiente: rechazaremos la hipétesis si
_ S
T > po + t{n—l;a}ﬁ~

En este caso, con n =9, a =5%, uo = 1.5 y s = 0.5, el niimero de la derecha es

0.5 1
1.5+1.86—= =15+1.86— =1.5+0.31 = 1.81.
V9 6

Como T = 2, rechazamos la hipétesis.

Para el p-valor, buscamos el a para el que

t{g,a}y = (f— /1,0) = (1 — 1.5) =3.

a5

V9
0.5

Mirando la tabla de percentiles de la ¢ con 8 grados de libertad, vemos que el p-valor est4 entre 1% y
0.5% (y més cerca del 1%, en realidad).

2. (2 puntos) En un concurso se utiliza un bombo en el que nos aseguran que hay 500 bolas: 50
blancas, 150 azules, 250 rojas y 50 negras. Como nos nos fiamos mucho, decidimos observar los
resultados de 100 extracciones del bombo, en las que han salido 7 blancas, 33 azules, 40 rojas
y 20 negras. (Tras cada extraccién, la bola se devuelve al bombo). jPodemos rechazar, con nivel
de significacién 5 %, la hipdtesis de que la composicién del bombo es la que nos garantizaban?

SOLUCION. Aplicamos un text x? de bondad de ajuste. Hay cuatro clases. Los datos observados estdn
en el enunciado. Los esperados (en la muestra de 100) se obtienen aplicando las proporciones del modelo
(10 % de blancas, 30 % de azules, 50 % de rojas y 10 % de negras). formamos la tabla habitual:

| O E (O-E)?/E
blancas | 7 10 3%/10
azules | 33 30 32/30
rojas | 40 50 10%/50
negras | 20 10 10%/10

que nos da
7g+3+100+10072
T 10 30 50 10 ~ 10

El percentil con el que hay que comparar es X%3,5%} = 7.81. Se rechaza la hipdtesis.

+2+10=13.2.

3. (2 puntos) El nimero de erratas por pdgina en un libro sigue una Poisson. Queremos
contrastar la hipdtesis de que el pardmetro de la Poisson es A = 5. Tras revisar las 20 primeras
paginas, hemos encontrado lo siguiente:

10
1

nimero de erratas
# de paginas

01 23 456 7289
010037 4220




(por ejemplo, se han encontrado 7 péaginas con exactamente 5 erratas). Fijado un nivel de
significacién a = 5 %, jqué podemos concluir?

SOLUCION. Aplicamos el contraste paramétrico para la Poisson: rechazamos la hipétesis Hop : A = 5 si

_ 5 1
[ =5 > 20721/ 55 = 1.96- 5 = 0.98.

1~1+3-4+7-5+4~6+2~7+2-8+1~1072756
20 20 T

La media muestral es

T =

Como 0.6 es menor que 0.98, aceptamos la hipdtesis.

4. (2 puntos) Tenemos dos poblaciones de insectos. En la primera hay una proporcién p;
de insectos portadores de un cierto virus; ps es la correspondiente proporciéon en la segunda
poblacién. Estas proporciones p; y pe son, claro, desconocidas. Para obtener un intervalo de
confianza para la diferencia p; — p2, tomaremos una muestra de tamano n en la poblaciéon 1 y
otra muestra (del mismo tamafio) en la poblacién 2. Determina n para que la longitud de ese
intervalo de confianza al 95 % sea, como mucho, de un 2 %. (Nota: observa que se pide el valor
de n. Estamos disenando el procedimiento, asi que las muestras todavia no estdn disponibles).

SOLUCION. Segtin las tablas, el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones p; — p2 estarfa
centrado en T1 — Tz y su longitud seria

— — — - 224
longitud IC = 2z, /5 \/I“;‘m 4 Z2(-%2) _ \/ﬁ/z VZI (1= 71) + T2(1 — T2),

1 n2

usando que en este caso n1 = na = n. Pero, jatencién!, esta expresion solo tiene sentido si disponemos de
la muestra (y por tanto de su tamano y de las medias muestrales). No es nuestro caso. Aqui justamente
es n lo que queremos determinar. Pero aunque desconozcamos las medias muestrales, podemos ponernos
en el “peor caso”, es decir, sustituir esas medias muestrales por 1/2 (pues la funcién z(1 — ) tiene su
méximo en z = 1/2 cuando z € [0, 1]). Haciendo eso tendriamos que

224
longitud IC < \Z/E/Q i + i .
Exigiendo ahora que esa longitud sea menor que el 2% y tomando a = 5%, obtenemos
2z059% |1 2 196 100 1 98
_— - << — —4 > = —
Vo V2= 100 Vi Z 156 3 V2 V2

lo que da finalmente que n debe ser mayor o igual que 2 - 982.

5. (2 puntos) La variable aleatoria X toma los valores 0, 1 y 2 con probabilidades 6, 1/2 y
1/2 — 0, respectivamente. Aqui 6 es un pardametro, 6 € [0,1/2].

a) Dada una muestra x1,...,z, de la variable X, obtén un estimador de € por el método
de los momentos.

b) Obtén el estimador de € por mdxima verosimilitud.



SOLUCION. a) Llamamos T a la media muestral:

I~
X = E Zl‘z.
=1
Ahora basta calcular la esperanza de X:
1 1 3
E(X)=0-04+1-=+2- (——0) -2 _9
(X) + 2 + 2 2
(que es funcién de @), igualar a T y despejar 6:
3 ~ 3-2T
2_99=7% = .
5 0=z — 0 1

b) Dada la muestra (z1,...,%), la funcién de verosimilitud es

V(0:iai,....x )79“(1)b(1—9)c

yblyeeydbn) = 2 2 ’

donde a es el nimero de veces que aparece el 0 en la muestra, b el nimero de unos, y ¢ el nimero de
doses (de forma que a+b+ ¢ = n). Con el procedimiento habitual para localizar puntos criticos (tomar
logaritmos, derivar con respecto a 6 e igualar a 0) se llega a la ecuacién

a__°
0 1/2-0’
cuya soluciéon es
é\f 1 a
T 2a+c’

Compruébese si la estimacion es razonable en los casos en los que a = 0 6 ¢ = 0 (que habria que haber
tratado por separado en el anglisis anterior).

Percentiles de la x? con n grados de libertad (n=1,...,12), a = 5%:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3.84 599 7.81 949 11.07 1259 14.07 15,51 16.92 18.31 19.68 21.03

2
X{n;f) %}

Algunos percentiles de la t de Student con n grados de libertad (n=1,...,12):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tn05%) | 63.66 9.92 584 4.60 4.03 3.71 3.50 3.36 3.25 3.17 3.11 3.05
tini.0%) | 31.82 6.96 454 3.75 3.36 3.14 3.00 290 282 2.76 2.72 2.68
tn2s%y | 1271 430 3.18 2.78 2.57 245 236 231 226 2.23 220 2.18
tins%y | 631 292 235 213 2.02 1.94 189 1.86 1.83 1.81 1.80 1.78

Algunos valores de percentiles de la normal estandar:
a | 5% 45% 40% 35% 3.0% 25% 20% 15% 1.0% 05%

Zo | 1.645 1.695 1.751 1.812 1.881 1.960 2.054 2.170 2.326 2.576

Variable Poisson. Una variable aleatoria X sigue una POISSON(A), con A > 0, si toma los

valores 0, 1, 2,...con probabilidades

-
€
=\

P(X =k) o

para k=0,1,2,...



