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10.2. Coloreado de grafos

Vamos a poner algo de color en el mundo de los grafos, introduciendo un pictérico (y pin-
toresco) lenguaje de “coloreado de grafos” que, como veremos, resultard ser util y préctico
para, por ejemplo, abordar un buen nimero de cuestiones combinatorias. Advertimos ca-
rinosamente al lector de que debe tener la precaucién de escoger adecuadamente dénde y
ante quién exhibe los conocimientos técnicos avanzados que va a aprender en esta seccion:
al fin y a la postre, la plasmacién de la abstraccién matematica de este lenguaje lo llevara a
pintar en un papel rayas y puntos con ldpices de colores, a mirarlos fijamente, a levantarse de
la mesa, pensar peripatéticamente, volverse a sentar y quizds, sélo quizas, escoger un color. . .

Ademas de un grafo G, dispondremos de una paleta de colores, un conjunto S = {a,b, ...}
a cuyos elementos nos referiremos como los colores. El uso de esta terminologia proviene del
coloreado de mapas, como veremos en un momento; pero en realidad qué simbolos contenga S
(y de qué tipo, sean colores, nimeros o letras) serd una cuestién poco significativa.

Colorear G con los colores de S consiste en asignar a cada vértice de G un elemento
de S, es decir, un color, de manera que los extremos de cada arista reciban colores distintos.
No se trata, pues, de una asignacién de colores arbitraria y sin restricciones. Formalmente,

Definicion 10.2.1 Una coloracién del grafo G con colores del conjunto S es una aplicacién
~v: V(G) — S de forma que y(v) # vy(w) si {v,w} € A(G).

El valor «(v) es el color que recibe el vértice v en la coloracién 7. Y colorear el grafo es
la accién de crear una coloracién (o coloreado) particular?.

El lector atento habra observado que, en realidad, deberiamos hablar de coloreado de los
vértices de un grafo. En sintonia con el perspicaz lector, nos preguntamos por qué no colorear
aristas. Se puede, claro, y la restriccién natural es que aristas que concurran en un vértice
han de llevar colores distintos (vea el lector interesado los ejercicios 10.2.22-10.2.26).

Por ejemplo, si tenemos el grafo G que representamos mas abajo, y disponemos de la paleta
de colores S = {a,b,c,d,e, f}, la asignacién de colores de la izquierda es una coloracién, pero
no lo es la de la derecha, pues hay una arista con el mismo color e en sus dos vértices.
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El concepto de coloracion es invariante por isomorfismo. Es decir, si G1 y G2 son isomorfos
y tenemos una coloracién de GG1, tendremos una coloracién de G sin mas que asignar, a cada
vértice de G, el color que lleva el vértice de G que le corresponde por el isomorfismo.

Nos interesaremos primero, con espiritu eficiente, por saber cudl es el minimo de colores
que se requieren para colorear el grafo; luego, con espiritu algoritmico, por el disenio de un
procedimiento organizado para obtener coloraciones; y finalmente, con espiritu ya decidida-
mente combinatorio, por el recuento del ntimero de coloraciones distintas que hay. En ese
orden, secciones 10.2.1, 10.2.2 y 10.2.3. Antes de entrar en faena, vienen al caso un par de
reflexiones sobre la nomenclatura y la propia nocién de coloreado.

26perdén por la pedante insistencia.
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2 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

A. Coloreado de mapas. La cromatica terminologia de estas sec-

cién tiene su origen en un problema clasico, conocido como el pro- mar
blema de los cuatro colores. A la derecha aparece un (sencillo) e
mapa formado por cuatro regiones y el mar. Queremos colorear el b@
mapa, es decir, asignar a cada pais (y también a la zona maritima) ?
un color de manera que regiones que compartan frontera no lleven el

mismo color, para que no se confundan.

Para esta cuestion particular, basta con saber qué regiones con-
tiene el mapa, y cudles de ellas tienen frontera comun. Informacién
que se puede resumir en un grafo cuyos vértices son las distintas re-
giones, y en el que entre dos vértices habra una arista si los paises
correspondientes tienen frontera en comun. Dibujamos a la izquierda
el grafo correspondiente al mapa anterior. Podemos colorear el mapa
(0, equivalentemente, el grafo) con cinco colores, desde luego, pues hay cinco vértices. Pero
también con cuatro, asignando por ejemplo el color azul (marino, claro) a la zona maritima,
el rojo a las regiones A y D, el verde al territorio B y, finalmente, el marrén a C.

mar

El grafo que se obtiene a partir un mapa cualquiera siguiendo el procedimiento indicado
antes posee unas caracteristicas muy especiales: es lo que se llama un grafo plano. Y lo que
afirma el teorema de los cuatro colores es, qué otra cosa podia decir, que todo grafo plano
puede colorearse utilizando a lo sumo cuatro colores. Una afirmacién que deja pasmado: jsea
cual sea el mapa/grafo plano? Si, lector, da igual cudntas regiones tenga, cuan intrincadas
sean sus fronteras. .. con cuatro basta. Si le interesa el asunto, la propia historia del teorema,
y algunas de sus fascinantes conexiones, consulte la seccién 10.4.

B. Listas con restricciones. Colorear un grafo (con los colores de S) es lo mismo que
construir una lista (con los simbolos de S) con determinadas restricciones sobre los simbolos
que se pueden emplear en sus posiciones.

Ya adelantamos parte de esta identificacion en algunos ejemplos
de uso de la técnica de inclusién/exclusién en el apartado 5.1.5. Con- @ A A
sidere el lector listas de cinco posiciones, en las que podemos situar ’ ‘ ‘
simbolos de un conjunto S = {a,b,c,d}, con las restricciones que 1 2 3 4 5
simbdlicamente se representan en el primer dibujo: no puede ir el
mismo simbolo en las dos primeras posiciones, tampoco en las posi- 2

ciones 1y 3, etc. Vea también cuan elegantemente quedan codificadas 1 10
esas restricciones en el grafo adjunto, y observe que a cada lista de
las antes descritas (formada con simbolos de S) le corresponde una 3
coloracion del grafo con los colores de S. En términos generales,

colorear con k colores dados un grafo G con vértices {vi,...,v,} es lo mismo que

formar listas con repeticion permitida de longitud n con esos mismos k£ simbolos
(colores) de manera que si {v;,v;} € A(G), los simbolos que aparezcan en las posi-
ciones 7 y j de la lista sean distintos.

Repare el lector en que la frase “colorear con k colores” anterior no implica necesariamente
usarlos todos, sino que uinicamente hace referencia al nimero de colores disponibles.
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10.2. Coloreado de grafos 3

Por ejemplo, colorear el grafo lineal L,, con los colores {a,b,c} es lo mismo que formar
n-listas con repeticién permitida con los simbolos {a, b, c} de manera que en posiciones con-
secutivas haya simbolos distintos. Las n-listas sin repeticién formadas con k simbolos (k > n)
se corresponden con las coloraciones del grafo completo K,, con k colores, y las n-listas con
repeticion permitida con k simbolos, con las coloraciones del grafo vacio N,, con k colores.

Como ilustracién, retomamos una cuestiéon esbozada en la introduccion de este capitulo,
con un ejemplo concreto.

EJEMPLO 10.2.1 En un curso de licenciatura con nueve asignaturas, A1, ..., Ag, hay alum-
nos matriculados simultaneamente en las asignaturas A1 y As, Az y Ag, As y Ag y A7 y Ag.
Ademds, la asignatura Ag debe cursarse obligatoriamente. Se trata de disenar un horario,
utilizando el menor numero de horas posible, que permita a todos los alumnos asistir a las
clases de las asignaturas en las que esté matriculado.

Cada horario es una lista de 9 posiciones (una por asignatura) con
los simbolos que indiquen las horas a las que se imparten, y en la que se
respeten las restricciones arriba indicadas. Alternativamente, si tradu-
cimos la informacion sobre asignaturas e incompatibilidades en el grafo
en “aspas de molino” de la derecha, un horario valido es una coloracion
del grafo: la paleta de colores estd formada por las horas disponibles,
y el color que asignamos a cada vértice, la hora a la que se programa
la asignatura correspondiente. Queremos usar pocos colores, los menos posibles, para que el
horario resultante sea lo mas econémico posible. Claramente, el grafo se puede colorear con
nueve colores, pero en realidad hacen falta menos: coloree el lector el grafo con tres colores,
y cercidrese, adicionalmente, de que con dos colores resulta imposible. &

C. Particiones en bloques. Una coloracién de G parte su conjunto de vértices en bloques,
uno por color, de manera que no hay aristas entre vértices del mismo bloque (pues si las
hubiera, no podrian llevar el mismo color). Adelantdndonos un poco (al lema 10.2.3), esta
interpretacion alternativa nos dice, por ejemplo, que si G se puede colorear con dos colores,
entonces G es bipartito. En general,

colorear un grafo G con vértices {1,...,n} con exactamente k colores dados (es
decir, usdndolos todos) es lo mismo que partir el conjunto {1,...,n} en k bloques
no vacios (cada bloque lleva los vértices que van con el mismo color), de manera
que cada dos elementos (vértices) de un bloque no sean vecinos en G.

10.2.1. Coloreado eficiente: el nimero cromatico

Como el ejemplo 10.2.1 sobre la asignacién de horarios sugeria, nos interesan coloraciones
con poco colores. ..y cuantos menos, mejor.

Definicién 10.2.2 El nimero cromatico de un grafo G, que denotaremos por x(G), es el
minimo numero de colores necesario para colorear G.

El andlisis del ejemplo 10.2.1 nos dice que el nimero cromatico del grafo alli dibujado (el
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4 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

de las aspas de molino) es 3, porque lo podemos colorear con 3 colores, pero no con 2. De
manera que hacen falta y bastan tres horas para impartir esas asignaturas sin conflictos.
Observe el lector que el nimero cromatico es invariante por isomorfismos. Es decir, si G
y G’ son grafos isomorfos, entonces x(G) = x(G’). La razén es que, como ya hemos comen-
tado, el propio isomorfismo traslada coloraciones en G en coloraciones en G'.
El grafo que aparece a la derecha es protagonista en algunas de las
discusiones mateméticas de la pelicula®” “El indomable Will Hunting”.
Su ndmero cromatico es 3. Obsérvese que con tnicamente dos colores
no podriamos pintar los vértices de cualquiera de los “triangulos”. Y
el lector no encontrard dificultades para decorar los vértices con exactamente tres colores.
. Qué podemos decir de x(G) en un grafo G general? Primero, que en cuanto G tenga
aristas, y(G) esta siempre comprendido entre 2 y el niimero de vértices del grafo. Veamos:

» por un lado, se tiene que x(G) < |V(G)|, pues una coloracién siempre valida (aunque
en general poco eficaz) consiste en asignar a cada vértice un color distinto;

= por otro, si el grafo contiene al menos una arista, entonces necesitaremos dos colores
como minimo. Es decir, si |A(G)| > 1, entonces x(G) > 2.

Complementando la segunda observacién, resulta que x(G) = 1 si y sé6lo si G no tiene
aristas, es decir, si G es un grafo vacio. Permitird el lector que excluyamos este ejemplo de
los grafos vacios en casi todo lo que sigue.

La acotaciéon 2 < x(G) < |V(G)| anterior serd, en casi todos los casos, excesiva y poco
util. Si un grafo tiene un nimero cromético alto (pensara el lector) es porque el grafo en
cuestién tiene muchas aristas (muchas restricciones para el coloreado), aristas que ademas se
disponen de manera inconveniente para nuestro propdsito de economizar colores. Pero puede
haber grafos con muchos vértices, de grado muy alto, con muchisimas aristas, que sin embargo
requieren relativamente pocos colores para su coloreado. Adelante lector unas paginas si lo
desea, y vea el grafo del ejemplo 10.2.3. Aun asi, si todos los vértices tienen grados bajos,
entonces deberd ser coloreable con pocos colores; vea el lector una cuantificaciéon precisa en
las mejoras de la cota superior para x(G) contenidas en las proposiciones 10.2.4 y 10.2.5.

En cualquier caso, el calculo en si del nimero cromatico de un grafo general es un asunto
delicado, y esta considerado como un problema computacionalmente dificil.

Sin embargo, en muchos casos de interés?®, seremos capaces de calcular niimeros crométi-
cos, apoyandonos en observaciones como las dos siguientes, y en algunas otras que iran
apareciendo méas adelante.

Supongamos que G’ es un subgrafo de G. Si ése es el caso, cualquier coloracién de los
vértices de G sirve también como coloracién de los de G’, porque en G’ hay, en principio,
menos restricciones. De manera que si podemos colorear los vértices de G con, digamos, 10
colores, este nimero de colores bastard para colorear los vértices de G'. Es decir, que

» si un grafo G contiene a G’ como subgrafo, entonces x(G) > x(G").

2" Good Will Hunting, el titulo original de la pelicula dirigida por Gus van Sant en 1997, es la historia de
un huérfano (interpretado por Matt Damon) con personalidad conflictiva pero con un talento natural para las
matemadticas. Damon y (Ben) Affleck fueron los autores del guién, ganador de un Oscar.

28Y desde luego en todas las ilustraciones que irdn apareciendo, jsélo faltaba!
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10.2. Coloreado de grafos 5

Esta observacién permite a veces mejorar la cota inferior y un tanto trivial x(G) > 2
buscando en G subgrafos con niimeros cromaticos ya conocidos o estimables de cierta manera.

Por otro lado, para las cuestiones relacionadas con niimeros cromaticos podemos restrin-
girnos al caso de los grafos conexos. La razon es que, como no hay aristas que conecten vértices
de componentes conexas distintas, las coloraciones de las distintas componentes conexas de
un grafo son independientes. Mas concretamente,

= si G tiene k componentes conexas, G1,Ga,...,Gk, cuyos nimeros cromaticos son los
numeros x(G1), x(G2), ..., x(Gk) respectivamente, entonces
G) = ma G;
X(G) = max {x(G:)}

Por un lado, como para colorear GG necesitaremos al menos tantos colores como los reque-
ridos para colorear la componente de mayor niimero cromético, x(G) > max 1<;<i {x(Gi)}.
En el otro sentido, suponiendo que ya hemos evaluado los nimeros cromaticos de cada com-
ponente y que por tanto tenemos méx j<;<x {x(Gi)}, basta observar que con este nimero
de colores podremos colorear la componente conexa mas “dificil”; y desde luego las restantes,
que en principio requieren menos colores.

Algunas familias de grafos y sus niimeros cromaticos. Vamos ahora a entretenernos
con el célculo de los nimeros croméaticos para los grafos més habituales. La verificacién de
que un cierto nimero de colores es nimero cromatico siempre supone dos pasos. Primero, se
comprueba que es posible colorear con ese ntimero de colores, para después argumentar que
no se puede hacer con menos colores.

El grafo vacio con n vértices N,, es, como ya hemos comentado, bastante especial, pues
se puede colorear con un tunico color: x(V,) = 1. Y reciprocamente: si un grafo se puede
colorear con un sélo color, entonces es un grafo vacio.

Para el grafo completo K, con n > 1 vértices, necesitamos tantos colores como vértices,
porque al tener todas las aristas posibles, cuando asignamos un color a un vértice ya no
lo podemos utilizar de nuevo. Asi que x(K,) > n. Como ademds el nimero cromético de
un grafo no puede ser mayor que su numero de vértices, x(K,) < n. De donde deducimos
que x(K,) = n. Esto nos dice, de paso, que si un grafo G contiene a un K; como subgrafo,
entonces x(G) > [. En el grafo de Will Hunting, recordemos, la presencia de tridangulos (grafos
completos K3) permitia decidir que al menos tres colores eran necesarios.

El analisis del caso del grafo lineal L, con n > 2 “ b “ b “ b
vértices es también directo: por un lado, se puede colorear O 0
con dos colores, como se muestra en la figura. Pero ademds, como hay al menos una arista,
X(Ly) > 2. Por tanto, x(Ly,) =2sin > 2.

Consideremos ahora el grafo circular Cy, con n > 3. Resulta conve- a
niente distinguir entre que n sea par o impar. Ilustremos el caso impar
con n =5 (el caso n = 3 ya lo hemos visto en los grafos completos). c b
Por un lado, podemos colorearlo con tres colores (véase el dibujo de la
derecha). Y con dos colores no se puede, simplemente porque la secuen- b a
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6 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

cia a —b— a — b — a no encaja (obsérvese que empezamos y acabamos con a). Extienda el
lector el argumento para deducir que x(C,) = 3 si n es impar.

Tlustramos el caso par, algo més sencillo, con el “cuadrado”, Cj. a b
Véase, en el dibujo de la derecha, una coloracién con dos colores. Pe-
ro como éste es el valor minimo que puede tener el niimero cromatico b a

(pues hay aristas), x(Cy) = 2. Un argumento anélogo prueba que x(C),) = 2 si n es par.

En cuanto a los grafos bipartitos, se deben (y pueden) poder colorear con dos colores.
Vale la pena elevar esta observacién, y ponerla en paralelo a la caracterizacion que vimos en
el lema 9.1.12 en términos de ausencia de ciclos de orden impar:

Lema 10.2.3 x(G) =2 si y sélo si G es un grafo bipartito (no vacio).

DEMOSTRACION. Si x(G) = 2, entonces existe una coloracién del grafo con dos colores,
que define los dos conjuntos de vértices del grafo bipartito. En el sentido contrario, si G es
bipartito, no vacio, y U y V son los dos conjuntos de vértices, entonces G se puede colorear
con dos colores (de rojo los de U y de azul los de V, por ejemplo); y con menos no se puede.
(Note, lector, que atendiendo a su definicién, un grafo vacio es bipartito pero tienen numero
cromético 1). [ |

Como ejemplos destacados, tenemos los grafos bipartitos completos K. s, con r,s > 1, o
el grafo del cubo @, para n > 2 (recuerde el lector el final de la discusién del final de la
seccién 9.1.3). También los arboles y los bosques tienen nimero cromatico 2, salvo el caso
trivial del arbol con un unico vértice.

10.2.2. Algoritmo austero de coloreado

Proseguimos nuestro andlisis abandonando por un momento las cuestiones de economia
de coloreado para centrarnos en el coloreado en si. Tenemos la paleta de colores y un grafo
frente a nosotros: jcémo podemos colorearlo? jDéjeme a mi!, dirda algin lector entusiasta,
que acto seguido se pondra a colorear un vértice, luego pasard a otro, mirando si el anterior
es vecino, por si tuviera que evitar el uso de algun color, luego a otro. .. Vale, es algo asi,
pero se trata de ser sistematicos. jDéjeme a mi!, clamard otro lector, que con sonrisa picara
se limitara a pintar cada vértice de un color distinto. Vale, pero se trata de ser econémico.

Vamos a describir un procedimiento general que permite colorear un grafo G = (V, A)
con |V| = n, dada una paleta de colores S, con el firme propdsito de ser sistematicos (y
algoritmicos), y con el anhelo declarado de, con suerte, resultar econémicos.

En principio, no limitaremos el ntimero de colores que estdn a nuestra disposicién, y
ademads, para fijar el procedimiento, supondremos que la paleta estd ordenada: S = (a,b, ... ).
El procedimiento, que llamaremos?’ algoritmo austero, consta de los siguientes pasos:

29En la bibliograffa anglosajona se denomina greedy algorithm, que se podria traducir por algoritmo voraz,
acaparador, avaricioso. .. En francés, por cierto, se usa glouton, que suponemos no necesita traduccién. Medite
el lector, si lo desea, al respecto de posibles diferencias culturales. El término que hemos elegido aqui, “austero”,
pretende reflejar como el algoritmo va eligiendo, en cada paso, la opcién méas econémica, hasta conseguir la
coloracién completa.
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10.2. Coloreado de grafos 7

— Paso inicial de ordenacion. Ordenamos los vértices del grafo, esto es, los dispone-
mos en una lista (vy,ve,...,v,). Advertimos ya de que el resultado del algoritmo, por
ejemplo el nimero de colores que emplea, depende de la ordenacién elegida.

— Asignacién de colores. Ahora coloreamos los vértices siguiendo esa ordenacion.

= Primer paso: a vy le asignamos el primer color disponible, a.
= Sequndo paso: si vy es vecino de vy, le asignamos el color b; si no lo es, le asignamos a.

m Tercer paso: para colorear vz, comprobamos si es vecino de v; 6 ve; y no podremos
utilizar el color o colores que hayamos utilizado en los que sean vecinos suyos.

» k-ésimo paso: ya hemos coloreado los vértices (v1,...,v;_1). De la paleta de colores
excluimos los colores usados en los wvecinos de v que ya hayan sido coloreados; de los
colores que quedan, elegimos para vy el primero disponible.

Vemos el algoritmo en accién con el grafo de la derecha, en el U1 2 U4

que ya hemos asignado un cierto orden a los vértices. En el primer

paso, a v le asignamos el color a. Para colorear v, no podemos v3
utilizar el color a, pues v9 es vecino de vy (que ya lleva color a).

Asi que de la paleta tachamos a, (4,b,c,d,...) y nos quedamos

con el color b. El vértice v3 sélo tiene un vecino que ya haya sido

coloreado, el vy con b: (a, Y, c,d,...), y escogemos a.

Us

Ve U7

El procedimiento se repite con los demas vértices. Para vy hay
disponibles (g, §,¢,d,...), asi que escogemos c. Para vs hay dis-
ponibles (a,b, ¢ d,...), de manera que escogemos a. Para vg hay
a disponibles ( 4,b,c,d,...), por lo que escogemos b. Llegados al
vértice vz, nos encontramos con (f,b,c,d,...), de forma que es-
cogemos b. Exhibimos, a la izquierda de estas lineas, la coloracion
obtenida. Observemos que el algoritmo austero ha producido una
coloracién con tres colores, que es el minimo posible, esto es, el
nimero cromatico, pues el grafo contiene ciclos de longitud impar.

a b c

b b

El algoritmo austero toma como datos de entrada un grafo G y una paleta de colores y
produce una coloracién de (los vértices de) G. Nos preguntamos ahora si es realmente eficaz.
Por ejemplo, si permite colorear G' con el minimo niimero de colores posible, x(G).

Resulta que si. Ahi va el argumento que lo justifica. Si el nimero cromatico de G es
X(G) = k es porque puede ser coloreado con exactamente k colores. Una tal coloracién divide
sus vértices en k bloques: los que van “de rojo”, los que van “de azul”, etc., de manera que
no hay aristas entre vértices que estén en el mismo bloque. Ordene ahora el lector los vértices
del grafo de la siguiente manera: primero, los del primer bloque (los “de rojo”), etiquetados
del 1 hasta el nimero de vértices que haya en el bloque; dentro de ese bloque, ordénelos como
le plazca. Ordene luego los del segundo bloque, de nuevo como quiera, luego pase a los del
tercero, etc. Hecho esto, aplique el algoritmo austero a esta ordenacién, y compruebe que se
utilizan exactamente k colores.

Pero lector, observe que la ordenacion de los vértices del argumento anterior, tan eficaz
ella, viene dictada por una coloracién 6ptima, que es justo lo que pretendemos obtener del
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8 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

30. una éptima ordenacion. . . haberla,

algoritmo. Asi que el argumento es pura prestidigitacién
hayla, pero no hay manera de saber cudl es.

Bueno, en realidad si que hay un procedimiento para obtener la ordenacién éptima (o
una de ellas), que consiste en considerar cada una de las posibles y aplicar una y otra vez el
algoritmo austero, hasta encontrar la fetén. Pero si el grafo tiene n vértices, hay n! posibles
ordenaciones y, a estas alturas, ya sabemos que. ..

En los dos ejemplos que siguen se aprecia cuan sensible puede ser el algoritmo, en términos
de eficacia, a la ordenacion de vértices elegida.

EsemMpLO 10.2.2  Consideremos el grafo del cubo Q3.

Recordemos que Q)3 es un grafo bipartito, y que por tanto su nimero cromatico es 2. Para
las dos siguientes ordenaciones, el algoritmo austero utiliza:

4 colores 3 colores

Aunque para la siguiente ordenacién de vértices el algoritmo austero es todavia maés eficaz,
pues utiliza tnicamente 2 colores, el minimo posible:

L)

EjempLO 10.2.3  Consideremos un grafo bipartito con 2n vértices en el que cada vértice de
la izquierda estd unido a todos los de la derecha excepto al que se sitia justo enfrente.

A la derecha exhibimos dos posibles ordenaciones

de los vértices. Para la primera ordenacién (impares :‘\}}‘,’7{/’ i Zi;
para los vértices de la izquierda, pares para los de la 3 .E‘\ﬁ{{,’g nt3
derecha), el algoritmo austero utiliza n colores, como el " 4

lector puede comprobar sin esfuerzo. Para la segunda

ordenacion, sin embargo, el algoritmo sélo emplea dos

colores, que por cierto es el mejor resultado posible, ’ o 2 N F n
pues el nimero cromatico del grafo es 2. La diferencia

entre una y otra ordenacién es enorme, si tomamos n muy grande. &

Aunque en general no seamos capaces de determinar cual es esa ordenacién 6ptima de los
vértices, podemos dar unas indicaciones razonables de cémo ordenar los vértices. Veamos.
En el paso k del algoritmo, para colorear v; habra un cierto nimero de colores prohibidos;

3081 no sofista, directamente.
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10.2. Coloreado de grafos 9

ese numero dependera de cudntos de los vecinos de vg hayan sido ya coloreados, y de cudntos
colores se hayan empleado en ellos. Asi que, por un lado, ese niimero de colores prohibidos
no puede ser mayor que el grado de vg. Por otro lado, podria ocurrir que los k — 1 vértices
ya coloreados llevaran colores distintos, y que ademas todos ellos fueran vecinos de vg. Esto
nos dice que

(%) # {colores prohibidos en v} < min {gr(vy),k — 1}.

Si pretendemos que el algoritmo austero utilice “pocos” colores, convendra que el nimero
de colores prohibidos en cada paso sea pequeno. En el minimo que aparece a la derecha
en (%), una parte, k — 1, va aumentando (inexorablemente) con el flujo del algoritmo. La otra
componente, grado(vy), depende de cémo hayamos ordenado los vértices. Suena razonable,
pues, colocar los vértices de mayor grado al principio, justamente para “neutralizar” esos
grados altos aprovechando que hay pocos vértices ya coloreados; y situar al final los de
menor grado, para compensar que en esas ultimas etapas el nimero de vértices anteriores
es elevado. Lector, lo anterior no deja de ser un (juicioso) consejo: no garantiza obtener
coloraciones éptimas, y en algunos casos es hasta inaplicable, como en los dos ejemplos
anteriores, que eran grafos regulares (todos los vértices con el mismo grado).

Casi el mismo argumento permite obtener una cota para el ntimero cromatico del grafo.
Basta observar que

min{grado(vx), k — 1} < grado(v) < A(G),

donde A(G) es el grado maximo en el grafo G. Asi que (%) nos dice que el nimero de colores
prohibidos en cada paso es, a lo sumo, A(G), y que, por tanto:

Proposicién 10.2.4 Sea G un grafo y sea A(G) su mdximo grado. Entonces el algoritmo
austero utiliza a lo sumo A(G) + 1 colores, y por tanto

X(G) < A(G) +1.

No estd mal: del algoritmo austero, que en principio trataba tinicamente de sistematizar
el proceso de coloreado, obtenemos una conclusién sobre una caracteristica intrinseca del
grafo, como es su nimero cromaético.

La cota de la proposicién 10.2.4 mejora, en general, la acotacién trivial x(G) < |[V(G)|.
Aunque habitualmente seguird siendo excesiva, como en el grafo bipartito del ejemplo 10.2.3,
cuyo nimero cromatico es 2, mientras que A(G) =n — 1.

Con alguna condicion adicional, podemos mejorarla ligeramente.

Proposicién 10.2.5 Si G es un grafo conexo con mdzximo grado A(G), y al menos un vérti-
ce w tiene gr(w) < A(G), entonces

X(G) < A(G).

Observe el lector que para esta mejora de la proposicién 10.2.4 hemos anadido las con-
diciones de que G contenga un vértice de grado no méximo, y que sea conexo. El resultado
es ligeramente mas general. Si G es un grafo completo, o si G es un grafo circular con un
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10 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

nimero impar de vértices, se tiene que x(G) = A(G) + 1. En 1941, Brooks probé que si G es
conexo, y no es ninguno de los dos casos anteriores, entonces x(G) < A(G). Véase también
el ejercicio 10.2.6. No daremos aqui la prueba del teorema de Brooks, pero si la:

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 10.2.5. Suponga- Vn_so1
mos que tenemos n vértices y digamos que w tiene grado
s < A(G). Ordenamos los vértices situando a w en la
dltima posicion, w = v,, para poder sacar partido de su
menor grado. Los s vecinos de w precederan a éste en
el orden establecido (vj—1,...,Un—s). Después, conside-
ramos los vecinos de v,_1 que no hayan sido ya ordena-
dos, luego los de v,_o y asi sucesivamente. Como G es
conexo, al final tendremos una ordenacién de todos los
vértices. Aplicamos ahora el algoritmo austero: en cada
paso estaran prohibidos los colores usados en los veci-
nos anteriores. Pero todos los vértices (excepto w) tienen
algin vecino posterior, asi que #{vecinos anteriores} < A(G) — 1, para todo v # w. Para w,
es el grado el que es estrictamente menor que A(G). En total, en cada paso hay, a lo sumo,
A(G) — 1 colores prohibidos. Por tanto, con A(G) colores bastara para colorear. [ |

10.2.3. Polinomio cromatico

No s6lo interesa saber si se puede colorear un grafo con k colores, sino también de cuantas
formas3! se puede colorear. La primera cuestién queda resuelta en cuanto se conoce el nimero
cromético, x(G): si k > x(G) podremos colorear el grafo con k colores, y si k < x(G), serd
imposible colorear el grafo con k colores. Dedicamos esta seccién a la segunda cuestion y a
algunas de sus conexiones.

Aqui, como queremos contar y calcular, conviene que los colores sean numeros, y qué
mejor que los nimeros de 1 a k. Dado un grafo G y para cada entero k£ > 1, llamamos

Pg (k) = # {coloraciones distintas de G usando los colores de la coleccién {1,...,k}},

teniendo en cuenta que no es nmecesario usarlos todos. Pg es una funciéon de k; enseguida
(en la seccién 10.2.5) veremos que es un polinomio en k, al que nos referiremos como el
polinomio cromatico de G:

Po(k)=> a; k.
J

Note el lector cudn arteramente hemos dejado sin precisar los limites de la suma anterior.
El ndmero de sumandos, y de hecho los coeficientes (a;), como asimismo veremos en la
seccion 10.2.5, contienen informacion relevante sobre la estructura del grafo.

Observemos, para empezar, que como un isomorfismo entre grafos traslada coloraciones
de uno en coloraciones del otro, los polinomios cromdticos deben coincidir: es decir, si G 'y G’
son dos grafos isomorfos, entonces Pg (k) = Pgr(k), para cada entero k > 1.

31 Combinatorios estamos, Sancho.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —30 de noviembre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



10.2. Coloreado de grafos 11

Puesto que, como hemos indicado, podemos tratar listas con restricciones usando el len-
guaje de grafos coloreados, el polinomio cromético nos permitira contar listas con restric-
ciones. Asi, si hemos formado un grafo G con n vértices y con aristas que codifican las
restricciones, Pg (k) nos informa del nimero de listas

» de longitud n con repeticién permitida con los simbolos {1,...,k};

» y tales que si {7, j} € A(G), en las posiciones ¢ y j de la lista usamos simbolos distintos.

Este lenguaje de los polinomios crométicos permite co-

dificar eficazmente calculos con el principio de inclusién/ex- /T\\
AN AN AN AN AN

clusion. Supongamos, por ejemplo, que queremos contar el A
nimero de n-listas con k simbolos que cumplen las restriccio- L L] 1]
nes que representamos simbdlicamente a la derecha (distintos bz s 1 notn
simbolos en las posiciones primera y segunda, en la segunda y n 2

tercera, etc., y asi hasta las dos ultimas posiciones; ademas, la n—1 3
primera y tultima posiciones deben llevar simbolos distintos). 4

Dibujamos también el grafo correspondiente, que resulta ser
un grafo circular C,. El recuento de estas listas no se puede
usar directamente la regla del producto, justamente por esa ltima e inconveniente restriccion
entre la primera y la tltima posicién. El principio de inclusién/exclusién requiere considerar n
conjuntos (uno por arista) de n-listas: las n-listas con el mismo simbolo en las dos primeras
posiciones, las que tienen el mismo simbolo en segunda y tercera, etc.; para luego restar del
total de listas, k", los tamafios de todos estos conjuntos, sumar luego los de las intersecciones
dos a dos, etc. Procedimiento altamente téxico, avisamos.

Pero, con ayuda del lenguaje y los algoritmos que vamos a presentar a continuacién,
descubriremos (ejemplo 10.2.9) que la respuesta que buscamos, que no es otra que Pg, (k),
el valor del polinomio cromatico de C), en k, viene dada por la siguiente sencilla férmula:

Pe, (k) = (k=1)" + (=1)"(k = 1).

El asunto parece merecer la pena.

En el resto de apartados de esta introduccién presentaremos algunas observaciones gene-
rales sobre polinomios cromaéticos, sobre su calculo en algunos casos particulares, y sobre los
polinomios cromaticos de algunas familias de grafos especialmente representativas. En la sec-
cién 10.2.4 daremos una regla de recurrencia/célculo de polinomios cromaticos. Finalmente,
la seccién 10.2.5 contiene el analisis del polinomio croméatico como objeto matematico en si,
en particular de la informaciéon que encierran sus coeficientes.

A. Polinomio cromatico y niimero cromatico

El polinomio cromaético se pregunta por cuantas coloraciones hay, y el niimero cromatico
si hay alguna, asi que cudl es el nimero cromético debe quedar recogido dentro del propio
polinomio cromaético. Veamos.

1) Con menos de x(G) colores no podemos colorear el grafo, asi que Pg(k) = 0si k < x(G).
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12 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

2) Con exactamente x(G) colores se puede colorear el grafo de, al menos, una forma; por
tanto, Po(x(G)) > 1.

3) Digamos, por iltimo, que para un cierto grafo G ya conocemos Pg(k), el nimero de
coloraciones distintas con k colores. Anadimos ahora algunos colores mas: digamos que la
paleta consta de k' > k colores. Es evidente que con esos k' colores tendremos todas las
coloraciones con k, y algunas mas. Es decir, que Pg(k) es una funcién creciente:

si k < K, entonces Pg(k) < Pg(K').

En particular, a la vista de 2), Pg(k) > 1 para k > x(G).

El aspecto de un polinomio cromatico genérico se muestra
a la derecha. El niimero cromatico x(G) del grafo es el menor
valor entero de k en el que Pg(k) no se anula (el de la figura
tiene nimero cromético 5). Aunque, claro, este procedimiento
de célculo de x(G) requiere conocer Pg(k), que es un objeto
en principio més complicado.

12 3 4 5 6 7 8 9
B. Subgrafos y polinomios cromaticos

Supongamos que H es un subgrafo abarcador de un grafo Gj; esto es, H tiene los mismos
vértices que G y algunas de sus aristas (o quizas todas). Disponemos, ademads, de k colores.
Toda coloracién de G con esos k colores es también una coloracion legal de H, pues H
contiene, en principio, menos aristas (restricciones) que G. De manera que, para cada k > 1,

Pg (k) < Py(k) si H es subgrafo abarcador de G.

Lector, lea bien el sentido de esta desigualdad: el grafo “pequeno” (el subgrafo) es el que
tiene maés coloraciones, pues contiene menos aristas y por tanto es mas facil de colorear.
Avisamos, por cierto, de que el resultado no tiene por qué ser

cierto para un subgrafo cualquiera: ser abarcador es imprescindible. G & H Q/Q
En la figura de la derecha, H es subgrafo de G, pero no es subgrafo

abarcador. Sus respectivos polinomios cromaticos son
Pg(k) =k(k—1)(k —2) y Py(k)=k(k—1).

Asi que, si k es suficientemente grande, Pg(k) > Pg(k), que va en sentido contrario a la
desigualdad anterior. La razén es que ahora sigue siendo cierto que toda coloracién de G
induce una en H, pero podria haber muchas coloraciones de G que dieran lugar a la misma
en H.

Si G es un grafo con n vértices, entonces G es subgrafo abarcador del grafo completo K.
Por otro lado, el grafo vacio N,, es subgrafo abarcador de G. De lo que se deduce la siguiente
desigualdad general:

kE(k—1)(k—2)---(k—n+1) < Pg(k) < k" para cualquier k > 1.

Vea el lector, en el ejemplo 10.2.4, el calculo explicito de los polinomios crométicos de grafos
completos y vacios.
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10.2. Coloreado de grafos 13

C. Coloraciones usando todos los colores

Antes de entrar en el cdlculo en si de polinomios cromadticos, resolvemos una cuita que
seguramente estara rondandole al lector. Dado un grafo, con Pg(k) denotamos el nimero
de coloraciones distintas de G si disponemos de k colores, con el anadido de que no es
imprescindible usarlos todos. Si por ejemplo el grafo contiene tres vértices, y disponemos
de veinte colores, es evidente que no podremos usarlos todos, pero tiene todo el sentido
preguntarse por cudntas coloraciones son esa paleta de colores hay.

Pero también resulta natural preguntarse por cuantas coloraciones de un grafo hay en las
que se usan exactamente k colores. Por ejemplo, en relacion con la interpretacion del coloreado
como particiéon en bloques que esbozamos al principio de esta seccién: una coloracién general
divide los vértices en bloques (sin aristas dentro de ellos), pero no sabemos en cuéntos hasta
no conocer cuantos colores se usan realmente.

Llamemos

Qc(k) = # {coloraciones de G usando todos los colores de la coleccién {1,...,k}}.

De Qg (k) podemos decir, de inmediato, que vale 0 si k& < x(G), como en el caso de su
hermano cromético Pg(k); pero, atencién, también vale 0 si k > |V(G)|, por la simple razén
de que no se pueden usar mas colores que vértices.

Ademas, no estd claro que ahora la funcién Qg (k) sea creciente, es decir, que a més
colores, méas posibilidades de coloreado. Veamos un ejemplo. Digamos que el grafo es un Ls,
con sus vértices etiquetados con {v1,...,vs}. Observe, lector, que Q. (5) = 5! = 120, pues
si tenemos 5 colores, y hay que usarlos todos, deberd ir uno distinto en cada vértice, y en
ese caso las incompatibilidades recogidas en las aristas del grafo son irrelevantes. Calculemos
ahora Qr.(4): un color menos, ;jmenos coloraciones? Veamos. Si hay que usar cuatro colores
en cinco vértices, uno deberd ir repetido. Tenemos 4 posibilidades de escoger el color que
se repite. Digamos que ese color repetido es el rojo. Decidimos ahora qué dos vértices van
de rojo; observe, lector, que no pueden ser vértices consecutivos, por la estructura del grafo,
y convénzase de que hay 6 posibles elecciones. Finalmente, para los tres vértices restantes,
como se usan tres colores distintos, tenemos 3! = 6 posibles asignaciones. Esto da un total
de 4-6 -6 = 144 coloraciones. . . jque son mas que las que tenfamos con cinco colores!

Viene bien haber hecho este pequeno ejemplo para ilustrar cémo el célculo de Qg(k)
puede ser bastante complicado. Compérese con el correspondiente cédlculo de Pr,(k), que,
adeldntandonos un poco al ejemplo 10.2.4, resulta valer k(k — 1)*, pues si tenemos k colores
hay k posibilidades para colorear el vértice v, luego k — 1 para el vo, otras k — 1 para vs,
etc.; la regla del producto hace el resto.

Sin embargo, podemos dar una férmula explicita de Qg (k) en términos del polinomio
cromético Pg(k), de manera que no es necesario desarrollar un andlisis especifico de esta
nueva funcién. ;Cudl es esa formula? Reconozca, lector, que lo primero que le viene a la
cabeza es: si tengo que usar exactamente k colores, cuento coloraciones con hasta k colores,
v luego le resto las coloraciones que usan hasta k — 1 colores. Esto es,

Qa(k) = Pa(k) — Pa(k —1).
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14 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

Pues no, la férmula anterior no es cierta. La razén (una de ellas) por la que no es cierta es que
del paso de los k a los k — 1 colores habria que elegir, al menos, qué color se descarta, jno?

Vamos a argumentar al revés: partimos de las coloraciones de GG con una paleta de k
colores, por ejemplo {1,...,k}. Podemos clasificar estas coloraciones en funcién del nimero
exacto de colores que utilizan: con (exactamente) un color, con (exactamente) dos colores,
hasta las que usan exactamente k colores. Analizamos ahora una de esas clases, digamos aque-
llas coloraciones en las que se usan exactamente j colores de la paleta original. Para contar
cuantas hay elegimos, primero, qué j colores se usan (hay (’;) posibilidades), para luego con-
tar cuantas coloraciones con esos j colores hay; este niimero es lo que hemos llamado Qa(j).
Esto nos dice, tras la pertinente aplicacién de la regla de la suma y del producto, que

Pol) =3 (’“) Qali).

=1 M

Observe, lector, que la suma anterior empieza en realidad en j = x(G). Y luego note (con
alborozo) que la expresion anterior, que liga las sucesiones Pg(k) v Q¢(k), se presta a ua
(palmaria) aplicacién del procedimiento de inversién binémica que describimos en el aparta-
do 5.1.7. En particular, usando el corolario 5.1.26, deducimos inmediatamente que:

Proposicion 10.2.6 Dado un grafo G,

k
Qua(k) =" (’“) (—1)F Pa(j).

=1
Como antes, la suma empieza en realidad en j = x(G).

Como ejemplo de aplicacién de la proposicién 10.2.6, retomamos el célculo de Q. (4) y de
Q1. (5) que antes hicimos con argumentos combinatorios. Aceptando que Py. (k) = k(k—1)*,
y usando que x(Ls) = 2, tenemos que

Q. (4) = Po(t) - (;f) Pa(3) + (;‘) Po(@)= (43 4. (324 +6- (2. 1%) = 144,
Qs0) = Pato) — () Pot)+ §) Pe) - () Pot2) = -+ = 120

D. Caélculo de polinomios cromaticos

El lector habra sabido valorar en su justa medida las generalidades sobre polinomios
crométicos vistas hasta aqui. Bien, muy interesantes. Pero si lo que pretenden (nos espetard)
es resolver una cuestiéon combinatoria (cudntas listas hay tales que...) con este lenguaje, lo
minimo exigible es que nos provean (nos exigira) de cierta técnica para calcular explicitamente
polinomios crométicos.

Vamos con ello. Avisamos, antes de empezar, que el calculo del polinomio cromético de
grafo general es un asunto complejo desde el punto de vista computacional. Si no lo fuera,
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10.2. Coloreado de grafos 15

por ejemplo, entrariamos en flagrante contradiccion con la afirmacién de unas péginas atras
al respecto de que el calculo del nimero cromatico era también complicado.

En ocasiones, no muchas, el polinomio cromatico del grafo se calcula por simple aplicacion
de la regla del producto.

EJEMPLO 10.2.4 Los polinomios cromdticos de grafos lineales L.,,, completos K,,, vacios N,
y de drboles.

Consideremos, para empezar, el grafo lineal L,,, digamos que con n > 2 vértices. Hay k
colores. El grafo estda etiquetado, con los nimeros de 1 a n, por ejemplo de izquierda a derecha
en ese imaginario dibujo que el lector tiene ahora mismo en mente. Arrancamos el recuento: k
posibilidades para el primer vértice, k — 1 para el segundo (esta prohibido utilizar el color que
hayamos asignado al primer vértice), de nuevo k — 1 para el tercero (ahora no es elegible el
color asignado al segundo vértice), etc. La conclusion, via regla del producto, es que si n > 2,

P (k) = k(k—1)"!

y que, por tanto, x(L,) = 2, como ya sabfamos, pues el polinomio se anulaen k =0y k = 1,
pero ya no en k = 2.

Un recuento similar nos da el polinomio de un grafo completo K,, con n > 1 vértices: k
posibilidades para el primer vértice, k — 1 para el segundo (un color prohibido), k — 2 para el
tercero (pues estdn prohibidos los colores —distintos — usados en los dos vértices anteriores),
etc., de manera que

| P, (k) = k(k —1)(k—2)--- (k—n+1)]

que coincide, como debe ser, con el nimero de n-listas sin repeticién que se pueden formar
con k simbolos. Como n es el primer entero en el que este polinomio no se anula, x(K,) = n.

Por 1ltimo, para el grafo vacio N,, como no hay aristas, no tenemos colores prohibidos
para colorear los vértices, por lo que

Py, (k) = k"

un resultado que parafrasea el bien conocido de que hay k™ n-listas con repeticién permitida
formadas con k simbolos, o que el nimero total de aplicaciones de un conjunto con n elementos
en otro con k elementos es k™. Por cierto, de la expresién del polinomio cromatico deducimos
de nuevo que x(N,,) = 1.

Consideremos, por ultimo, un arbol G con n vértices. Fijemos uno cualquiera de esos
vértices como raiz, véase la seccién 9.2. Desde la raiz, partimos los vértices en generaciones.
Como podemos usar el mismo color en toda una generacién, y como cada dos generaciones
podemos repetir colores, podemos usar k colores para la raiz y kK — 1 para cada uno de los
vértices de la generaciones siguientes. Tenemos asi que

Po(k) =k(k—1)"""

si G es un arbol con n vértices. El caso G = L,, es sélo un caso particular. &
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16 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

Note el lector cémo este ultimo ejemplo permite obtener una cota general para polinomios
crométicos de grafos conexos. Si G es un grafo conexo con n vértices, tiene (al menos) un
arbol abarcador con esos mismos n vértices (seccién 9.2.2). Y por tanto, si G es conexo,
apelando al argumento sobre subgrafos abarcadores visto antes,

Po(k) < k(k—1)" L

Los grafos conexos, al tener (varias, bastantes, las suficientes) aristas, no admiten todas las
posibles coloraciones, lo que se traduce en la cota anterior, que afina mas que la general
P (k) < k™, vélida para todo grafo con n vértices, conexo o no.

Supongamos ahora que el grafo no es conexo. Digamos, para empezar, que G consta de
dos componentes conexas, GG1 y Go. Como no hay aristas entre vértices de las componentes GG1
y (9, las coloraciones de las dos componentes son “independientes”. El recuento total pasa
por calcular, por separado, el niimero de coloraciones con k colores de G; y de Ga, para
después, aplicando la regla del producto, concluir que

Pa(k) = Pe, (k) - Pa, (k) -

La extension a varias componentes conexas es directa:

Lema 10.2.7 5@ G tiene r componentes conexas, digamos G1,...,G,, entonces
Po(k) = Pay (k) - Pg, (k).

Como aplicacién directa del lema 10.2.7, tenemos que si G es un bosque (esto es, un grafo
sin ciclos) con n vértices y t componentes conexas, su polinomio cromético es

Pa(k) = k'(k — 1),

pues cada arbol G; que lo conforma aporta un factor k(k — 1)1, donde n; es el niimero de
vértices que pertenecen a este arbol particular.

A continuacién tratamos dos situaciones particulares, pero (relativamente) frecuentes, en
las que el grafo en cuestién estd formado por dos grafos que tienen en comtn, bien un vértice,
bien una arista (y sus dos vértices), claro.

Llamemos GeH al grafo formado por dos grafos G y H que comparten tinicamente un
vértice v; y denotemos por GoH al grafo formado por los grafos G y H que comparten
exactamente una arista, por ejemplo, la arista (v, w). Nos gustarfa escribir los polinomios
cromaticos de los grafos GeH y GoH en términos de los polinomios de G y de H.

G@H G H Gq)H

G H
;,Cémo ;
comparar? ;Cémo v v
-~ comparar?
PR
w,
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10.2. Coloreado de grafos 17

Proposicion 10.2.8 Con la nomenclatura anterior,

W Py = Oy Rt = TR

Antes de probar este resultado, y como ilustracién de su uso, vemos un par de ejemplos:

EJeEmMpPLO 10.2.5 Volvemos a la cuestion del ejemplo 10.2.1. Ahora se trata de calcular
cuantos horarios distintos se pueden confeccionar.

Toda la informacion sobre las asignaturas y las incompatibilidades se
recogia en el grafo “aspas de molino” que dibujamos a la derecha. Como
el grafo consta de cuatro tridngulos que comparten entre si un tnico
vértice, aplicamos reiteradamente la parte a) de la proposicién 10.2.8
para obtener que

[k(k — 1)(k —2)]* _
k3 N
Este calculo se puede hacer también directamente: primero, hay k posibilidades para colorear

el vértice central. Una vez coloreado éste, hay (k —1)(k — 2) posibilidades para colorear cada
par de vértices que son extremos de un aspa. En total, k(k — 1)*(k — 2)*. &

Pa(k) = k(k— 14k —2)*.

EsempLO 10.2.6 El polinomio cromdtico del grafo de “El indomable Will Hunting”.

En una escena de la pelicula se calculaba,
en animada e ingenua recreacion del proceso de
descubrimiento matematico, el polinomio cro-
matico del grafo que aparece dibujado en la
pizarra en el fotograma, que estd formado por
cuatro tridngulos que comparten tres aristas.

Simulando la acciéon de la pelicula, llame-
mos (3 al grafo que contiene tres tridngulos
(por ejemplo, el que se obtiene quitando el de
la esquina inferior izquierda), Go el que tiene :
dos tridngulos (quitamos los dos de las esquinas inferiores) y, finalmente, G al del tridngu-
lo. El polinomio cromético de Gy es, simplemente, Pg, (k) = k(k — 1)(k — 2). Aplicando la
parte b) de la proposicién 10.2.8, obtenemos, sucesivamente, que

_ Poy(R)[k(k = 1)(k =2)] _ Pa,(k) [k(k = 1)(k =2)] _ P (k) [k(k = D)(k = 2)]*

Pe(k) kk— 1) k(k — 1)]2 [k(k — D

Sélo queda tachar, con cierta teatralidad (tal como sucedia en la pelicula), los factores co-
munes arriba y abajo para deducir que Pg(k) = k(k — 1)(k — 2)*.

Alternativamente, podemos organizar el calculo del polinomio cromético coloreando pri-
mero el tridngulo interior, de k(k — 1)(k — 2) maneras, para luego observar que cada vértice
exterior se puede colorear de k — 2 maneras, sea cual sea la coloracién usada en el triangulo
interior, dando asi un total de k(k — 1)(k — 2)* posibles coloraciones del grafo en cuestién. &
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18 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 10.2.8. a) Observamos primero que, dado un grafo F,
un conjunto de colores {1,...,k} y un cierto vértice v del grafo, se tiene, argumentando con
que los colores son intercambiables, que

Pr(k)
T

Aqui, la eleccién de color 1 para v es arbitraria; podriamos haber tomado cualquier otro.

# {coloraciones de F' con {1,...,k} en las que v recibe el color 1} =

Consideramos ahora los grafos GeH, G y H, y sus respectivos polinomios cromaticos. El
nimero de colores k estd fijo. Tomamos uno de ellos, digamos el verde. Hay una proporcion
Pgeor(k)/k de coloraciones del primer grafo que le asocian el color verde al vértice v. Y
también hay sendas proporciones Pg(k)/k y Py (k)/k de coloraciones de G y H en las que v
va de verde. Sélo éstas “mezclan” bien para dar lugar a una coloraciéon de GeH con v pintado
de verde. La conclusion es que

Pear(k) _ Pa(k) Pu(k)
K k ko

lo que nos da el resultado.
b) Para la segunda parte, observamos que si tenemos un grafo F', unos colores {1,... k}
y consideramos una arista (v, w) del grafo, entonces

#{ coloraciones de F' con {1,...,k} en las que v } _ Pr(k)
recibe el color 1y w recibe el color 2 o k(k-1)"

De nuevo, en lugar de 1 y 2, podriamos haber elegido cualquier otro par de colores. Y ahora,
como antes, fijamos dos colores (distintos), verde y azul, y contamos por un lado la proporcién
de las coloraciones de GoH que asignan verde a v y azul a w, y por otro, la proporcién de
coloraciones de G y H con esa misma asignacion de colores a los vértices comunes, que son
las tinicas que se pueden fundir para dar una coloracién del grafo GoH. Complete los detalles
el lector. Y revise, si lo desea, la generalizacién del ejercicio 10.2.17. |

Pero ni el recuento directo con la regla del producto, ni los trucos de separacién de la
proposicién 10.2.8, permiten resolver el siguiente (muy relevante) ejemplo.

EJjempPLO 10.2.7 El polinomio cromdatico del grafo circular Cy: comienzan las dificultades.

k — 1 posibilidades Intentamos, como en los ejemplos anteriores,

k posibilidades (un color prohibido) contar directamente, aplicando la regla del pro-
' ' ducto. El dibujo de la izquierda muestra el proce-

v1 v2 so, en el que vamos calculando las posibilidades

a nuestra disposicion en los sucesivos vértices. Al

llegar al ultimo vértice nos encontramos con una

V4 v dicotomia que no permite completar el argumen-

/ t o to. Esto ya lo vimos en el ejemplo 2.2.7, aun-

idepende de cémo k=1 posibilidades que alli nos ocupaba el lenguaje de las listas con
hayamos coloreado v1 y v3! (un color prohibido) . .

prohibiciones, y resolvimos el entuerto pasando

al complementario y utilizando el principio de inclusién/exclusién en su forma general; o

utilizando la regla de la suma (véase el comienzo de la seccién 2.3). )
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10.2. Coloreado de grafos 19

10.2.4. Recursién/algoritmo “come-aristas”

Oiga, reclamard el lector. jOigal, insistira??. Introducen este lenguaje de los polinomios
cromaticos, nos prometen maravillas, resuelven un par de ejemplillos de poca monta, para los
que por otra parte no hacia falta nada de esto, pues se trata tnicamente de aplicar la regla
del producto, y en cuanto empiezan las dificultades, como en el caso del Cy, nos encargan’?
que repasemos un par de argumentos combinatorios de hace un millén de paginas.

Tregua, querido lector. Repase®® el argumento de la seccién 2.3 sobre el niimero de 4-listas
que no tenian simbolos consecutivos iguales y tales que el primer y ultimo simbolo también
eran distintos. Alli consideramos dos casos: en uno, las posiciones primera y tercera llevaban
el mismo simbolo, y en el otro, simbolos distintos. Y los interpretdbamos, en un caso, como
si una unica posiciéon englobara a la primera y a la tercera, y en el otro, como si tuviéramos
una restriccién adicional.

En el lenguaje de los grafos, construir las 1 2 1=3 2 1 2
citadas listas es lo mismo que colorear un gra-
fo Cy. Las listas en las que las posiciones 1
y 3 llevan el mismo simbolo se obtendrian 4 3 4 4 3
coloreando un grafo lineal con tres vértices, y las listas con simbolos distintos en esas dos
posiciones, coloreando un Cy al que anadimos una de las diagonales. El dibujo de la derecha,
que ha de entenderse como una manera simbdlica de expresar igualdades entre polinomios
cromaticos, significa que las coloraciones de Cy4 son aquéllas en las que 1 y 3 tienen el mismo
color (y, por tanto, son coloraciones del primer grafo a la derecha del signo de igualdad), y
aquéllas en las que 1y 3 llevan distinto color (y, por tanto, son coloraciones del segundo grafo
a la derecha del signo de igualdad).

Vamos a extender esta idea a una situacién general. Sea un grafo G; nos fijamos en una
arista suya, a € A, que senalamos en el dibujo:

V2 V4 Ve
O
v Us
G U3
vr
a
U8
1 ’Ul(\o/
V9

Formamos ahora el grafo G\ {a} quitando esa arista:

V2 V4 Ve

Y consideramos el grafo, que llamaremos G, que se forma identificando los vértices unidos

32Por si estamos a otra cosa.
33Sutil invitacién.
34 Ahora la invitacién no es sutil.
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20 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

por la arista a. Si, como ocurre en el ejemplo entre vy y el nuevo vértice vg = v1g (vg y V10
estaban ambos unidos a vg en () apareciese una arista doble, nos quedamos con una simple:

V2 V4 Vs

O vg
Fijamos k colores y damos por calculados P (k), Pa\(a} (k) vy P, (k). Partimos las posibles
coloraciones de G \ {a} como sigue:

Coloraciones Coloraciones de G \ {a} con k Coloraciones de G \ {a} con k
# de G\ {a} = # colores que llevan colores + # colores que llevan el mismo
con k colores distintos en los extremos de a color en los extremos de a

Observemos ahora que las coloraciones de G'\ {a} que llevan colores distintos en los extremos
de a son coloraciones vélidas para G (en G tenemos una prohibicién mds, la que impone la
arista a; pero una coloracién de éstas respeta esta prohibicién). Y las coloraciones de G\ {a}
que llevan el mismo color en los extremos de a son asimismo coloraciones validas para G,
donde los dos vértices son en realidad el mismo. Asi que

con k colores con k colores con k colores

#{ Coloraciones de G \ {a} } _ #{ Coloraciones de G }+ #{ Coloraciones de G, } .

Es decir,
Po{ay (k) = Pe(k) + Pa, (k) -

O, como resulta conveniente escribir:

Lema 10.2.9 (Recurrencia de polinomios cromdticos) Sea G un grafo y sea a una
arista cualquiera del grafo. Entonces,

Pa(k) = Pey\{ay (k) — Pa, (k).

Interpretamos esta identidad como una recurrencia para polinomios cromaticos pues tan-
to G, como G\ {a} tienen una (o mas) aristas menos que G. Sacaremos jugo, mucho, de esta
identidad, en el andlisis de las propiedades de (los coeficientes de) polinomios crométicos en
el apartado 10.2.5.

Y también se puede transformar en un procedimiento de cédlculo del polinomio cromati-
co Pg(k) de un grafo G. Este algoritmo, al que nos referiremos como el algoritmo come-
aristas, por razones que se haran evidentes en un momento, va como sigue: seleccionamos
una arista del grafo G, digamos a, y escribimos Pg(k) en términos de P\ (q3(k) v Pa, (k),
como arriba. Ahora, en el grafo G\ {a} seleccionamos una arista, digamos b, y escribimos
Pe fa) (k) en términos de P fay)\ (o} (k) ¥ P\ {a}), (k). En el grafo G, hacemos algo anélogo.
Y asi sucesivamente. El proceso termina cuando los grafos que van apareciendo no tengan
aristas, pues los polinomios cromaticos de grafos vacios son conocidos.
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10.2. Coloreado de grafos 21

En la practica, querido lector, el proceso se puede parar antes si por el camino aparecen
grafos cuyos polinomios crométicos ya sean conocidos.
Consideremos, por ejemplo, el grafo de la izquierda. Con la notacién simboli-

ca explicada antes para expresar igualdades entre polinomios cromaticos, po-
demos optar por aplicar (dos veces) la recursién como sigue (marcamos en

negrita las dos aristas sobre las que se aplica la recursion):

S OIG |

Esto nos dice que Pg (k) = Po,(k)—Pr,(k)+Pr,(k), y la cuestién queda resuelta a falta de
disponer de una férmula para P, (k). Como esta férmula aparecerd en breve (ejemplo 10.2.9),
damos por terminado el procedimiento.

Aunque también podriamos haber optado por hacer

€77l

que nos da que Pg(k) = kPc, (k) — 2P, (k), en la que sélo restaria conocer Pg, (k).

Observe, lector, que quizds el camino mas directo pasaria, tras observar que el grafo
es un tridngulo y un cuadrado que comparten una arista, por utilizar la parte b) de la
proposicién 10.2.8 para escribir que

Paty = T

= (k—2) Pe,(k),
que nos lleva en un periquete a la relacién obtenida con la aplicacién del algoritmo descrita
en el segundo esquema de arriba.

Por cierto, el grafo en cuestion parece estar “mas cerca”’ del grafo completo con cinco
vértices (cuyo polinomio cromaético es conocido) que del grafo vacio con cinco vértices, pues
en un caso le “faltan” cuatro aristas, y en el segundo le “sobran” seis. Cabria preguntarse si
no serfa mas conveniente transformar nuestro algoritmo de manera que, en lugar de eliminar
aristas, fuéramos anadiéndolas. Medite el lector sobre la cuestion.

Este algoritmo tienen un interés meramente teérico. Obsérvese, por ejemplo, que en cada
paso se va duplicando el nimero de grafos involucrados; impensable usarlo para un grafo
general con muchos vértices y aristas. Sin embargo, puede resultar 1til para resolver casos
sencillos, e incluso, concedemos, puede ser hasta entretenido®. Oiga, y si no se le ocurre otra
cosa para calcular el polinomio cromatico de un cierto grafo, no se prive de utilizarlo.

Pero al menos permite resolver un ejemplo especialmente relevante, que ronda desde hace
ya unas cuantas paginas, como es el de calcular el polinomio cromético de los grafos circulares.

35Lectores compitiendo animadamente por ver quién consigue elegir mejor las aristas que se van eliminando,
discutiendo si uno ha dibujado bien el grafo del paso cuarto, jeh!, sumaste mal ese signo, y tu te despistaste
aqui o alla. ..
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22 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

EJEMPLO 10.2.8  FEl polinomio cromdtico del grafo Cy.

Consideramos los siguientes grafos:

V1 V2 V1 V2 V1
Cy I:Ie Ci\ {e} (Ca)e I>@m =vs
Vg V3 Vg V3 V4

y aplicamos la regla de recurrencia para concluir que

Po,(k) = Pp, (k) — Poy (k) = k(k — 1)° — k(k — 1)(k — 2) = k(k — 1)(k* — 3k +3) .
&

EJEMPLO 10.2.9  FEl polinomio cromdtico de un C,,.

Argumentamos ya en general, para un grafo
circular C,. En el primer paso del algoritmo, como .
se muestra a la derecha, escribimos el polinomio N B
cromatico de C,, como el de L,, (que conocemos)

menos el de C,,_1. La aplicacién de la recurrencia ™ vertices n — 1 vértices
a C,_1 permite escribir su polinomio cromatico como el de un L,,_1 menos el de un C,,_s.
Repitiendo este proceso, obtenemos

Pe, (k) = Pr, (k) — Pe,_, (k) = Pr, (k) = [Pp,_, (k) — Pc,_, (k)]
= P, (k) = Pp, (k) + [P, ,(k) — Po, (k)]

== Y (1P (k) + (<) PP, (k).

Como los polinomios cromaticos de los grafos lineales y del grafo C's son conocidos, la formula
anterior permite resolver la cuestiéon. Aunque. ..

El siguiente truco, especifico para este ejemplo, nos llevard a obtener una expresién bas-
tante mas manejable. Escribimos

Pe, (k) = Pp, (k) = Pc, (k) = k(k = 1)"~" = Pe,_, (k)
=k -1+ 1)k -1)"" =P, (k)= (k= 1)"+ (k= 1)"" = P, (k)

donde, observe el lector, hemos sumado y restado 1 para llegar a la iltima identidad, que se
puede escribir como

P, (k) = (k =1)" = =[Pe, _, (k) — (k = 1)"71].
Resolvemos ahora esta regla de recurrencia de nuevo por iteracion,
Po, (k) = (k= 1)" = = [Pe, , (k) = (k = 1)"] = (=1)* [Pe,, , (k) — (k = 1)" 7]
— o= (1" [Py () — (k= 1))
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10.2. Coloreado de grafos 23

para obtener, recordando que Pg, (k) = k(k — 1)(k — 2), la anunciada férmula

Po, (k)| = (k= )"+ (=1)" 3 [k(k = (k= 2) — (k= 1)*] =[(k = )" + (-)"(k — 1)

Sin es par, el polinomio cromatico no se anula en k = 2, y si n es impar, si se anula en k = 2,
pero no en k = 3. Asi que, para n > 1, x(Cs,) = 2, mientras que x(Cop41) = 3. ' 3

EJEMPLO 10.2.10 El polinomio cromdtico del grafo rueda R,,.

El grafo rueda al que nos referimos tiene n + 1 vértices: n de ellos se
ubican como si de un C), se tratara, y el vértice adicional, que situamos
en el centro, tiene arista con los demds (como si fueran los radios de una
bicicleta). Véase la figura.

Note el lector primero que no hay manera de “separar” por ejemplo triangulos para aplicar
la proposicion 10.2.8. Pero observe que el vértice central es especial, pues el color que se use
en él no puede ser utilizado en ninguno de los restantes. De manera que, si elegimos el color
usado en ese vértice central (hay k posibilidades) y luego nos aseguramos de no usarlo més,
entonces lo que queda es colorear un C), aunque, eso si, con un color menos de los originales.
Es decir,

Pr, (k) = k- Po, (k= 1) = k [(k — 2)" + (1) (k — 2)],

sin mas que utilizar la férmula para para el polinomio cromaéatico de un C,, del ejemplo
precedente. &

Concluimos este apartado con un calculo adicional.

EJEMPLO 10.2.11 El polinomio cromdtico del grafo bipartito completo K 4, con p,q > 1.

Salvo en casos especialmente sencillos, como por ejemplo tomar p = 1 (que nos daria
un arbol), el calculo del polinomio cromatico de K, , no parece abordable con las técnicas
descritas antes: ni con recuento directo, ni con técnicas de separacion, ni tampoco con el
algoritmo recursivo. Inténtelo (hasta la desazdén) lector, y vea que no es posible.

Sin embargo, el hecho de que sea un bipartito completo nos permite el andlisis que sigue.
Disponemos de k colores. Llamemos U a uno de los conjuntos de vértices (el de tamano p) y V'
al otro. Observamos que todos los colores usados en U quedan automaticamente prohibidos
para V. Los vértices de U se pueden colorear usando (exactamente) entre 1 y p colores.
Llamemos (provisionalmente) A(p,m,k) al nimero de maneras de colorear los p vértices
de U usando exactamente m de los k colores disponibles. Clasificando las coloraciones del
grafo en funcién de ese valor m, podemos escribir que

P
Pr, (k) =Y Alp,m, k) - (k —m)",

m=1

pues si descartamos los m colores usados en U quedan k —m para colorear los g vértices de V'
ya sin restriccion alguna.

Para calcular A(p, m, k) necesitaremos, primero, elegir qué m colores se usan realmente
en el coloreado (de los k posibles), para luego, una vez fijados, pintar los p vértices con esos
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24 CaPiTULO 10. EL MUNDO DE LOS GRAFOS, PRIMERA PARTE

colores; es decir, partir los p vértices en m bloques (no vacios y numerados, pues cada uno se
corresponde con un color). Esta cuestién ya la tenemos resuelta: revise el lector la discusién
sobre aplicaciones sobreyectivas y niimeros de Stirling de la seccién 5.3.1, y en particular el
lema 5.3.1, y concluya que

p

Pr, (k) = Z <Z> m! S(p,m) (k —m)q.

m=1

La férmula anterior tiene, como ligero inconveniente, que los papeles en ella de p y ¢ no
parecen simétricos, cuando a la vista de la estructura del grafo si deberian serlo. Es sdlo
apariencia. Si por ejemplo usamos aquella identidad algebraica del lema 5.3.8, que entonces
enmarcamos en un problema de cambios de base entre polinomios, y que dice que

q
xq:ZS(q,n)x(az—l)-~-(az—n+1) para todo ¢ > 1,
n=1
y la usamos en la férmula anterior (sustituyendo el factor (kK —m)?), obtenemos que

k(k—1)--- (k—m+1) S(p,m) - (k—m)(k—m—1)--- (k—m—n+1) S(¢g,n)

NE
M=

Pg, (k) =
1

3
I
S
I

I
M*@
M=

st St () o

1n=1

3
I

Noétese cémo en esta férmula los papeles de p y ¢ son completamente intercambiables. Y
reconozca, lector, que es una férmula bastante inesperada. &

10.2.5. Coeficientes del polinomio cromatico

Como grafos isomorfos tienen polinomios crométicos idénticos, los coeficientes del polino-
mio cromatico deben codificar informacién intrinseca sobre la estructura del grafo. Conviene
advertir que no tanta como para caracterizarlo, pues hay grafos no isomorfos con el mismo
polinomio cromatico. Por ejemplo, como ya hemos visto anteriormente, todo arbol con n
vértices tiene como polinomio cromético a k(k — 1)"~. El estudio sisteméatico que iniciamos
ahora desvelara parte de la informacién que encierran los coeficientes.

Varias de las propiedades de los polinomios cromaticos que enunciaremos a continuacién
seran demostradas por induccién, apoyandonos en la recursion del lema 10.2.9, que relaciona
el polinomio cromatico de un grafo G con los polinomios cromaticos de G\ {a} y G4, que son
grafos que, recuerde el lector, tienen (ambos) menos aristas, y el segundo menos vértices.

Para estas pruebas por induccién argumentaremos sobre una matriz infinita cuyas co-
lumnas van etiquetadas con n = 1,2,..., que indica nimero de vértices, y cuyas filas llevan
etiquetas m = 0, 1,2, ... indicando nimero de aristas. En una casilla de coordenadas n y m
consideraremos que habitan® todos los grafos con n vértices y m aristas. Por ejemplo, en las

36 Algo apretujados.
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casillas de la primera fila estan los sucesivos grafos vacios NV,,, n > 1. No todas las casillas
de la tabla contienen grafos; de hecho, la columna rotulada con n sélo contiene grafos en las
celdas situadas en filas de indice m < (g)

Querremos probar que el polinomio cromatico de un grafo G situado en una casilla de
coordenadas n y m cumple tal o cual propiedad. El esquema de induccién (basado en la
recursién) consistird en probar ese enunciado a partir de que esa misma propiedad es verificada
por a) los polinomios cromaticos de todos los grafos ubicados en la casilla de coordenadas n
y m — 1 (que es donde vive G \ {a}); y b) los polinomios crométicos de todos los grafos
ubicados en las casillas de la columna n — 1 y filas de etiqueta < m — 1 (pues en cualquiera
de esas casillas puede ubicarse, en principio, G,). La induccién se completard si la propiedad
se verifica para unos casos iniciales, por ejemplo la fila m = 0.

Hay al menos dos maneras de recorrer la ta- n
bla que se ajustan a nuestro esquema inductivo 2
basado en la recursién del lema 10.2.9. Una de Ol 1|23 ]4|5) - |1
ellas consiste en recorrerla por filas. Es decir, su- 123 4|5] --- t
poner probado el enunciado para todos los grafos
de las filas con m < t, y deducir de ahi la pro-
piedad para un grafo en la fila m =t + 1. La
otra®’ consiste en recorrerla por diagonales; esto 4|5 . ¢ aqui, el grafo de interés
es, partir de la hipdtesis de que la afirmacién es
cierta para los polinomios cromaticos de todos
los grafos ubicados en casillas de coordenadas
n 4+ m < t, para concluir lo que queremos para |t—1| ¢
un grafo con n+m =t + 1. Véase la figura para
este segundo procedimiento y obsérvese que en
él pasamos a una induccién unidimensional, en la suma de nimero de vértices mas nimero
de aristas. Compruébese que, en ambos casos, los grafos G \ {a} y G, viven en la zona de la
hipétesis de induccién. Vamos, sin mas dilacién, con las propiedades del polinomio cromaético.
Empezamos, como corresponde, comprobando que:

1 2 3| 4 5 t

2 3 4 5 t |t+1

la hip6tesis de induccion,
hasta la diagonal

Lema 10.2.10 Dado un grafo G con n vértices, Pg(k) es un polinomio en k, de grado n,
monico, y con coeficientes enteros.

DEMOSTRACION. Recuerde, lector, que un polinomio es ménico si el coeficiente del término
de mayor grado es un 1.

Ponemos en funcionamiento el algoritmo come-aristas aplicado al grafo G. El resultado
es que podemos escribir Pg(k) como combinacién lineal de polinomios cromaticos de grafos
vacios Ny, para diversos valores de t; esto es, como combinaciones lineales de términos del
tipo a; k*, donde a; es el nimero que da cuenta de las veces que aparece (con signos + 6 —)
cada grafo vacio Ny en el resultado del algoritmo. Eso es, justamente, un polinomio en k.
Por la propia estructura del algoritmo, los a; son nimeros enteros. Ademas, los grafos vacios
que se obtienen al aplicar el algoritmo no pueden tener mas de n vértices (los que tiene el

37La tercera, por columnas, no es tan apropiada.
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propio (), asi que el grado de Pg(k) no puede ser mayor que n; de hecho, es justamente n,
pues aparece con seguridad (al menos) un grafo vacio con n vértices, que se corresponde con
la secuencia de pasos en las que se van eliminando todas las aristas y ningin vértice. En
realidad, solo puede aparecer una vez ese grafo vacio con n vértices, asi que el coeficiente
de k™ es un 1.

Una demostracién més formal procede por induccién: partimos de la hipdtesis de que,
para todo grafo G con |A(G)| < m se tiene que Pg(k) es un polinomio en k con coeficientes
enteros, de grado coincidente con el nimero de vértices de GG, y moénico. Sea H un grafo
cualquiera con m + 1 aristas y con, digamos, n vértices. Seleccionamos una arista a de H y
escribimos

Py (k) = P\ oy (k) — Pu, (k) -
Como H \ {a} tiene m aristas y n vértices, y H, tiene, a lo sumo, m aristas (y n— 1 vértices),
por hipdtesis de induccidn, los dos términos de la derecha son polinomios en k con coeficientes
enteros, y moénicos; uno es de grado n, y el otro de grado n — 1. Por lo tanto, Pg(k) es un
polinomio en k, de grado n, con coeficientes enteros, y el coeficiente de k™ es un 1. [ |

Consulte el lector el enfoque alternativo del lema 7?7, y también el del ejercicio 10.2.20.

Ahora ya podemos escribir que, si G tiene n vértices, su polinomio cromético es de la
forma

Po(k) =Y a; k7,
j=0

donde los ntiimeros «; son enteros, y o, = 1. Analizamos ahora esta sucesién de coeficientes
(g, 01, . ..,ap) y su relacién con diversas caracteristicas del grafo en cuestion.
La primera observacién es casi inmediata:

Lema 10.2.11 Sea (g, a1, ..., qp) la sucesion de coeficientes del polinomio cromdatico Pg/(k)
de un grafo G' con n vértices. Entonces,

a) ag = 0;

b) si G no es un grafo vacio, 377 _a; = 0.

DEMOSTRACION. a) Siempre ocurre que P;(0) = 0. b) Si G contiene aristas, entonces no se
puede colorear con un tnico color, y por tanto Pg(1) = 0. |

El siguiente resultado relaciona la conexion del grafo con los coeficientes de los términos
de grado bajo.

Lema 10.2.12 a) Si G es conexo, entonces ay # 0.
b) Si G tiene r > 2 componentes conexas, entonces aqg = -+ = a,—1 =0, y a;- # 0.

DEMOSTRACION. a) Si G no es conexo, Pg(k) serd el producto (al menos dos) polinomios
cromaticos, ninguno de los cuales tiene término independiente, y por tanto la menor potencia
de k que puede aparecer en Pg(k) es k2. Asi que, si G no es conexo, se tiene que a; = 0.

b) Si Gy,...,G, (r > 2) son las componentes conexas de un grafo GG, entonces

Pg(k) = Pg, (k) - Pg,(k)--- Pa. (k) =, k' +ap K4+

PR . . menor grado
todos con término independiente nulo &
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y a, # 0, pues es el producto de los coeficientes (que son no nulos, por la parte a)) de los
términos en k de los polinomios crométicos de cada componente. |

Registramos en el siguiente resultado unas cuantas propiedades adicionales. Recomen-
damos al lector concienzudo que compruebe que todas ellas se verifican en los ejemplos
calculados anteriormente.

Lema 10.2.13 Sea (ag,a1,...,a,), con ag = 0 y a,, = 1, la sucesion de coeficientes del
polinomio cromdatico Pg(k) de un grafo G con n vértices y m aristas.

a) ap_1 = —m;

b) los coeficientes alternan en signo: oy = 1, a1 = —m, luego cau,—o €s positivo, ay,_3
es negativo, etc.

c) si G tiene r > 1 componentes conexas, todos los coeficientes, desde «,, hasta o, son
no nulos;

En la demostracién que sigue, usaremos repetidamente la recursiéon
Pg(k) = Peygay (k) — Pa, (k),

donde, recordemos, si G tiene n vértices y m aristas, G \ {a} tiene n vértices y m — 1 aristas,
mientras que G, tiene n — 1 vértices y < m — 1 aristas. La recursién se puede reescribir como

n n n—1
() DK =) Bk =) vk,
=1 j=1 j=1

llamando «a;, 8; y 7; a los coeficientes de P (k), Po\(ay (k) ¥ Pa,(k), respectivamente.

DEMOSTRACION. La hacemos por induccién en n + m (ntimero de vértices més nimero de
aristas del grafo). Dejamos al lector la comprobacién, en cada caso, del caso de partida.

a) Usamos (x), la observacién de que los polinomios crométicos son ménicos, y la hipdtesis
de induccién (otra vez sobre G\ {a}) para escribir

n n—1 n—2
Palk) =) Bk =3 yh? =k"+[—=(m—1) =1k + ) (8 =)k,
j=1 j=1 J=1

de donde obtenemos que el coeficiente del término en k"~! de Pg(k) es, justamente, —m.

b) Supongamos que n es par (un argumento andlogo valdria para n impar; pero no se
olvide de hacerlo, querido lector). Por hipétesis de induccién, podemos escribir Povia) v Pa,
de la siguiente manera:

n n—1
Poviay®) =D (-1 Bk vy Pa (k)= (-1 5k
j=1 j=1
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donde todos los Ej ¥ 7 son no negativos. Ahora reescribimos () a la luz de esta informacién:

n n—1 n n—1 n—1
Pa(k) =Y Bk =) ikl = (1Y Bk =D (17 5 K = k) (—1)7 (B +7;) K
j=1 j=1 i=1 j=1 j=1

que nos dice que los coeficientes de Pg (k) van alternados de signo.
Dejamos que el lector use este mismo argumento para probar el apartado d). [ |

Polinomio cromadtico y principio de inclusiéon/exclusiéon. Ya disponemos de mucha
informacién sobre los coeficientes de un polinomio cromatico. Pero, insaciables en nuestra
sed de conocimiento, nos gustaria saber, por ejemplo, cudnto vale el coeficiente a,, . Y
aunque a estas alturas ya intuimos (atin més, estariamos dispuestos a asegurar) que el valor
de a,,—o tendra que ver con alguna caracteristica intrinseca del grafo, los ejemplos vistos no
nos permiten conjeturar cudl serd ese valor, por lo que no podemos utilizar la maquinaria de
prueba por inducciéon que tan fructifera se ha mostrado hasta ahora.

Para proseguir nuestro analisis, recurrimos al principio de inclusién/exclusién, que sub-
yace en todo lo relacionado con los polinomios crométicos. Recordemos que colorear con k
colores un grafo G de n vértices y m aristas es lo mismo que formar n-listas con k simbolos y
con las restricciones (entre posiciones) que senialen las m aristas. Ya en este lenguaje de listas,
llamando £ al conjunto de las n-listas con k simbolos, empezamos por definir los conjuntos

Ay = {listas de £ con el mismo simbolo en las posiciones que indique la arista 1},

A, = {listas de £ con el mismo simbolo en las posiciones que indique la arista m} .
Pasando al complementario,
Pq (k) = # listas legales = |£| — |A i U A U--- U Ay

El nimero total de listas |£] es, por supuesto, k™. Ahora, siguiendo el paradigma del principio
de inclusién/exclusién, vamos a evaluar el tamano de todas las posibles intersecciones.

Para calcular | 4;|, para cada i, basta elegir el simbolo comtin a las dos posiciones marcadas
por la arista ¢, para luego rellenar las restantes n — 2 posiciones. Por tanto,

Al =k-k"2=k""!  paracadai=1,...,m.

Vamos con las intersecciones dos a dos. Llamemos a; a la arista asociada al conjunto A; y a;
a la asociada a A;. Sélo hay dos configuraciones posibles:

a; (Ij J— . .
o o Quedan n — 4 vértices libres y hay que elegir dos colores N ‘AZQAJ‘ — kn—4 k2 — kn—2

para los dos pares de vértices a los que llegan a; y a;

a;  aj - . .
° Quedan n — 3 vértices libres y hay que elegir un color N |A7, N A]| —_ kn—S k= kn—2

para los tres vértices a los que llegan a; y a;
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En ambos casos obtenemos k"~ 2; por tanto,
|A; N Aj| = k"2 para todo i # j.
Para las intersecciones 3 a 3 (que involucran 3 aristas) hay cinco configuraciones posibles:

O O O
Ca/ca/ca/ Quedan n — 6 vértices libres y hay que elegir
tres colores para los tres pares de vértices — |Al N Aj N Ak‘ = ]{Jn_6 ]{J3 = kn—?;

a los que llegan a;, a;j y aj

O O
;l/l aj ;1/ Quedan n — 5 vértices libres y hay que elegir 9
dos colores para los dos conjuntos de vértices — ‘Al N Aj N Ak‘ = k}n—5 k® = kn_3
a los que llegan a;, a; y a

o

aj Quedan n — 4 vértices libres y hay que elegir 4 3
O —0——0 un color para los vértices — |A7j N Aj N Ak| =k"*k=k"
‘ k a los que llegan a;, a; y ay
a; a; ag Quedan n — 4 vértices libres y hay que elegir 4 3
o0—0—0—o0 un color para los dos vértices — |A7j N Aj N Ak| =k"*k=kK"

a los que llegan a;, a; y ay

Quedan n — 3 vértices libres y hay que elegir 9
un color para los vértices — |Al N Aj N Ak‘ =k 3k =k
a los que llegan a;, a;j y aj

La ultima configuracién es la que menos vértices involucra y, como vemos, es especial. Asi
que resulta necesario contabilizar cudntas configuraciones como esa aparecen en el grafo, es
decir, cuanto “triangulos” contiene el grafo en cuestién. El polinomio cromatico se escribe,
con la informacion de que disponemos hasta ahora como

Pa(k) = k" — [Z|Ai|—Z\AiﬂAJ|+ > |AiﬂAijk\+"']
i i itk

_n m n—1 m n—2 m . ., | 7.n—3 ., L n—2
=k { < 1 > K < 2 > k + [< 3 > #t“anglﬂ%} k + # tridngulosk + }

m

— k" —m ko [(2

> — F# triéngulos} K2 4,

donde m, recordemos, es el nimero de aristas del grafo. Este argumento nos vuelve a dar
que los dos coeficientes de los términos de mayor grado son 1 y —m, coo ya sabfamos. Pero
desvela también que

Qg = <1;1> — # tridngulos,

que de nuevo es un resultado sugerente, pues la cantidad de la derecha esta ligada a propie-
dades estructurales del grafo.

FEn realidad, para concluir que la afirmacién anterior es cierta, deberiamos comprobar que
en el resto del polinomio cromatico, que arriba hemos representado con puntos suspensivos
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(y que se corresponde con configuraciones que involucran 4 o mds aristas), no aparecen mas
términos en k™ ~2. Observe el lector que la induccién no parece ahora el método adecuado,
pues no tenemos informacién sobre el nimero de tridngulos que tienen los grafos G \ {a}
y G,. Necesitamos un argumento de corte distinto.

Veamos. Recordemos que intentamos calcular |A; N Ay N --- N A, donde [ > 4. Cada
conjunto de listas A; estd “asociado” a una arista a;j. El subgrafo H de G formado por
las aristas aq,...,a; consta de un cierto nimero t de vértices y de un cierto niimero r de
componentes conexas. Las listas que queremos contar se corresponden con “coloraciones”
de G en las que los vértices de cada arista a; llevan el mismo color. Asi que “coloreamos”
primero H con esta peculiar receta, pintando los vértices de cada componente conexa con el
mismo color (hay k" formas de hacerlo). Hecho esto, tenemos libertad para colorear los n — ¢
vértices restantes de G. Y asi

Ay N Ay N A =k kT = gt

Si ahora comprobaramos que n —t+1r < n — 3, o, en otras palabras, que r < t — 3, habriamos
concluido el argumento: los siguientes términos del polinomio no podrian contener poten-
cias k" 2. El siguiente resultado da fin a nuestras preocupaciones:

Proposicion 10.2.14 Sea G un grafo con r componentes conexas, t vértices y l aristas.

a) Si G no tiene vértices aislados, entonces r < t/2.
b) Si G no tiene vértices aislados y ademds | > 4, entonces r < t — 3.

DEMOSTRACION. La parte a) es directa, pues cada componente conexa ha de tener, como
minimo, dos vértices. Para la segunda parte,

» sit > 6, se cumple que t/2 < t — 3, y la parte a) nos permite concluir el resultado;

» sit =5, queremos comprobar que r < 2. Pero es que si hubiera tres (o més) componentes
conexas, tendriamos vértices aislados. Y si t = 4, s6lo puede suceder que r = 1, pues
recordemos que al menos hay cuatro aristas. [ ]

E. Coda de asombro

Paremos un momento. Recuperemos el resuello. Reflexionemos durante unos breves mo-
mentos: hemos creado un objeto abstracto, los grafos. Son objetos mateméaticos que apor-
tan un lenguaje de representacién. Hemos ampliado el lenguaje introduciendo coloreados de
vértices y nos hemos puesto a contar formas distintas de colorear. Las hemos codificado en
otro objeto, que es un polinomio, y hemos estudiado sus coeficientes, que resulta que tienen
propiedades tales como que siempre alternan en signo, o que el segundo coeficiente. . .

El grado de sorpresa y asombro aumenta si nos aseguran que, como es el caso, el valor
del polinomio cromatico en k = —1 tiene una interpretacién combinatoria: en concreto,

(=) pg(-1)
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coincide con el niimero de orientaciones aciclicas®® del grafo G. {Esperen!, jevaluar el polino-
mio cromatico en k = —17 Hasta ahora, k era el nimero de colores con los que coloredbamos,
y por tanto, de natural, sélo tendria sentido considerar valores de k no negativos. ;Qué
significado tiene k = —17

Pues todo eso, y bastante mas®?, estaba en el objeto que hemos. .. jcreado? ;O estaba
dentro, por si solo, por su cuenta? jSubyacia y lo hemos desvelado? ;Lo hemos. .. descubierto?

Cuesta no ser platénico cuando habitamos el mundo virtual de los objetos matematicos. . .

%8Dado un grafo, podemos asignar un sentido a cada una de sus aristas (“orientarlo”), para convertirlo en
un grafo dirigido. Estas orientaciones seran aciclicas si no contienen ciclos dirigidos. Véase el ejercicio 10.2.21.

39Como ciertas curiosas propiedades de los ceros de un polinomio cromético. Birkhoff introdujo la nocién
de polinomio cromético en conexién con el problema de coloreado los mapas, y precisamente con la esperanza
de que el estudio analitico de los ceros de esta funcién arrojara luz sobre el problema de los cuatro colores.
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