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5.3. Particiones y descomposiciones

Una cuestion habitual, casi central, en la combinatoria consiste en contar de cuantas
maneras se puede partir, repartir o descomponer un cierto objeto conocido en piezas mas
sencillas. En esta seccion analizamos las tres siguientes cuestiones:

» ;de cudntas maneras se puede partir un conjunto en subconjuntos suyos?,

» ;cudntas permutaciones hay con un determinado nimero de ciclos (disjuntos)?,

= o, finalmente, ;de cudntas maneras se puede escribir un entero (positivo) como suma’

de enteros también positivos?,

que daran lugar, como podrda comprobar el lector en las paginas siguientes, a nuevas fa-
milias de ntimeros combinatorios, conexiones insospechadas y preguntas en el limite de lo
desconocido™.

5.3.1. Particiones de conjuntos

Como ya apuntamos en la seccién 2.3, partir un conjunto en subconjuntos (disjuntos
dos a dos), para luego aplicar la regla de la suma, es una de las estrategias bésicas de la
Combinatoria. La cuestion que aqui nos incumbe es saber de cudntas maneras distintas se
puede partir un conjunto dado.

Sea X un conjunto con n elementos, que supondremos, como hacemos habitualmente, que
son los numeros {1,...,n}. A una coleccién de subconjuntos {A1, Ag, ... A} de X tales que

a) forman una particion de X, es decir, ¥ = A1 U---UA,, y A;NA; = O para cada i # j;

b) y son no vacios, esto es, A; # O paracadai=1,... k.

nos referiremos como una particion de X en k bloques no vacios. Los bloques son los
subconjuntos A;. Como condiciones adicionales, supondremos que

» por un lado, el orden de los elementos dentro de cada bloque es irrelevante (esto esta
en realidad implicito en el uso de subconjuntos);

= y por otro, que el orden de presentacion de los bloques también es irrelevante.

Atencién, querido lector, esta ultima propiedad significa que, pese a que nombramos los
bloques como Ay, ..., A, no se debe suponer que haya orden alguno entre ellos: A1 no es el
“primer” bloque, sino simplemente uno de los de la coleccién (en un momento consideraremos
también particiones “ordenadas”). Si, por ejemplo, X’ fuera el conjunto {1,2, 3}, tendrfamos
una unica particién con un bloque (el propio conjunto {1,2,3}), tres particiones con dos
bloques,

{1,2} U {3}, {1,3ru{2}, {2,3} U {l};

7081, suma, y no producto. Descomponer un entero, por ejemplo como producto de primos, no es un asunto
muy estimulante desde el punto de vista combinatorio, pues esa factorizacién es unica. Sin embargo, escribirlo
como producto de enteros cualesquiera (mayores que 1) si que es una cuestién més rica: véase el ejercicio 5.3.15.

"IThe twilight zone. O Cuarto milenio.
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5.3. Particiones y descomposiciones 113

y una particién en tres bloques, {1} U {2} U {3}. Ya no hay mds, pues queremos que los
bloques no sean vacios. Insistimos en que, por ejemplo, {1,2}U{3}, {3} U{1,2} 6 {3} U{2,1}
representan la misma particion.

Esta es la cuestién: de cudntas maneras se puede partir, en k bloques no vacios, un
conjunto con n elementos. Para la respuesta traemos a escena un nuevo simbolo, S(n, k),
y un nuevo nombre, la segunda gran familia™ de nimeros combinatorios de este texto: los
nimeros de Stirling de segunda especie:

S(n, k) = #{ particiones distintas del conjunto {1,...,n} en k bloques no Vacfos} .

Si, querido lector: los hay también de primera especie; véase la seccion 5.3.2.

En un lenguaje alternativo, S(n, k) cuenta el nimero de posibles distribuciones de n bolas
numeradas (antes, los elementos del conjunto) en k cajas indistinguibles (los bloques de la
particién), de manera que ninguna caja quede vacia.

Estos niimeros de Stirling, cuyas propiedades vamos a analizar en esta seccién, dan res-
puesta™ a la cuestién combinatoria anterior. Pero también permiten calcular eficazmente el
ntumero de aplicaciones sobreyectivas entre dos conjuntos, asunto que quedé pendiente en el
ejemplo 5.1.8, y aparecen asimismo en una cuestién de corte algebraico: un cambio de base
entre polinomios, en el que intervienen en comandita junto a sus hermanos, los Stirling de
primera especie. Vea el lector interesado el apartado B de la seccion 5.3.2.

En ocasiones necesitaremos contar el nimero total de particiones de {1,...,n} en bloques
no vacios (sin atender al nimero de bloques de que constan). Clasificando estas particiones
en funcién del nimero de bloques de que constan, y aplicando la regla de la suma, se de-
duce inmediatamente que el nimero de particiones distintas del conjunto {1,...,n} (o de
distribuciones de n bolas numeradas en cajas idénticas sin que queden cajas vacias) es

> S(n,k) = B(n),
k=1

donde ya hemos avanzado una notacién especifica para referirnos a estos nimeros: B(n), los
llamados niimeros de Bell™. Por ejemplo, como para n = 3 los valores de los niimeros de
Stirling son: S(3,3) = 1, S(3,2) = 3y S(3,1) = 1, resulta que hay B(3) = 5 particiones
distintas del conjunto {1,2,3}. El apartado E contiene un analisis detallado de estos B(n).

™2,Y quién fue la primera? jAh!, si, los coeficientes binémicos. jOigan!, se tiraron més de 70 paginas con esa
familia, vayan aqui maés ligeritos, porfa.

™3 Pero qué respuesta?, si sélo los han bautizado.

"En honor del matem4tico Eric Temple Bell (1883-1960), escocés de nacimiento, aunque viviera la mayor
parte de su vida en Estados Unidos. Bell es conocido como autor de algunos libros, como “Men of Mathe-
matics”, que contenian entretenidas resefnas biogrédficas de matematicos; aunque hay quien dice por ahi que
algunas eran un tanto imaginativas y algo carentes de rigor histérico. Y también como escritor de obras de
ciencia ficcién, bajo el seudénimo de John Taine. Por cierto, los autores juran haber visto en alguna ocasién
el término “campana de Bell” para describir la curva de forma acampanada conocida como curva gaussiana
y que presentaremos en el capitulo 17; esto no es obra de Bell, sino sin duda de un traductor disléxico: bell
significa campana en inglés. Como “por cierto” adicional, parece ser que el primer estudio sistemético de estos
numeros de Bell B(n) no fue de Bell, sino de Ramanujan.
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114 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Particiones ordenadas y no ordenadas. La definicién oficial de los niimeros de Stirling
S(n, k) trata con particiones en k bloques no ordenados. Pero claro, los bloques de cada
particion de éstas se pueden ordenar de k! maneras distintas, dando lugar a k! particiones
ordenadas distintas:

§(n, k)= #{ particiones ordenadas del conjunto {1,...,n} en k bloques no vacios}
=k!S(n, k).

En lo que sigue apenas usaremos el simbolo S (n, k), y tampoco bautizaremos a estos nimeros
como “ntimeros de Stirling de segunda especie ordenados” . Sin embargo, a la versién orde-
nada de los nimeros de Bell B(n) (el nimero total de particiones de {1,...,n} en bloques
no vacios), si que nos referiremos como los nimeros de Bell ordenados,

n

B(n) =Y k!S(n,k),

k=1

que cuentan el ntmero total de particiones ordenadas de un conjunto con n elementos.

A. Preliminares sobre los S(n, k)

Una nueva familia aparece para poblar el habitat combinatorio. Como hicimos con los
coeficientes binémicos, trataremos de obtener una férmula explicita para ellos o, al menos,
una regla de recurrencia que facilite su calculo.

Empezamos, como corresponde, determinando los rangos para los parametros n y k. Por
un lado, exigiremos que n > 1, pues si el conjunto ya es vacio, el problema (partir en bloques
no vacios) carece de sentido. Pero si, fijado un cierto n, ocurriera que k > n, entonces no
podriamos construir particién alguna (faltarian simbolos para llenar los bloques), asi que

S(n,k) =0 sik>n.

De manera que el rango de interés para las parejas (n,k) esn > 1y 1 <k <n. Lo que insta
a representar a estos numeros en un “tridngulo” como el de los coeficientes binémicos.

Para asuntos de corte mas algebraico, como los que analizaremos en el apartado B de la
seccion 5.3.2, conviene considerar también el caso k = 0, e incluso n = 0, conviniendo en que
S(n,0) = 0sin > 1 pero, jatencién!, S(0,0) = 1. O de manera mas compacta, s(n,0) = 0,
usando la notacién de la delta de Kronecker de la definicion 5.1.27.

3

Empezamos analizando los “valores frontera” de los ntimeros de Stirling de segunda es-
pecie: S(n,n)y S(n,1).

Si tenemos n simbolos y pretendemos formar n bloques no vacios con ellos, sé6lo queda
la posibilidad de situar un simbolo por bloque. Es decir, S(n,n) = 1 para cada n > 1.
Permitanos el lector describir esta particién, de manera algo informal pero ilustrativa, como

aquélla en la que cada simbolo va “por su cuenta’.

75 Aunque sélo sea porque es larguisimo.
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5.3. Particiones y descomposiciones 115

Si de nuevo partimos de n simbolos, pero ahora sélo tenemos un bloque, la tinica manera
de hacer la particién es colocar todos los simbolos en ese bloque. Esto es, S(n,1) = 1 para
cada n > 1. Esta particién es la de “todos juntos”.

Hasta aqui, todo igual al caso de los coeficientes binémicos. Veamos un par de casos mas.

EJEmMPLO 5.3.1  El valor de S(n,n — 1), para n > 2.

Por definicién, S(n,n—1) cuenta el nimero de particiones de {1,...,n} en n—1 bloques no
vacios. Tan ajustado esta el nimero de elementos al de bloques, que sélo hay una configuracion
posible: la que corresponde a tener un bloque con dos simbolos, y el resto de los simbolos, cada
uno en un bloque distinto’®. Decidir qué configuracién de éstas tenemos exige tinicamente
elegir los dos simbolos van juntos; el resto de los simbolos van cada uno por su cuenta,
formando bloques propios. Asi que la respuesta final es

S(n,n—1) = <Z) .

EJEMPLO 5.3.2  El valor de S(n,2), para n > 2.

Ahora tenemos dos bloques, y bastara decidir qué elementos van en uno de los bloques
(los del otro quedan fijados). Note el lector que no tiene sentido hablar de “primer bloque” y
“segundo bloque”, pues éstos son indistinguibles. Aun asi, emplearemos el truco habitual de
asignar un orden auxiliar y ficticio a los bloques, que luego compensaremos al final. Digamos
entonces que los bloques son

‘ Bloque 1 ‘ ‘ Bloque 2 ‘

En el primero, en principio, podemos situar cualquier subconjunto de {1,...,n}; y hay 2"
de ellos. Pero no podemos utilizar ni el @ (porque el bloque 1 serfa vacio) ni todo {1,...,n}
(porque el bloque 2 quedaria vacio). Asi que la respuesta seria 2" — 2.

Ahora debemos compensar el orden espurio que hemos introducido. Digamos que A es
un subconjunto de {1,...,n}, una de las 2" — 2 elecciones posibles que citdbamos antes. En
el proceso que hemos hecho estamos distinguiendo entre

(Al {L...o\A| vy [{L...a}\A]]A]

Estas dos configuraciones, vistas como particiones en bloques (esto es, sin orden entre los
bloques) son en realidad la misma. Asi que la respuesta correcta es

S(n,2) =

Nos gusta, es més sencillo argumentar cuando podemos referirnos a un bloque en concreto.
Arriba impusimos un orden ficticio entre bloques, que luego supimos compensar, y que nos
permitié hablar de bloque 1 y bloque 2. Un anélisis alternativo, que usaremos a menudo,
consiste en argumentar sobre el bloque que contiene a un elemento particular, por ejemplo el

"6Como hay n simbolos y n — 1 bloques, por el principio del palomar, necesariamente uno de los bloques ha
de llevar al menos dos simbolos. Y ya estd, uno debe llevar 2 simbolos, y el resto 1.
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116 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

elemento n. Ni el primero ni el segundo, ni...simplemente “el bloque que contiene a n”. Pero
ahora, con un bloque “distinguido”, sélo tenemos que decidir, por ejemplo, qué elementos
acompaian a n en “su” bloque. La respuesta es directa: hay 2”1 — 1 posibilidades, todos los
posibles subconjuntos (jcon n — 1 simbolos!, que n ya esté colocado), excepto el formado por
los simbolos {1,...,n — 1}, que dejarfa el otro bloque vacio. &

Quizas el lector quiera analizar por su cuenta casos mas complicados (3 bloques, o quizds
n—2 6 n—3 bloques), como proponemos en el ejercicio 5.3.1. Observard, por un lado, que cada
caso requiere un argumento combinatorio ad hoc, y que ademas el aspecto de las féormulas
que se obtienen no permite albergar muchas esperanzas de llegar a una férmula general
sencilla. Esto ya lo habiamos detectado en los dos anteriores ejemplos: S(n,n — 1) = (g) y
S(n,2) = 2"~! — 1, jcuan distintos! Esa tal férmula general existe, aunque es complicada,
como podra comprobar el lector en el apartado C de esta secciéon. Pero lo que toca ahora
es obtener un procedimiento (regla de recurrencia) de célculo alternativo (y rapido) de estos
nimeros.

B. Regla de recurrencia para los S(n, k)

Representamos los valores S(n, k) k=1
en un triangulo, como en el caso de los / k=2
coeficientes binémicos. Las coordena- , _, S(1,1) / b3
das de cada casilla son (piso) n y (dia-

n=2 52,1)[s(2,2) /k,:4

gonal) k, que ahora recorren unos ran-
gos ligeramente distintos al caso de los n=3 5(3,1)]5(3,2)[5(3,3) /k =5
coeficientes bindmicos. Si conociéramos ,, _ 4 S(4,1)|5(4,2)[5(4,3)|5(4,4) /k s
todos los valores de S(n,k) para un
cierto piso n, el nimero de Bell B(n) "~ b 56, D)SG- 256 ISE H|S6.5) /k =7
correspondiente se obtendria, simple- n=6 5(6,1)[5(6,2)|5(6,3)|5(6,4)|5(6,5)[S(6,6) /
mente, sumandolos. Conocemos ya los 7 |s7, v]s7,2)|s¢7,3)|s7, 9]s7, 5|s¢,6)|s7,7)

valores frontera del tridngulo: S(n,n) =
S(n,1) =1 para todo n.

Inspirados por los coeficientes bindmicos, querriamos expresar S(n,k) en términos de
numeros de Stirling de primer indice n — 1. Esto exigiria relacionar particiones de conjuntos
con n simbolos con particiones de conjuntos n — 1 simbolos. Para ello, analizaremos qué
puede ocurrir con un bloque especial, por ejemplo el que contiene al elemento n. Caben dos
posibilidades excluyentes:

Caso 1. El blogue que contiene a n no contiene ningun otro elemento. Una particion de
éstas tendra el siguiente aspecto:

N S O S O O e N

k — 1 bloques

Insistimos: en el esquema anterior no se esta suponiendo orden alguno entre bloques, simple-
mente identificamos el bloque que contiene a n, que en este caso no contiene nada més. Pero
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5.3. Particiones y descomposiciones 117

ahora, como n va en un bloque (y “por su cuenta”), s6lo queda construir una particién del

conjunto {1,...,n — 1} en k — 1 bloques no vacios, para que en total tengamos k bloques.
Maés formalmente, hay una biyeccién entre el conjunto de las particiones de {1,...,n} en
k bloques en las que n va solo en un bloque y el conjunto de las particiones de {1,...,n— 1}

en k— 1 bloques no vacios. El diccionario, la biyeccién, es simplemente “quitar el bloque {n}”
o “anadir el bloque {n}”. De manera que hay S(n — 1,k — 1) particiones de este primer tipo.

Caso 2. El bloque que contiene a n tiene, ademds, otros elementos. Con la aconsejable
prudencia, analizamos primero si la receta del caso anterior sigue siendo de aplicacién con
un ejemplo sencillo: sea X = {1,2,3,4} y k = 2. Nos interesan las particiones en las que el
bloque con el 4 contiene, ademas, otros elementos. Dos de ellas serian

(1,2} U{3,4} v {3}U{1,2,4}.

Ahora no podemos hablar de “quitar el bloque {4}”, pero atin podriamos intentar una regla
del tipo “quitar el elemento 4”. Pero no, no funciona, porque, por ejemplo,

(1,2} U{3.4) — {1,21U{3}
(3}U{1,2,4) — {1,2)U{3}

— jdan lugar a la misma particién!

Atn asi, seamos perseverantes y no descartemos completamente el argumento. Pensemos en
el proceso al revés, “anadir 4”. Dada la particién con dos bloques {1,2}U{3}, podemos situar
el 4 en cualquiera de ellos,

{1,22Uu{3} —  {1,24}uU{3} y {1,2}uU{3,4}

para dar lugar a una particién de {1,2,3,4} en dos bloques, con el 4 “acompanado”.

Argumentamos en general: tenemos las S(n — 1, k) particiones del conjunto {1,...,n—1}
en k bloques. Para cada una de ellas, anadimos el elemento n en alguno de los bloques.
Tendremos k posibilidades para colocarlo:

(oond{ )

{3
{3 ) {"‘}{---,7?}---{---}

k bloques {}{}{771}

Dejamos al lector meticuloso que se convenza de que, al recorrer todas las particiones de
{1,...,n—1} en k bloques vamos generando todas las particiones de {1,...,n} en k bloques
en las que n esta acompanado, sin repetir ninguna. Como por cada particién del primer tipo
obtenemos k del segundo, concluimos que hay k.S(n — 1, k) particiones en este caso 2.

Ya tenemos la regla de recursiéon que buscabamos:

[S(n, k) =S(n—1,k—1)+kS(n—1,k)]

que, junto a los valores frontera, codifica toda la informacién sobre los nimeros S(n, k).
Podremos asi construir el andlogo al tridngulo de Pascal, en el que podemos leer, ademas,
sumando por filas, los valores de los nimeros de Bell B(n):

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —19 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



118 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

k=1
k=292 B(n)

n=1 k=3 1

n=2 / k=4 2

n=3 131 e 5

n=4 |1|7|6|1|/k:6 15

n=>5 1[5 2s]w0]1 ] / h T 52

n=6 [ 1]3t]Joofes[is[1] 203

n=7| 1 [63[301]350]1a0] 21 ] 1 | 877

Observe el lector como ahora ya no tenemos la simetria del

tridngulo de los coeficientes binémicos. La regla de recursién se | S(r=1,k=1) | S(n-1k)
interpreta graficamente como aparece a la derecha, donde la fle- — = =
cha de la izquierda, més oscura, nos indica que hay que multipli- S(n, k)

car (por k) antes de sumar.

C. Aplicaciones sobreyectivas, rankings y sistemas de elecciones

Ya disponemos de una manera eficiente de calcular los valores de los nimeros S(n, k)
mediante una regla de recurrencia. En este apartado vamos a escribir una férmula para los
S(n, k) analizando una cuestiéon combinatoria de interés, la de contar el nimero de aplicacio-
nes sobreyectivas que puede haber entre dos conjuntos. Esta conexion nos permitird también
obtener una identidad adicional (lema 5.3.2) para los S(n, k), y analizar un par de cuestiones
relacionadas con rankings y sistemas de eleccién social. No estd mal.

Vamos a contar cuantas aplicaciones sobreyectivas se pueden establecer entre los conjuntos
X=A{1,...,n}eY ={1,...,k}. Para empezar, debe ocurrir que n > k, pues de lo contrario
no podriamos tener una tal aplicacién sobreyectiva. El argumento que sigue es directo, y no
el del paso al complementario (y posterior aplicacién del principio de inclusién/exclusién) del
ejemplo 5.1.8. Para construir una aplicacién sobreyectiva,

= primero partimos el conjunto X en k bloques no vacios. Los elementos de cada bloque
van a tener una imagen comun en ).

= Y luego asignamos a cada uno de estos bloques un elemento de ), determinando asi
por completo la aplicacion.

X f y El dibujo de la izquierda describe el proceso, en el que
primero determinamos los k bloques, y luego les asignamos
imagen. El primer paso se puede hacer, como ya sabemos, de
S(n, k) maneras distintas. El segundo paso, el de asignar un
elemento de ) a cada bloque, para asi determinar la aplicacién
de que se trata, se puede hacer de k! maneras, pues son k blo-
ques y k elementos de ) (se trata de una permutacién). Hemos
probado asi que:
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Lema 5.3.1 Paran>1yl1<k<n,
#{aplicaciones sobreyectivas de X = {1,...,n} en Y ={1,..., k:}} =kl S(n, k).

Observe, lector, que la férmula anterior se puede extender a otros rangos (por ejemplo
k > n) usando que S(n,k) = 0 si k > n. Compare, lector, entre la expresion del lema 5.3.1,
que requiere calcular S(n,k) (lo que se puede hacer usando la regla de recurrencia), y la
aparatosa suma alternada del ejemplo 5.1.8; y decida luego cudl prefiere’” usar en sus célculos.
Por ejemplo, el niimero de sobreyecciones entre un conjunto con 10 elementos y uno con 5 es

5
515(10,5) y Z(—1)5_j<§>j10.

Jj=1

Ambas cantidades valen, por cierto, 5103 000.
Déndole la vuelta al lema 5.3.1 y usando el ejemplo 5.1.8, obtenemos una férmula para

los nimeros de Stirling:
k— Lk
0= 30 (5) o= S e ()

m=1
(a la derecha hemos cambiado el indice de sumacién, de j a m = k — j, y hemos utilizado la
simetria de los coeficientes binémicos).

Si, querido lector: esta férmula nos da el valor de un S(n, k) cualquiera, incluso cuando
n < k, si tiene a bien recordar el resultado del lema 5.1.9.
Por ejemplo, para el caso k = 2,

2
1 2 2 2" — 2
S(n,2) == 2| =
" s () =3 [-0) < ()] -5
que es lo que obtuvimos en el ejemplo 5.3.2. Para los casos k =n y k =n — 1, las férmulas
correspondientes son:

nln1 n—1
m>m” y Sn,n—-1)= n—l'z < >m”.

La primera suma vale 1, y la segunda (g), como ya se ha mencionado anteriormente. Quizas
el lector algo inconsciente quiera intentar una comprobacion algebraica de estas identidades.

n
=
2
I
|
=
3
]+
|
N
3
PR
3

m=1

Esta conexién entre los nimeros S(n, k) y las aplicaciones sobreyectivas nos lleva también
al siguiente resultado, que como veremos mas adelante (apartado B de la seccién 5.3.2) explica
en parte el interés del bueno de Stirling por los niimeros que ahora llevan su nombre.

""Hombre, si de un método me dicen que es eficiente, y del otro que es aparatoso, jno creen que no dejan
mucho margen al libre albedrio?
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Lema 5.3.2 Dado un entero n > 1, y para todo x € R,
n
" :Zx(w—l)---(ac—j—l—l)S(n,j).
j=1

DEMOSTRACION. Supongamos primero que z es un entero positivo, digamos z = k. Sabemos
que, si |X| =ny |Y| =k, hay un total de k™ aplicaciones X — ) distintas. Vamos a clasificar
estas aplicaciones en funciéon del nimero de elementos que realmente estén en la imagen de la
aplicacion. Llamemos j a a ese nimero (el de elementos de ) que realmente tienen preimagen,
o directamente el tamafnio de la imagen de la aplicacién). El pardmetro j se moverd entre 1
y n. Ahora, para cada j,

1. decidimos qué elementos de ) tienen preimégenes (lo podremos hacer de (];) maneras);
2. y una vez que hemos decidido a qué j elementos “llega” la aplicacién, solo resta construir
una aplicaciéon sobreyectiva a estos j elementos.

Aplicando las reglas de la suma y del producto, llegamos a que

k

k;”:Z(k_:)j!S(n,j):Zk(k—l)"'(k_j+1)s(n’j)‘
J =1

j=1

En la escritura de la derecha hemos cancelado los factoriales. Como la suma involucra co-
eficientes binémicos, podriamos escribir, como limite superior de sumacién, n, min(n, k), o
incluso +oo.

Saltamos ahora, y s6lo por un momento, al mundo de los polinomios: la identidad anterior
nos dice que los polinomios (de grado n)

"y Y al@—1)- (@ -+ 1)Sh,j)
j=1

coinciden en todos los valores de = enteros (y positivos). El lector versado en asuntos po-
linémicos (consiltese, si no, el capitulo 7), sabrd que esto supone que, en realidad, ambos
polinomios han de ser el mismo. [ |

EsEMPLO 5.3.3 Rankings y sistemas de eleccion social.

A las proximas elecciones se presentan n partidos politicos. Cada elector los ordena, segin
sus preferencias, en diversas categorias: los que mas le gustan, los de la siguiente categoria,
etc. Obsérvese que se permiten “empates” entre preferencias. Llamaremos ranking’® a cada
una de estas ordenaciones.

Por ejemplo, si n = 2, y los partidos fueran A y B, tendriamos tres rankings distintos:
A y B por igual, primero A y luego B, o primero B y luego A. Compruebe el lector, por
(cuidadosa) enumeracién, que con tres partidos hay 13 rankings posibles.

80 ranquin. Estarfa bien hacer un ranquin de giiisquis y yintonics vestidos con unos bluyines. La RAE lo
aprobaria.
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Veamos el recuento en el caso general de n partidos. Si nos interesaran sélo rankings con
(exactamente) k categorias, entonces el recuento exigiria distribuir a los n partidos en esas k
clases, sin dejar ninguna vacia: esto es, formar una aplicacion sobreyectiva. De manera que
rankings con k categorias hay k!S(n, k), y, clasificando por el nimero de categorias,

#rankings = Z k!'S(n, k) = B(n),
k=1

donde hemos usado la notacién E(n) para designar a los numeros de Bell ordenados, segin
convinimos al comienzo de este apartado.

Consideremos ahora un conjunto de N votantes. Cada uno tiene su ranking personal. A
la lista de las N opiniones individuales nos referiremos como un ranking social. El nimero
de ranking sociales distintos que hay es

sin mas que observar que un ranking social es una lista (de longitud N) formada por los
rankings individuales.

Bien: ya tenemos los n partidos, los rankings confeccionados por los N electores. .. jqué
falta? Un procedimiento que, a la vista de la opinién colectiva, sea capaz de extraer un ran-
king que la resuma de alguna manera. Por ejemplo, podria consistir simplemente en leer el
ranking social y quedarse con la opinién del primer votante, lo que en términos matemati-
cos llamarfamos una proyecciéon’™ (sobre la primera coordenada); o quizds en seleccionar el
ranking que més veces aparece; o elegir uno que minimice (en cierto sentido por precisar) la
“distancia” (esto es lo que hay que precisar) a cada uno de los rankings individuales; o. ..

Cada una de estas posibles funciones, que toman las listas de N rankings individuales, y
devuelven un ranking (que por cierto no tiene por qué coincidir necesariamente con ninguno
de los rankings individuales), es conocida como un sistema de eleccién social (o maquina
de Arrow). Observe, lector, que

# maquinas de Arrow = E(n)(g(")N),

que es un numero absolutamente descomunal, casi inimaginable. Por ejemplo, con n = 3
partidos y un (escudlido) cuerpo electoral de N = 3 votantes, hay algo mas de 10?447 (sf, han
leido bien) méquinas de Arrow distintas.

iBueno!, dird el lector, pero es que no todas estas funciones son razonables o admisi-
bles. Por ejemplo, aqui estamos dando como valida la funcién que a una eleccién colectiva
cualquiera le asocia, por ejemplo, el ranking con el partido 1 en primera posicién y el resto
empatados en la segunda; una eleccién que no tendra nada que ver (en general) con la opinién
colectiva de partida.

Ademss, lo de permitir empates. . ., quizds deberfamos exigir, a nuestro maduro y respon-
sable cuerpo de electores, que supiera diferenciar con nitidez entre las distintas alternativas.
Bien, ;qué ocurriria si en un ranking de n partidos no permitiéramos empates? Entonces,

™Y en romén paladino, una dictadura; recuérdese el apartado 5.2.3.
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observe el lector, habra muchas menos de las B (n) anteriores; de hecho hay exactamente n!,
pues cada ranking sin empates es una ordenacién de los n elementos. Lo que resulta un alivio
s6lo momentdneo, porque el niimero de maquinas de Arrow en este caso resulta ser (n!)(”!N),
que para n = N = 3 es ya un apabullante 1015,

Lo asombroso del asunto es que, en este universo tan descomunal de maquinas de Arrow,
no existe ninguna que cumpla unas cuantas condiciones naturales. Esto es un teorema de
Arrow®, un teorema de imposibilidad, que parafraseado en lenguaje de la calle, significa que
no hay sistema electoral “perfecto”. Tome nota, lector, para sus acaloradas discusiones sobre
sistemas D’Hont y similares. &

D. Tamano y forma de los nimeros de Stirling S(n, k)

La presencia del factor k en la regla de recurrencia
Sn,k)=Sn—-1,k—=1)+kS(n—1,k)

rompe la simetria que si tiene la recurrencia andloga para los coeficientes binémicos. Esto
tiene dos consecuencias inmediatas: por un lado, cada S(n, k) serd en general mayor (mucho
mayor, de hecho) que el correspondiente (Z), por otro, la forma de los S(n, k), para n fijo,
no serd tan simétrica como la de sus equivalentes binémicos.

A la izquierda hemos representado los valores de los
S(n, k) para n = 60, convenientemente reescalados (de
manera que el valor méximo es 1). Si el lector compara
esta figura con la de los coeficientes binémicos de la sec-
cién 5.1.1 (apartado D), podra apreciar sus similitudes
y diferencias: se trata también de una sucesion primero
. creciente y luego decreciente, con un tinico maximo. Pero,
. a diferencia del caso binémico, aqui el maximo se sitia
o s bastante a la izquierda de la “mitad” del rango. ;Es ésta

1% % 4 s 6 la situacién general? Es decir, jserd la sucesién S(n, k),
para n fijo, unimodal?, ;habra siempre un tinico maximo? ;En qué valor de k se sitia este
hipotético maximo?

14 .

0.5

Antes de abordar estas cuestiones, resefiamos las siguientes cotas para el tamano de S(n, k):

Lema 5.3.3 Para todon > 1 y todo 1 < k <n,

k™ k"
i < S(n,k) < ik

Lector, le recordamos ahora, del lema 5.1.10, la acotacién andloga para los coeficientes
binémicos:
nk n nk
— < < —.
Kk = \k) — k!

80FEn honor de Kenneth Arrow (1921-), quién lo enuncié en el articulo “A difficulty in the concept of social
welfare” de 1950. Arrow recibié el premio Nobel de Economia en 1972.
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Mirelas fijamente. ;Lo hizo ya? Bien, si no quedé mareado con tanto n y k en diferentes
posturas, le sugerimos que se cerciore de que en general el rango al que apunta el lema 5.3.3
estd muy alejado (por arriba) del de la cota bindémica. Como ejemplo, para k = 2, tenemos

n mlent ras (] ue - .

En cualquier caso, de la misma manera que en el caso binémico, las cotas del lema 5.3.3 no
son especialmente precisas, como entendera el lector si sigue los argumentos de la:

DEMOSTRACION DEL LEMA 5.3.3. La cota k!S(n, k) < k™ es inmediata, sin mds que comparar
aplicaciones sobreyectivas con las totales (lema 5.3.1).
La cota inferior se prueba por induccién en n (por ejemplo, para k fijo) aplicando que

S(n,k)=Sn—1,k—=1)+kSn—1,k) >kS(n—1k).

Dejamos los detalles para el lector. |

Por analogia con los coeficientes binémicos, nos gustaria disponer también de una esti-
macién del tamano del mayor de los S(n, k) para n fijo. Pero ahora, primero, no esta claro
dénde se ubica ese valor maximo (siga leyendo un poco), y segundo, no parece claro de dénde
sacar esa estimacién, pues ahora no contamos con una férmula manejable como en el caso
binémico.8!

Asi que pasamos a analizar la unimodalidad de la sucesién (S(n,k)), para n fijo, que
probaremos a partir de la condicién mas fuerte de logconcavidad (recuérdese el lema 5.1.5).

Lema 5.3.4 Para n fijo, la sucesion (S(n,k))p_, es logconcava:
S(n,k)? > S(n,k—1)-S(n,k+1) para todo k =2,...,n—1,
y por tanto unimodal.

DEMOSTRACION. La prueba se construye por induccién en n. Pero el argumento, como ve-
remos, requiere usar toda la informacion disponible de manera astuta. Dejamos al lector la
comprobacién de los primeros casos, y suponemos directamente que, para un cierto n fijo,

(*) S(n,k)?>>S(n,k—1)-S(n,k+1) para todo k.

También serd cierto, claro, que S(n,k —1)? > S(n,k —2) - S(n, k), y multiplicando estas dos
desigualdades, descubrimos que

(x%) S(n,k—1)S(n,k) > S(n,k—2)-S(n,k+1) para todo k.

81Para el lector interesado, el mdzimo de los S(n, k) en cada fila cumple que

ln(mléx S(n,k)) =nlIn(n) — nln(In(n)) — n + O(nIn(In(n))/ In(n)).
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En el transcurso del argumento que sigue emplearemos estas dos desigualdades, junto con la
recurrencia de los niimeros de Stirling.
Vamos, sin mas dilacién, con el caso n + 1:
S(n+1,k—1) S(n+1,k+1) = [S(n, k—2) + (k—1)S(n, k—l)] [S(n, k) + (k+1)S(n, k—l—l)]
= S(n,k—2)S(n, k) +(k+1) S(n,k—2)S(n,k+1)
< S(n,k—1)2, por () <S(n,k—1)S(n,k), por (*)
+ (k—1) S(n,k—1) S(n, k) + (k*~1) S(n,k—1) S(n, k+1).

< S(n,k)2, por (%)

Sustituyendo un incémodo factor (k? — 1) por el més conveniente k2, llegamos a que

S(n+1,k—1) S(n+1,k+1) < S(n, k—1)> + k*> S(n, k)? + 2k S(n,k—1) S(n, k),

que magicamente tiene una estructura de cuadrado, lo que nos permite concluir que
S(n+1,k—1) S(n+1,k+1) < [S(n,k—1) + kS(n, k)]* = S(n+1,k)?,

usando una vez mas la regla de recurrencia. Pérese a respirar, querido lector, recréese en la
sutileza del argumento y dé por finalizada la prueba. [ ]

De la demostracién se deduce, en realidad, que la sucesién S(n,k) es estrictamente
logconcava. Asi que, para n fijo, la sucesién S(n,k) vale 1 en k = 1 y en k = n, y entre
medias tiene el aspecto unimodal de la figura de un par de paginas atrds, con un maximo (o
como mucho dos consecutivos). Curiosamente, salvo el caso trivial n = 2, no se conoce ningin
valor de n para el que haya en realidad dos maximos; se trata de un “problema abierto”, en
la jerga matematica.®?

E. Los nimeros de Bell y un tal Dobinksi

Los nimeros de Bell B(n), que cuentan el nimero de particiones de un conjunto con n
elementos en bloques no vacios (sin atender al nimero de bloques que conforman la particién),
y también los B(n), sus equivalentes para el caso de particiones ordenadas, tienen, como ya
se ha visto, importancia por si mismos, y dan respuesta a un buen nimero de cuestiones
combinatorias. Estos son sus primeros valores:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(n)|1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975
E(n) 1 3 13 75 541 4683 47293 545835 7087261 102247563

Las respectivas férmulas, en términos de niimeros de Stirling, son, para n > 1,

(*) B(n)=>_Snk) y () Bn)=)Y kSnk).
k=1 k=1

82Lo que sf se sabe es dénde sitiia, aproximadamente, ese méximo (o méximos) de la sucesioén: si llamamos kJ,
al valor en el que S(n, k) alcanza el mdximo, resulta que k;; ~ n/In(n), cuando n — co. Es decir, “bastante”
a la izquierda del punto medio n/2.
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Las féormulas anteriores exigen tener precalculado el tridangulo de los nimeros de Stir-
ling S(n, k). Un andlisis alternativo, que no involucra a los S(n, k), pasa por comprobar que
los B(n) y los B(n) verifican las siguientes reglas de recurrencia: para cada n > 1,

W osw=5 (" )Be v §<n>=§<2)§<k>,

k=0

donde, por convenio y comodidad, definimos B(0) = B(0) = 1.

Para demostrar la primera regla de recurrencia, clasificamos las particiones de {1,...,n}
en funcion del bloque que contenga a un elemento determinado, por ejemplo el 1: llamamos k
al numero de elementos que acompanan al 1 en su bloque. El parametro &k de la clasificacion
va entre 0 y n — 1. Las particiones de {1,...,n} con k elementos acompanando al 1 en su
bloque se construyen eligiendo primero los k acompanantes (de entre los n — 1 posibles), para
luego partir en cierto nimero de bloques los n — k — 1 elementos restantes. Esto da, tras la
pertinente aplicacién de la regla de la suma y del producto,

B(n) :ni <n;1>B(n—k— 1),

k=0

que coincide con (t) sin mas que revertir (de abajo a arriba) el indice de sumacién. El ar-
gumento para (f) es idéntico, salvo que aqui podemos argumentar directamente sobre, por
ejemplo, el primer bloque, sin necesidad de senalar un elemento en particular, lo que da ese
coeficiente binémico con un n arriba. Observe, lector, que las recurrencias son extremada-
mente parecidas, salvo que en un caso hay un coeficiente binémico (ngl), y en el otro (Z)
Repare, sin embargo, mirando la lista de valores de B(n) y B(n), en el inmenso impacto (en
cuanto a tamano) que tiene esta ligera diferencia.

Hablando de tamanos, estaria bien disponer de una estimacion, aunque sea de andar por
casa, sobre cudn rapido es el crecimiento de estas dos sucesiones de ntimeros.

Lema 5.3.5 Para cada n > 1, B(n) < B(n) < n™.

Esta cota es muy poco precisa, incluso para valores pequenos de n, como puede comprobar
el lector leyendo por ejemplo los valores de B(10) y B(10) en la tabla de la pagina anterior
y comparandolos con 100,

En cuanto a cotas inferiores, tenemos por ejemplo que n! < B (n); recuerde el lector la
discusién sobre rankings con o sin empates permitidos del ejemplo 5.3.3. Al final de este
apartado E obtendremos alguna cota inferior adicional.

Pero obtener cotas precisas, o quizas estimaciones asintéticas, para B(n) o B (n) es asun-
to mas delicado, y que en todo caso requiere tecnologia de la que no disponemos en este
momento. Remitimos al lector interesado al capitulo 14 y nos ponemos con la:

DEMOSTRACION DEL LEMA 5.3.5. Que B(n) < B(n) es evidente a partir de sus respectivas
definiciones. De manera que sélo hay que demostrar que B(n) < n".
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Podemos probar esta cota por induccién (total) y aprovechando la regla de recurrencia (f).
Supongamos que B (k) < k¥ para cada k < n — 1. Acotamos entonces

o= ()= S5 (<o (4 aw < 2 (1)

k=0 k=0

usando en la segunda desigualdad la hipétesis de induccién, y en el penultimo paso, el teorema
del binomio.
Una demostracion alternativa y directa: el lema 5.3.2, para © = n, nos da que

n n
W= Yonln 1) -+ 1) Sd) = 3 () 18(0) Zg's n.j) = Bln).
j=1 =N

Por ltimo, un argumento de corte combinatorio: tome, lector, una particién de {1,...,n},
digamos que con k bloques ordenados (Bi,..., B). Construya ahora una aplicacién f de
{1,...,n}en {1,...,n} con la regla siguiente: si j € {1,...,n} estd en el bloque B;, entonces
f(7) = 1. Compruebe el lector que cada particién tiene asociada una aplicacién distinta con
esta regla, pero que este procedimiento no genera todas las n™ aplicaciones posibles. |

JPodria acaso existir una férmula para B(n), o quizds para B (n)? Parece complicado
obtenerlas, dado que no disponemos de férmulas manejables para los nimeros S(n,k). Y
sin embargo. .. En 1877, un tal®® G. Dobinski publicé un articulo®® en el que se entretenia
calculando los primeros valores de la siguiente funcién, definida a través de una serie:

paran =1,2,...

o0
DOB(n Z

una funcién que bautizamos ya como DOB(n) en su honor. Hay un primer caso, el n = 0, algo
especial y en el que se apoyan los restantes calculos:

=1
DOB(0) = » ik
k=0

Aqui la suma empieza realmente en k£ = 0, y el valor de esta serie es el nimero e. Dobinski

83Con todo el carifio.
84Con el titulo “Summierung der Reihe > n™/n! fiir m = 1,2,3,4,5,...”, es decir, un simple y elocuente
“La suma de la serie Y, n"/n! para m = 1,2,3,4,5,...7. Del tal Dobinski se sabe bien poco.
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escribio los primeros casos,

DOB(O)—l-i-iL'-i- ! +;+ ! + -
1 2 3 4
DOB(1) = Tttt
1?22 3 4
DOB(2) =  —+ o+ttt

DOB(3) = Tty to
y observo que si se suman los dos primeros se obtiene

2 3 4 12 22 32 42
,+ +y+ —+—+—+—+m

DOB(0) + pOB(1) =1+ T

que no es sino DOB(2); o que combinando los tres primeros,

4 9 27 13 23 33 43
1,+ + = +- =—+—+—+—+

pOB(0) + 2D0B(1) + DOB(2) = 1 + 31 1! 3!

que es DOB(3); o que con los cuatro primeros,

8 27 64 1t o2t 3t o4t
DOB(O)—|—3DOB(1)+3DOB(2)+DOB(3)—1—|—1|—|———|—§—|— =atatyto Tt

obtenemos el valor de DOB(4).

Asi, combinando hébilmente los sucesivos cél-

culos, pudo deducir, sucesivamente, y partiendo ) s ist -
de que pOB(0) = e, que DOB(1) = e, DOB(2) = 16e =~ 148414+ 153+ 1a5q +-
2e, DOB(3) = be, bOB(4) = 15e, DOB(5) = bH2e, 1)~ Bem  Lbiatistineg+e

etc. Un “etc.” que en el caso de Dobinski se acabd
con el caso DOB(8) = 4140¢, en el que, suponemos
que ya agotado por tanto calculo, dio por finali- 3[2] = 6em 3_,_13_,_123 1“3_4"'"'
zada su contribucién. A la derecha mostramos un

recorte de sus cuentas para el caso DOB(5). La ge-

192
" 3[5¢] = 15e = 3+12+123+1234+”'

1f] = e= 1+i2+m+1.2.3.4+'“

neralizacién de su argumento, que describiremos so erhalt man durch Addition:
a continuacién, ha terminado por ser conocida co- 52 = 1416475 2+12';";+1°;3 ot
mo la “férmula de Dobinski”, que como veremos oder B 4

es una manera rapida de expresar y calcular los
numeros de Bell.

Dobinski estaba exhibiendo los primeros casos de la regla de recurrencia que satisfacen
los nimeros DOB(n):

-1
DOB(n Z <n > DOB(j) para cada n > 1.
7=0
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Por si algin lector no habia detectado ya la relacién, a la vista de los primeros valores exhi-
bidos arriba, se trata exactamente de la misma recurrencia que verifican los nimeros B(n).
En la comprobacién usaremos, ademés de que DOB(0) = e, la siguiente versién del teorema

del binomio:
n—1 n—1 .
eyt =3 ("

Jj=0
Y ademds intercambiaremos alegremente un par de érdenes de sumacién. Animamos al lector
concienzudo a que compruebe que tales manejos estan justificados. Separamos siempre el
primer caso, que es especial:

§<n;1>DOB — i( , )DOBJ :6+Z<n_l> :I%
IR E( ) LRt

j=1 k=1 " k=1
N——
=(k+1)n—1-1 =e—1
o (0. ] (0. ] .
(k + 1 n-t (k+1)" ik
— =14 — = — = DOB(n).

El lector que se haya entretenido jugando con los primeros casos “a la Dobinski” habra usado
el truco del peniltimo paso, ese factor (k+1) que se anade arriba y abajo, en sus argumentos.

Como las sucesiones B(n) y DOB(n) verifican la misma regla de recurrencia, sus valores
deben coincidir, salvo por el pequeno detalle de que no arrancan en el mismo valor, sino que
B(0) = 1 y poB(0) = e. Esto nos dice que eB(n) = DOB(n) y nos lleva, finalmente, a la
famosa (y sorprendente) férmula de Dobinski:

[ I

(o @] k‘n
_Zﬁ para cadan=1,2,3,...

Obsérvese, por un lado, que esta formula para B(n) se ha obtenido sin atender a argumentos
combinatorios de ninguna clase sobre particiones de conjuntos; y por otra, que involucra el
célculo de una serie. Pero se trata de una serie que converge muy rapidamente (por la presen-
cia del k! en el numerador), como puede comprobarse numéricamente (o quizas revisando el
ejercicio 5.3.3). Por ejemplo, B(8) = 4140, mientras que la suma de los primeros 12 términos
de la serie ya nos da un valor de aproximadamente 4 139.945. Vaya, con el tal Dobinski. . .

Podemos obtener la férmula de Dobiiiski con un razonamiento alternativo y méas directo®
Fijamos n > 1. Para cada k > 1, reescribimos la identidad del lema 5.3.2 de la siguiente
manera:

=3 S, ) de dond nzk:
= n,j) ——, e donde
(k —j)! o —J )

J=1

85/Eh!, pero ciento y pico afios después.
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Sumando en todos los valores de k e intercambiando 6rdenes de sumacién,

[e's) En [e%S) ' 1 ) o 1
k=1 k=1 j=1 k=1 j=k
=3 S0) Y oy =e > Sng) = e Bn),
7j=1 m=0 7j=1

como queriamos comprobar. Casi el mismo argumento nos permite obtener una expresién
mas general:

Lema 5.3.6 (Férmula de Dobiriski) Para todo A € R y todo n > 1,

anj ' _)\Zkl

En particular, para A = 1 se obtiene la formula original de Dobiriski:
1 o= k™

——Z— para cada n =1,2,3,...
e~ k!

DEMOSTRACION. Procedemos como antes, pero ahora incluyendo un factor A* extra:

00 L 00 - A\e—i
- S( AR S(n. i) N
SR e i - L Sy
D ILUMIPD SE-ED SEUN)PY
7=1 m=0 j=1

que es lo que querfamos comprobar. Obsérvese cuén 1til ha resultado escribir \¥ como \¥=7.\J
en uno de los pasos intermedios. |

Volveremos a encontrarnos esta férmula més adelante, ya con el lenguaje de las funciones
generatrices (capitulo 13), y también en contextos probabilisticos (capitulo 17).

El lector, punzante, inquisitivo, se estard preguntando si existird una férmula “a la Do-
biriski” para los ntimeros de Bell ordenados B(n). La hay, si. Es la siguiente:

Lema 5.3.7 Para cadan > 1,

~ Ny
k=1
Recuérdese que definimos B(0) = 1. La serie anterior es convergente (para cada n); pero
no converge tan vertiginosamente como la de los B(n), pues en el denominador hay un 2k
de crecimiento modesto en comparacién con k!. Como ejemplo numérico, B(8) = 545835, y
hay que sumar unos 45 términos de la serie para obtener un resultado que, redondeado al
entero superior, sea ese nimero. Comparese con lo que ocurria con B(8).
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Para demostrar esta identidad (con las herramientas de que disponemos por el momento),
tenemos, como en los Bell usuales, dos alternativas: comprobar que la funcion de n que
aparece a la derecha cumple la misma regla de recurrencia que los B(n), que unas paginas
atras etiquetdbamos con (1), o bien usar la férmula (%) en el lema 5.3.2 y andar habilidoso
con manipulaciones de sumas y series. Vamos a dar ahora la primera demostracién, y dejamos
la segunda como ejercicio 5.3.4 (con las oportunas sugerencias) para el lector.

DEMOSTRACION DEL LEMA 5.3.7. Llamemos, para cada n > 1,

ponemos A(0) = 1. Tenemos que comprobar que la sucesiéon A(n) verifica la regla de recu-
rrencia

n—1
A(n) = Z <Z> A(k) para cada n > 1,
k=0

ansloga a los B(n), lo que nos daré que ambas sucesiones son la misma, pues A(0) = B(0).
El caso n = 1 es evidente. Escribimos, para n > 2,

§<Z>A(k):1+§<Z>A y=14 - Z( )
=1+%g%<—l—jn+kzﬂ<z>jk)=1+

Obsérvese cémo hemos separado, juiciosamente, el caso k = 0, y luego hemos intercambiado
el orden de sumacion y hemos aplicado el teorema del binomio, afiadiendo dos términos que
faltaban. Queda sélo identificar las series que aparecen. Por un lado,

(L+J)" fn=jrt) o2 m" _ x~m™ 1 1
Z 9 t1 D =D g 5 =240 — 5
7j=1 m=2 m=1
y por otro,
[e.9] n [e.9]
Jr 1
o1 Aln) Z 2+ T
=1 j=1
(en la segunda hemos usado la férmula de la serie geométrica), lo que da el resultado. |

Para finalizar esta discusion, observe el lector como a partir de estas férmulas a la Dobinski
se obtienen de manera directa cotas inferiores para B(n) y B(n):

n

1 k™ 1n" ~ 1 k™ ~ n

Bm)=-> & = Bm=-— v B=5) 5 = B0)2ggy,
k=1 k=1

sin més que quedarse tinicamente®® con el sumando k = n en ambas series. Y que la cota de

la derecha mejora la trivial E(n) > n! en cuanto que n sea mayor o igual que 9.

86Pues si éste es el argumento, no serén muy buenas las cotas, dird el lector. Concedido.
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F. Multiparticiones (ordenadas)

Recuerde, lector, que una particién del conjunto {1,...,n} en k bloques no vacios es lo
mismo que distribuir n bolas numeradas en k cajas idénticas sin que queden cajas vacias: hay
S(n, k) de ellas. Y que las particiones ordenadas, de las que hay k!S(n, k), trata la misma
cuestion, pero con cajas numeradas.

Digamos ahora que tenemos m objetos idénticos entre si (por ejemplo, bolas blancas), ms
objetos también indistinguibles entre si, pero distintos de los anteriores (por ejemplo, bolas
azules), y asi hasta m, bolas, digamos, moradas. El objetivo es contar de cudntas maneras
se pueden distribuir estas bolas en k cajas numeradas sin dejar cajas vacias.

Denotamos por R

S(mi,...,mp k)
al nimero de estas distribuciones. Los datos son los niimeros my, ..., m,, enteros mayores o
iguales que 1, y también el pardmetro k£ > 1 que indica el nimero de cajas disponibles. Para
comparaciones posteriores, llamaremos n a la suma mj + - - - +m,.. Anadimos como convenio,
combinatoriamente razonable y algebraicamente conveniente, que S (my,...,my;0)=0.

En el caso particular en el que todos los m; son 1 (y hay n de ellos para que la suma
valga n), entonces hay un solo objeto de cada tipo (es decir, son n bolas numeradas), y
tenemos particiones (ordenadas) del conjunto {1,...,n} en k bloques no vacios; de manera

que
n

o~ ——
SE k) = K S(n, k)

En el caso en el que » = 1, hay un unico tipo de objeto, y n copias de él (bolas indistinguibles,
en la jerga), situaciéon que se corresponde con composiciones, recuérdese el apartado 5.1.3;

asi que
~ n—1
S(n; k) = <k;— 1).

De manera que estos nimeros S(myq,...,m,; k) incluyen, como casos particulares, el re-
cuento de las distribuciones de n bolas (tanto numeradas como idénticas) en k cajas nume-
radas, sin cajas vacias.

Para obtener una férmula para S (my,...,my; k), apelaremos a la técnica de inversién
binémica que vimos en el apartado 5.1.7.
Observe, lector, que sabemos que hay ("]231__11) maneras de distribuir las m; bolas blan-

cas en las k cajas sin dejar cajas vacias, y también que hay ("}f__ll) maneras de ubicar las

azules sin dejar cajas vacias, y...Pero estos datos no resultan de interés para el calculo de
S (mq,...,my; k), porque las cajas han de quedar llenas tras repartir todas las bolas, y no
unicamente las bolas blancas, o las azules, o. ..

Obviemos, por un momento, la condicién de que no queden cajas vacias®” y denotemos
por a(my,...,m,;k) al nimero total de distribuciones. El panorama se aclara bastante,
pues, ahora si, basta contar de cuantas maneras se pueden distribuir las m; bolas blancas

permitiendo cajas vacias: (mllj'_kl_l) = (ml:rrllf_l) maneras (apartado 5.1.3 de nuevo), y luego

87Hombre!, justo la que complica el asunto.
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multiplicar éstas por todas las distribuciones de las bolas azules, y luego. . . Esto nos da que,
para k > 1,

(%) a(ml,...,mr;k‘):ﬁ<ml+k_1>.

m
=1 !

Han resuelto otro problema, apuntara el lector con criterio. Si. Pero si ahora contabilizamos
a(mq, ..., m,; k) atendiendo al nimero de cajas que realmente se ocupan, obtenemos

() almiye k) = 3 (5)80m1.. .o = 3 (5)80m1.. . omii

j=1 Jj=0
sin més que elegir primero qué cajas se llenan, y luego repartir las bolas en ellas (a la derecha
hemos usado que §(m1, ceoymysj) = 0).

Asi que disponemos de la férmula (%) para los a(mq,...,m,; k), y de la identidad (xx)
que los pone en relacién con nuestro objetivo, los S (mq,...,my;k); identidad que, como el
lector atento ya habra advertido, se presta a aplicar inversién bindémica, en la versién del
corolario 5.1.26, para obtener que

k

. k .

S(mla ceey My k) = Z < > (_1)k_] a(mla s 7m7";j)‘

— \Jj
j

Utilizando ahora la identidad (*), tenemos finalmente que

S =3 () [T (12

= N =1

Una expresién imponente que, por ejemplo tomando m; = --- = m, = 1 nos da, como debe
ser, que la férmula para los nimeros de Stirling que vimos unas paginas atras:

kL S(n,r) = zk: <k> (—1)F7 5,

=1

Denotemos, finalmente, por B (mq,...,m,) (notacién con innegable sabor a nimeros de
Bell ordenados) al niimero de distribuciones de esas (myq, ..., m,) colecciones de objetos en
cajas numeradas, sin dejar cajas vacias, pero sin fijar cuantas cajas se usan. Cuando todos
los m; son iguales a 1 (y hay n de ellos), tenemos que B(1...,1) = B(n), el n-esimo nimero
de Bell ordenado, mientras que B (n) = 2"~ el ntimero total de composiciones de n.

La (imponente) férmula explicita®® para E(ml, ce.y,Mmy) s
n k r .
~ k . m;+7—1
B(m177mr)zzz<>(—l)k‘7n< ! >
=1 =1 ™ =1 m

pues simplemente hay que sumar la expresién de arriba en cada valor posible de k, el nimero
de cajas que se ocupan. Véase también el ejercicio 5.3.15.

88 Debida al militar y matemético britdnico Percy Alexander MacMahon (1854-1929). MacMahon, especia-
lista en combinatoria y teoria de nimeros, escribié un par de textos de referencia sobre combinatoria.
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5.3.2. Descomposicién de permutaciones en ciclos

Una permutacion se puede escribir, de manera tnica, como producto de ciclos disjuntos
dos a dos. Esto se vio en la secciéon 5.2.1. La unicidad aqui debe entenderse con las salvedades
habituales: el orden en el que presentamos los ciclos, y el elemento que aparece primero dentro
de cada ciclo.

En principio, el nimero de ciclos que puede tener una permutacién es cualquier niimero
entre 1 (las permutaciones ciclicas) y n (la permutacién identidad). La pregunta que surge de
manera natural es: jcudntas permutaciones tienen un niimero determinado de ciclos? Observe,
lector, que el lema 5.2.2 de Cauchy no da respuesta a esta cuestion, pues no prescribimos la
estructura de ciclos, sino sélo el nimero total de ciclos.

Como es habitual, comenzamos nombrando® y acufiando sfmbolo:

z(n, k) = # {permutaciones de {1,...,n} que tienen exactamente k ciclos (disjuntos)} .

A los z(n, k) nos referiremos como nimeros de Stirling (sin signo) de primera especie. Los
numeros de Stirling de primera especie s(n, k) son versiones con signo de estos z(n, k).
La relacion concreta es

(=1 s(n, k) = 2(n, k),

de manera que los s(n, k) toman valores positivos y negativos. Nétese que z(n, k) = |s(n, k)|.
En lo que sigue argumentaremos combinatoriamente con los z(n, k), pero registraremos tam-
bién las propiedades que se obtengan en el lado de los s(n, k).
Para empezar, vamos a restringir nuestro analisis al caso de interés en el que n > 1y
1 < k < n, puesto que, como no puede haber permutaciones con mas ciclos que elementos,
tendremos que
s(n,k) =0 sik>n.

Esto permite registrar los s(n, k) en un tridngulo a la Tartaglia.

Como en sus hermanos de segunda especie, conviene considerar también el caso k =0, e
incluso n = 0, conviniendo en que s(n,0) = 0 si n > 1 pero s(0,0) = 1. O de manera més
compacta, s(n,0) = 0y .

En cuanto a los valores frontera, obsérvese que, si k = n, la tnica permutacién que tiene
tantos ciclos como elementos es la identidad. Por tanto, para cada n > 1,

z(n,n) =1 = s(n,n)=(-1)""x1=1
En el otro extremo, cuando k = 1, como discutimos en las inmediaciones del lema 5.2.2, hay
(n — 1)! permutaciones de {1,...,n} que son, ellas mismas, un ciclo (las llamadas permuta-
ciones ciclicas). Asi que, para cada n > 1,

z(n,1)=(n—-1) = sn,1)=(-1)""1(n-1).

Nos animamos a un par de calculos mas.

89y puso nombres a toda bestia y ave de los cielos y a todo animal del campo. . .
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EijempPLo 5.3.4 Los casos k=n—1y k = 2.

El nimero z(n,n — 1) cuenta el nimero de permutaciones de {1,...,n} con exactamente
n — 1 ciclos. Es decir, ha de haber un ciclo de orden dos (una trasposicién), y el resto han de
ser ciclos de orden 1. Para el recuento basta elegir qué dos elementos forman la transposicién,
lo que nos dice que

n

2(n,2) = <2> y por tanto  s(n,n —1) = —<Z>

Para el caso k = 2, vamos a argumentar, por comodidad notacional, con el nimero de
permutaciones de {1,2,...,n + 1} con exactamente dos ciclos, que hemos dado en nombrar
como z(n + 1,2). En estas permutaciones, uno de los dos ciclos contendrd al 1; llamemos a
éste el primer ciclo. La escritura de una tal permutacion sera

Onst(Ly ) 0 O (o)

Recuerde, lector: el orden de presentacion de ciclos es irrelevante, pero para nuestro argu-
mento sorteamos esta indiferencia senalando como primer ciclo el que contiene al 1. Ademas,
en ese primer ciclo escribimos el 1 en la primera posiciéon, como es habitual.

Clasificamos ahora estas permutaciones en funcién del niimero k de elementos del segundo
ciclo, donde k =1,...,n. Para k fijo,

= elegimos primero los k elementos de entre {2,...,n+ 1} para el segundo ciclo (hay (}})
maneras de hacerlo);

» para luego ubicarlos en el ciclo; esto se puede hacer de (k — 1)! maneras, como ya
sabemos, porque el primer elemento aqui no es relevante;

= finalmente, ubicamos los restantes n — k elementos en el primer ciclo; note, lector, que
esto supone ordenarlos detrds del 1. Asi que hay (n — k)! maneras distintas de realizar
este ultimo paso (y no (n — k — 1)! como se obtendria si no hubiéramos fijado ya ese
primer elemento).

Aplicando la regla del producto, luego la de la suma, y alguna simplificacién, deducimos que

z(n+1,2):Z<Z) (k—l)!(n—k)!zz%!:n!;%:n!Hn,

k=1 k=1

donde H,, designa al n-ésimo nimero armoénico (ejemplo 3.3.1). Para el correspondiente
nimero de Stirling de primera especie tenemos que, para cada n > 2,

s(n,2) =(=1)"(n— 1) Hy,_1,
una férmula inesperada, y de naturaleza bien distinta, por ejemplo, a la de s(n,n —1). &
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A. Recurrencia y célculo de los s(n, k)

Nos centramos ahora en la busqueda de una regla de recurrencia. Argumentamos, como
en el caso de sus hermanos stirlingianos”’, clasificando en funcién del papel de un elemento
especial, digamos el dltimo, n. Es decir, construiremos las descomposiciones del conjunto
X ={1,...,n} en k ciclos a partir de las de {1,...,n — 1}. Hay dos casos excluyentes:

Caso 1. Sin forma un ciclo por si mismo, entonces, al quitarlo, nos queda una permutacién
de {1,...,n — 1} con exactamente k — 1 ciclos.

Caso 2. En caso contrario, n comparte ciclo con otros elementos. Quitar n y pasar a
permutaciones de {1,...,n — 1} no cambia el nimero de ciclos. Pero, como el siguiente
ejemplo en el que quitamos el elemento 4 muestra, no podemos emplear, tal cual, esta idea:

D43, 2) 0 O4(1,4) — O3(3, 2) 0o O3(1) 43, 2,4) 0 O4(1) = O3(3, 2) 0o O3(1)

Sin embargo, partiendo de la permutacién de {1,2,3} dada por O3(3, 2) o (O3(1), obtenemos
tres permutaciones de {1,2,3,4} en las que el 4 estd acompanado en su ciclo:

O3(3,2)003(1) —  O4(4, 3, 2)oO4(1), O4(3, 4, 2)0O04(1) vy O3, 2)0O4(1, 4).

Argumentamos entonces en sentido contrario. Partimos de una permutacién del conjunto
{1,...,mn — 1} con k ciclos, que tendrd un aspecto semejante a

On—l(aiv"'aa’;) OOn_l((I%,... )ag) O-- OOn—l(a’]fa'-- 7‘1]13) .

Queremos anadir el elemento n sin que se formen nuevos ciclos. Sea cual sea la permutacion
considerada, tenemos n — 1 lugares donde colocarlo (los n — 1 “huecos” entre los a;). Asi
que, por cada permutacién de {1,...,n — 1} con k ciclos, obtenemos n — 1 permutaciones de
{1,...,n} con k ciclos en las que n esté “acompanada”.

Deducimos entonces que el nimero de permutaciones de X con k ciclos coincide con

(n—1) #{perms. de {1,...,n—1} con k ciclos} + #{perms de {1,...,n—1} con k —1 ciclos} ,

lo que nos daria la relacion de recurrencia k=1

[2(n,k) = 2(n = Lk— 1)+ (n— 1) 2(n — 1, k)|

n=1
O, tras decodificar signos, en la siguiente recu- "= 2
rrencia para los nimeros de Stirling de primera =3 ~
especie: n=4 IR k=6
pecie:
n=5 |2a]-s0[s5]-10]1]
‘s(n,k‘) =s(n—1L,k—1)—(n—1)s(n—1,k) ‘ n=06 [-120] 274 [-225] 85 [-15] 1 |

Con esta regla y los valores frontera, podemos re-
llenar los valores del tridngulo de los s(n, k). Los
valores de z(n, k) se leen, simplemente, quitando
el signo en los valores del triangulo.

s(n—1,k—1) s(n—1,k)
/ x(1—n)
.4

s(n, k)

9 Alienigenas de més alld de Orién.
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Estos primeros casos, por cierto, parecen sugerir que los nimeros z(n, k), para n fijo,
forman una sucesién unimodal (y quizéas logcéncava), como los coeficientes binémicos y los
otros nimeros de Stirling. Y asi es, pero para comprobarlo usaremos una técnica general que
veremos mas adelante (apartado 7.2.4.)

B. Stirling y sus niimeros

Las familias de nimeros S(n, k) y s(n, k) no tenfan, cuando aparecieron en el ecosistema
matemaético, el sabor combinatorio que aqui les estamos dando. Stirling®! estaba interesado en
asuntos de corte algebraico, que por su interés pasamos a esbozar, dejando para los ejercicios
algunos detalles de su desarrollo. Antes de que el lector se aventure en la lectura de este
apartado, le advertimos de que requiere cierta familiaridad con nociones de algebra lineal.

Stirling andaba batallando con la siguiente cuestién. Consideramos el espacio vectorial
de los polinomios p(z) con coeficientes reales. Podria ser el espacio R, [z] de los polinomios
con grado < n, de dimensién finita; o incluso el espacio R[z] de todos los polinomios, de
dimensién infinita, pero numerable.

La base mas habitual de este tltimo espacio es la base estdndar,

B, = {xk}iozo ={1,z,2%,23,...},
k

que usamos en la definicion usual de polinomio como combinacion lineal de los monomios x".
Otro par de bases especialmente relevantes son la base de los factoriales decrecientes,

B, = {x(x—l)---(x—k:—l—l)}zozoz {Lz,z(x —1),z(x — 1)(x — 2),...}

formada por los polinomios de la forma xz(z — 1) --- (x — k+ 1), més la interpretacién especial
del caso k = 0, y la base de los factoriales crecientes,

By = {x(w—l—l)"'(ac—l—k—l)}gio ={lL,z,z(z +1),z(x + 1)(x + 2),... }.

En la definicién 5.1.32 acufiamos notaciones para estos polinomios: 2%+ = z(z—1) - -+ (x—k+1)
y 2"t =x(x4+1)---(x + k — 1) para k > 1, junto con el convenio 2 = 2% = 1.

Stirling estaba interesado en hallar la relacion entre la base estandar y la de los factoriales
decrecientes. Compruebe el lector que los sucesivos monomios z* se pueden escribir, en la
base de factoriales decrecientes, como sigue:

=1 1J0]0]0]0
T =z 0/1/0[0]0
2 =z+a(x-1) 0]1]1]0]0
23 =x+3z(r—1)+z(@—1)(z —2) 0]1]3J1]0
2t =2+ Ta(z — 1) + 62(z — 1)(z — 2) + 2(z — 1)(z — 2)(z — 3) 0 171611

La tabla de la derecha, que recoge los coeficientes de estas identidades, es justamente las de los
ntimeros de Stirling S(n, k), con el convenio adicional de que S(n,0) = §,, o para cada n > 0.

91La atribucién a Stirling de estas familias de nimeros se debe al matematico danés Nielsen, all4 por 1906.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —19 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



5.3. Particiones y descomposiciones 137

FEn sentido inverso, se obtienen las siguientes identidades, cuyos coeficientes recogemos en
la tabla de la derecha:

L=1 T[0]0]0]0

r=x 0] 1 0 0 ]0

r(x—1) = —x + 22 0] —-1] 1 ]0)0

z(x —1)(z —2) =22 — 322 + 22 0] 2 |=3]1]0

z(x —1)(x —2)(z — 3) = —6z + 112% — 623 + 2* 0] =611 |=6]1

que son justamente los nimeros de Stirling s(n, k), con el convenio ya mencionado de que
5(n,0) = 6,0 para cada n > 0. Si, la versién con signo, como no podia ser de otra manera,
pues los miembros izquierdos de las identidades anteriores son sumas alternadas.”?

Los dos diccionarios se resumen en las siguientes identidades, que por su importancia
registramos como:

Lema 5.3.8 Para cada n > 0,

3

() a"=) Shje(@—-1)--(r—j+1);

3

(1) zx—1)--(x—n+1)= s(n,j) 2,
j=0

Para el caso n = 0 se aplican las convenciones citadas antes.

DEMOSTRACION. La identidad (1) se vio ya en el lema 5.3.2.
En cuanto a la identidad (), que involucra nimeros de Stirling de primera especie, puede
el lector probarla por induccién, usando la regla de recurrencia de los s(n, k): ejercicio 5.3.7.
Mostramos ahora una demostracion alternativa, de corte combinatorio. Fijamos n > 1.
Con el argumento que sigue probaremos la identidad

n

() et D) (@rn-1)=3 2(nj)al,
j=1

que es equivalente a (1) sin mas que cambiar z por —z. Compruébelo, amable lector. Buen
momento, tras escribir (x), para incluir las dos siguientes tablas, las originales de Stirling, de
su Methodus Differentialis de 1730, en las que aparecen, a la izquierda, los nimeros S(n, k)
(gire, lector, la cabeza 90 grados hacia su izquierda), y la derecha, la tabla de los z(n, k), es

decir, los s(n, k) sin signo”?:

92Por cierto, lector: pasar de los factoriales decrecientes a los monomios es sencillo, jverdad?, basta mul-
tiplicar y luego ir agrupando sumandos por grado comun; ;y el camino inverso? ;Se le ocurre algin método
para hacerlo organizadamente?

93 ; Pero no nos habfan dicho que a Stirling le interesaban las versiones con signo, relacionadas con la base
de los factoriales decrecientes? A ver si estaba mirando la de los factoriales crecientes. . .
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tfopr| ] 1 I&:C.l 1'

&e. Y

7|15 30|63 | 127 | 255
1| 6] 25 90 |301] 966 | 3025 | &c.

1} 10| 65 | 3501701 [ 7770 | &c. 1 6 1
1 15 | 140 1050 | 6951 | &c. 24 50 35 10 T
1 | 21 | 266 | 2646 | &c, 120 | 274 225 85 15 I
1| 28 | 461 | &, 720 1 1764 | 1624 | 735 | 175 ) 21 | 1
1 36 | &c 5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 | 28 q
_1__;51 40320109584 | 10505667284 ;24.4,9 4536 | 546 361 1 l
ﬁ_ & & &c.  &o Ko & & & & &

Obsérvese que el caso x = 1 de (%) nos dice que

n

Zz(nmj) =nl,

Jj=1

como debe ser (total de permutaciones a la derecha, clasificadas por el nimero de ciclos a la
izquierda). Por cierto, el caso x = 1 de la expresién (1) nos da que, si n > 2,

n

Zs(n,j) =0,

J=1

de forma que, sumados por filas, los nimeros de Stirling de segunda especie dan 0 (para
n > 2). Note, lector, la analogia con la suma de coeficientes binémicos alternados en signo.

Empezaremos probando (x) para el caso de x = k, entero positivo. Luego, como en el
lema 5.3.2, usaremos un argumento sobre unicidad de polinomios para completar la demos-
tracion.

Planteamos la siguiente cuestién. Tenemos el conjunto {1,...,n} y k colores. Dada una
permutacion de {1,...,n}, coloreamos sus elementos segun el ciclo del que forman parte:
todos los elementos de un ciclo reciben un (mismo) color de los k disponibles. Se pueden
pintar ciclos distintos con el mismo color. ;Cuédntas de estas permutaciones coloreadas (por
ciclos) habra?

Obsérvese que si una permutacion tiene j ciclos, entonces se puede colorear de k’/ formas

distintas. De manera que el niimero de permutaciones coloreadas sera, aplicando la regla de
la suma y la definicién de los z(n, j),

n

Z z(n, j) k.

Jj=1

Contamos ahora estas permutaciones de otra manera. Coloreamos primero el 1: hay k
posibilidades. Para cada una de éstas, para el 2 caben dos opciones: o bien va detras del 1
en su ciclo (y por tanto coloreado con el color que lleve el 1), o bien arranca un nuevo ciclo,
que puede ir de k colores distintos. En total, £ + 1 posibilidades. En el siguiente paso, para
cada eleccién para el 1y el 2 de los pasos anteriores, el 3 puede ir, o bien detras del 1 (en su
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ciclo y con el mismo color), o bien detras del 2 (en su ciclo, que quizds sea también el del 1,
y con su color), o bien arrancando un nuevo ciclo, que puede llevar k colores distintos. En
total, k 4+ 2 posibilidades. Y asi sucesivamente, de manera que el nimero de permutaciones
coloreadas es k(k +1)---(k+n—1).
La prueba concluye, como en el lema 5.3.2, observando que los dos polinomios de grado n
que aparecen en (x) han de ser el mismo, pues coinciden en todos los niimeros naturales.
Reconocera, querido lector, que esta demostracion le ha dejado flipando en colores. W

Las identidades (1) y () del lema 5.3.8 permiten cambiar las coordenadas de un polinomio
de una base a la otra: la primera, en la que intervienen los S(n,k), cambia de la base
estandar B. a la base B| de los factoriales decrecientes, mientras que la segunda, la de
los s(n, k), hace el cambio inverso.

Lo ilustramos con un ejemplo: partimos del polinomio

(%) p(zr) =1+42x+ 323,

cuyos coeficientes en la base B, son, por supuesto, (1,2,0,3,0,0,... ).

Cambiamos de base a mano: sustituimos cada monomio z* por la correspondiente com-
binacién de factoriales decrecientes que se exhibié un par de paginas mas atras, agrupamos
términos, simplificamos y nos queda

(%) p(z) =145+ 9z(x — 1) + 3z(z — 1)(z — 2),

que nos dice que los coeficientes de p(z) en la base B son (1,5,9,3,0,0,...),.

En sentido contrario, si el polinomio estuviera escrito como en (xx), bastaria desarrollar
cada término para obtener ().

Mecanizamos el procedimiento usando matrices de cambio de base (vea el lector los de-
talles en el ejercicio 5.3.8). El producto (matricial) del vector de coeficientes en la base B
por la matriz de la pdgina anterior que contiene los coeficientes S(n, k),

1 0 0 0 O
01 0 0 O
01 1 0 O
(1,2,0,3,0,0,...¢- | 0 1 3 1 0 =(1,5,9,3,0,0,...),
01 7 6 1

da los coeficientes del polinomio p(x) en la base B). Y al revés, multiplicando los coeficientes
del polinomio p(z) en B) por la matriz con los s(n, k),

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 -1 1 0 0
(1,5,9,3,0,0,...);- 1 0 2 -3 1 o0 =(1,2,0,3,0,0,...)e,
0 -6 11 -6 1

recuperamos los coeficientes en la base B..
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5.3.3. De partitione numerorum

Nos interesa ahora contar de cudntas maneras se puede escribir un cierto entero n > 1
como suma de enteros positivos, donde el orden de los sumandos es irrelevante. Cada una
de estas formas sera lo que llamaremos una particion del entero n; y cada uno de los
sumandos, una parte.

Al estudio de estas particiones esta de-
dicado este apartado, y también una buena
parte de los capitulos 13 y 14, donde las re- DE
visitaremos con la ayuda de las funciones PARTITIONE NVMERORVM.
generatrices. Pero lector, si tiene oportuni- AVCTORE
dad, no deje de consultar la fuente original: L. EVLERO.

a Euler, nada menos, que analizé la cues-
ti6n en las apenas 30 paginas en su De partitione numerorum, el capitulo 16 de su Introductio
in analysin infinitorum de 1748. No, no bromeamos: corra a buscarlo.?

u)gd.%%'_e%<w o] u)%%%:%“.

En el esquema de la derecha exhibimos las siete posibles par-

5 = 141+41+1+1
ticiones del entero 5. Obsérvese que, por ejemplo, 5 = 24+3y 5 = 14+14+1+2
5 = 3 + 2 representan la misma particién. Por comodidad, y para 2 = 1+2+2
evitar repeticiones indeseadas en los recuentos, es habitual escribir g - ;Ié+ 3
los sumandos de menor a mayor; por ejemplo, 5 = 144

5 = 5

11=2+2+2+2+3.

Usaremos la notacién p(n) para referirnos al nimero total de particiones de n. Inter-
vendran también en nuestros andlisis las particiones de n con exactamente k > 1 partes; el
nimero de ellas lo denotaremos por pi(n). Obsérvese que pg(n) =0 si k > n, asi que podre-
mos disponer estos nimeros en un triangulo, como las familias combinatorias vistas hasta el
momento. El valor de p(n) se obtiene, claro, sumando los pg(n) de una fila de ese tridngulo:

p(n) = pk(n)
k=1

La lista de particiones del 5 que vimos antes nos dice que p1(5) = 1, p2(5) = 2, p3(5) = 2,
pa(5) =1y ps(5) =1, lo que da un total da p(5) = 7 particiones del entero 5.

Interesara también tratar particiones que verifiquen algunas propiedades especiales, que
no sean necesariamente la de tener un nimero dado de partes; para estos casos no introdu-
ciremos notaciones especificas y las nombraremos simplemente como

p(n| la particién cumple cierta propiedad)
Por ejemplo, la versién extendida del simbolo pg(n) seria

pr(n) = p(n| el nimero de partes es exactamente k).

94 A su biblioteca, por ejemplo: hay una espléndida edicién publicada por la RSME y la Sociedad Thales
en 2003, a cargo de Javier Pérez y Antonio Durédn, que incluye una edicién facsimil del original, junto con una
version traducida y comentada.
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El lector atento habra advertido la semejanza

o » Particiones de 4 Composiciones de 4
entre las particiones de n y lo que en la seccién 5.1.3
. L. 1+414+1+1 +— 14+14+14+1

dimos en llamar composiciones de n. En ambos ca-
sos se trata de escribir n como suma de enteros Pl

o o 1+1+2 +— 1+2+1
positivos, aunque en las composiciones el orden de 24141
presentacién de los sumandos es relevante, mien- 249 949
tras que en las particiones no lo es. Una diferencia

. . . , . 143
crucial. Como ilustracion, véase el ejemplo de la 143 «— 341
derecha, en el que se relacionan las cinco particio-

4 +— 4

nes y las ocho composiciones del 4. Observe, lector,
como en este ejemplo particular las composiciones se agrupan para dar particiones de manera
un tanto arbitraria, que parece depender de la particion en si. Asi que, aunque sabemos con-
tar composiciones, no esta claro cémo podriamos obtener a partir de ahi informacién sobre
el recuento de particiones. Vea el lector, sin embargo, el apartado B de esta misma seccion.

Como tendremos ocasién de comprobar en el capitu-
lo 13, las funciones generatrices son un lenguaje natural
para contar particiones de enteros. Aqui vamos a usar

9=1+3+5 — X

X

X

argumentos combinatorios en los que apareceran los lla- 9=1+2+3+3 — x x x
X

X

X

X X X X
X X

mados diagramas de Ferrers”, una manera muy Ttil
y visual de representar, analizar y manipular particiones
de un entero n. Se trata, simplemente, de dibujar tantas
filas como sumandos tenga la particién, y en cada fila colocar tantos simbolos (digamos X )
como nos diga el tamano del sumando en cuestién (los dibujaremos en orden decreciente de
tamanos). A la derecha mostramos los diagramas de Ferrers de dos particiones del 9.

A. Valores frontera y recurrencia para pg(n)

Para el célculo de los valores de pi(n) (y después los de p(n)), siguiendo la estrategia
ya habitual, obtendremos una regla recursiva que, junto a unos “valores frontera”, permite
completar el triangulo correspondiente.

Los valores frontera se obtienen con un argumento directo: por un lado, p1(n) = 1 para
cada n > 1, pues sélo hay una manera de partir n en un sumando. Y p,(n) = 1, pues sélo
hay una forma de escribir n como suma de n sumandos (todo unos).

En cuanto a la recurrencia, tenemos:

Teorema 5.3.9 (recurrencia para pi(n)) Dadon > 1 y un entero k entre 1 y n,

pr(n) = pr—1(n — 1) + pr(n — k).

%En honor del matematico britdnico Norman Macleod Ferrers (1829-1903), quien parece ser que fue el pri-
mero en utilizarlos para el andlisis de las particiones de un entero. Uno se puede imaginar a Ferrers trabajando
en la cafeteria de la esquina, pintando diagramas, para luego alardear de sus conocimientos matematicos ante
los colegas quienes, un momento después, se dan la vuelta y se ponen a dibujar crucecitas al tuntin. Por cierto,
hay quien llama a estas figuras diagramas de Young, aunque en este caso se suelen usar cuadraditos, en lugar
de aspas, para representar la particién. No parece que el simple cambio del simbolo usado merezca el cambio
de nombre, pero existen diversas generalizaciones (llamadas tableros de Young) que tienen su importancia en
otros contextos. En todo caso, aqui permaneceremos fieles al bueno de Ferrers.
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DEMOSTRACION. Clasificamos las particiones de n con exactamente k partes en funcién de
si tienen o no un sumando 1. Si el 1 es un sumando de la particién, entonces al quitarlo nos
queda una particion de n — 1 con exactamente k — 1 partes. Y viceversa: dada una particién
de n — 1 con exactamente k — 1 partes, le anadimos el sumando 1 para obtener una particién
de n con exactamente k partes, una de las cuales es 1.

En caso contrario, si todas las partes son > 2, entonces podemos eliminar toda la primera
columna del diagrama de Ferrers y quedarnos con una particién de n — k con exactamente k
partes (y viceversa). Los siguientes diagramas representan visualmente los dos argumentos.

X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X
k ﬁlas X X X < X X X k ﬁlas X X X — X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X

x X X
Consulte también el lector también el ejercicio 5.3.12. [ |

Los valores frontera y la recurrencia del teorema 5.3.9 permiten calcular el tablero” de
los pr(n) y, sumando por filas, obtener los valores de p(n):

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=06 k=7 k=8 k=9 k=10k=11k=12k=13 k=14k=15k=16k=17

n=1 |1 p(1)=1
n=2 |1|1 p(2)=2
n=3 111]1 p(3)=3
n=4 11211 p(4)=5
n=>5 112211 p(5)=T7
n=6 |1]3|38|2]|1]1 p(6)=11
n=7 |1|3|4a]3|2]|1]1 p(7)=15
n=8 | 1|45 |5]|3|2]1]1 p(8)=22
n=9 |1l4al7|6]|5]3]|2]|1]1 p(9)=30
n=10 |1|5|8l9|7]|5]|3]|2]1]1 p(10)=42
n=11 1 (5 ]10(11(10| 75132 (1]1 p(11)=>56
n=12 116121151311 7|53 |2|1(1 p(12)="77
n=13 1 (6 (1418181411 |7 |5 |3 |2 1|1 p(13)=101
n=14 11 7116(23]23|120(15 (11 (7|5 3|2]|1]1 p(14)=135
n=15 1711927130126 21f15|11| 7|5 2|13 |1 p(15)=176
n=16 1 (8121 (3437352812215 (11| 7|3 |2 |5|1]1 p(16)=231
n=17 1181243947144 |38(29 |22 |15|11| 5|3 | 7|2(|1]1 p(17)=297

9Vaya, y el gusto por los tridngulos, ;dénde qued6?
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Como en los coeficientes binémicos o los niimeros de Stirling, el célculo de cada px(n)
requiere unicamente dos valores previamente calculados, aunque, jatencién!, uno de ellos esta
bastante “lejos” (k filas mas arriba) de la celda que estemos calculando. A veces tanto, que
se sale del tablero. Véanse, en las dos figuras que siguen, los cdlculos para ps3(7) y p5(7).

k=3
k=5
n=2 I:‘
n=4 1
_ 3 = 2
n="1 4 \ n="1 2 \
p3(7) = p2(6) + p3(4) p5(7) = pa(6) + p5(2)

La tabla de las particiones de la pagina anterior contiene mucha estructura. Una mirada
por filas (n fijo) desvela, o al menos parece sugerir, que la sucesion (pg(n))x sigue el ya
habitual comportamiento unimodal, con uno o dos méximos intermedios.?” En la figura hemos
resaltado la fila n = 13. Mirando en “diagonales” (lineas paralelas al borde derecho), se
observa que la sucesién se estabiliza en un cierto valor (véase el caso p,_g(n) en la figura).
Por ultimo, en columnas (es decir, para k fijo), la sucesién parece ser creciente, como sugiere
el caso p3(n) marcado en la figura. Los ejercicios 5.3.9 y 5.3.11 permitirén al lector reflexionar
al respecto.

B. Estimaciones de tamano para pi(n), con k fijo

La recurrencia del teorema 5.3.9 es un procedimiento eficaz para calcular los valores
de pr(n) (y por ende, los de p(n)), pero no proporciona, en principio, informacién sobre la
magnitud de un pg(n) dado. En este apartado estudiaremos el comportamiento asintético
de pi(n) cuando n — oo y, atencién, k estd fijo. Sobre el tablero de valores de la pégina
anterior, nos preguntamos por cémo crece la lista de nimeros de la columna k.

Argumentamos comparando particiones con composiciones, como intentamos hacer (sin
mucho éxito) un par de paginas atras con las particiones de n = 4. Fijamos n y k. Sabemos
(apartado 5.1.3) que hay (Zj) composiciones de n con k sumandos. Observe, lector, que

n pr(n) < (Z:}), pues hay menos particiones de n con k partes que composiciones de n
con k partes, por aquello del orden;

= v que, dada una particion de n en k partes, podemos permutar de k! maneras sus
sumandos para obtener composiciones, aunque claramente no seran todas iguales. Por
ejemplo, la particién 5 = 1 + 2 + 2, que tiene tres sumandos, daria lugar, en principio,
a 3! = 6 posibles ordenaciones de los sumandos de las que, en realidad, sélo hay tres
composiciones distintas, 1 +2+2, 24+ 1+ 2y 2+ 2+ 1. En todo caso, permutando
particiones obtenemos todas las composiciones, asi que k! pg(n) > (Zj)

9781, lector: la sucesién py (n), con n fijo, es logcéncava. No lo probaremos aqui.
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De manera que

Para k fijo, se tiene que

n—1 _(n—l)(n—2)---(n—k+1) nk—1
<k—1) B (k—1)! T k-1

cuando n — oo,

pues el limite de la divisién de (n —1)(n—2)--- (n —k +1) entre n*~! es 1. Pero la desigual-
dad () no nos da una estimacién asintética para pg(n), justo por el factor k! en uno de los
lados.

Para afinar més, volvemos a la comparacion entre composiciones y particiones permuta-
das para observar que si las k partes de la particién de n fueran distintas, entonces si que
tendriamos k! composiciones asociadas. Subjuntivo bien usado, dira el lector, porque no todas
las particiones tienen partes distintas. Pues vamos a forzar a que las partes sean distintas,
le contestamos, separandolos si fuere menester, aunque —anadimos — entonces tendremos que
comparar con composiciones, ya no de n, sino de un nimero mayor. Vamos con los detalles.

Una particién de n con exactamente k partes es lo mismo que una solucién de

Tr+ 22+t =1
1<z <x0 <+ <y

(%)

Escribimos ordenados (por ejemplo de menor a mayor) los k términos para evitar, justamente,
escribir la misma particion varias veces. Si, lector, son soluciones de ecuaciones diofanticas,
sobre las que tanto discutimos en la seccion 5.1.3, pero repare en el detalle de que las restric-
ciones sobre las variables que aqui incluimos no son como las que en su momento analizamos
(xj; > a;, para unos nimeros a; fijos). Pero no se desmoralice, y siga adelante con nosotros.
Si hacemos el cambio de variables

Ti=x;+(i—1), paracadal<i<k,

los ntimeros Z; mantienen el mismo orden que tenfan los x;, pero son ahora todos distintos.
Tras este truco de separacién, estos nuevos nimeros suman

k k

N k k k—1 k(k—1)
in:Z(xH—i—l):ZxH—Z(i—l):n—l—Zj:n—l—T.
i=1 i=1 =0

i=1 i=1
Asi que pg(n), el nimero de soluciones del problema (x), es también el niimero de soluciones de

551+52+~~+5k:n+k(k:—1)/2
1<t <ao < <

(%)

Por ejemplo, del entero 6 hay tantas particiones con tres sumandos como soluciones tenga

x1+x9+ 23 =06
1<z <29 <13
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Debajo de estas lineas, a la izquierda, mostramos tres de estas particiones. A su derecha
escribimos su traduccién en términos de las z; (al valor de z3 hay que sumarle 2, al de z le
sumamos 1 y dejamos x; tal cual estd):

I xI9 I3 I 52 :7:’/3
i i { { i i
6=1 + 1 + 4 9=1 + 2 + 6
6=1 + 2 + 3 — 9=1 + 3 + 5
6=2 + 2 + 2 9=2 + 3 + 4

Ahora comparamos soluciones de (%) con composiciones de n+ k(k—1)/2 con tamano k.
Como los Z; son todos distintos, cada permutacién de una lista (Z;, ..., Tx) solucién de (%*)
genera una composicién distinta de n+ k(k —1)/2 con tamano k. En el ejemplo, la particién
de 9 dada por 1 4+ 2 + 6 da lugar a las 3! = 6 composiciones de 9 siguientes:

1+2+6, 1+6+2, 24+1+6, 24+6+1, 6+1+2, 6+2+1.

Dir4 el lector, y con razén, que no obtenemos asi todas las composiciones de n + k(k —1)/2
con tamano k. Cierto. Como ejemplo, la composiciéon de 9 dada por 3 + 3 + 3 no se puede
obtener de esta manera. La conclusion es que

n k(k2—1)

n+——-—1 1 (42D g
! < <= 2
kp’“(”)—< k-1 )ﬁpk(”)—k« k-1 )

(nétese el <), lo que nos dice, usando una de las desigualdades de (), que, para todo n > 1

y paracada 1 < k < n,
1 /n—1 1 (n+ 5D g
— < < — 2 :
k!<k—1>_pk(n)_k!< k—1 )

De esta desigualdad, ahora si, se puede deducir que:

Lema 5.3.10 Para k fijo,
nk—1
Pen) ~ )

cuando n — 0.

Consulte el lector concienzudo el ejercicio 5.1.3 para los detalles.

C. Otros tipos particulares de particiones

Una cuestion de interés en el analisis de particiones consiste en estudiar, y contar, si resulta
posible, las particiones que cumplen determinadas propiedades. Ya hemos analizado en detalle
el caso de las particiones con un nimero k dado de partes. Pero podrian interesarnos, por
ejemplo, las particiones cuyo mayor sumando es k, o aquellas que tienen todos sus sumandos
distintos, o quizas las que tengan un nimero impar de sumandos, o quizés. . . Como ya hemos
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venido advirtiendo en varias ocasiones, es habitual (y conveniente) estudiar este tipo de
cuestiones con la tecnologia de las funciones generatrices.

Aqui, y ahora, vamos a analizar dos casos particulares, aunque bien relevantes, usando
Unicamente argumentos pictérico-combinatorios (esto es, diagramas de Ferrers). Estas dos
cuestiones son, por un lado, las particiones en las que prescribimos el tamano del mayor
sumando, y por otro las particiones cuyas partes son todas distintas. Recuerde, lector, que
estas tltimas han aparecido en la discusién sobre el tamano de pg(n) del apartado anterior.

C1. Niumero de partes y tamano de la mayor parte. Para la primera cuestion,
observamos que si en el diagrama de Ferrers de una particién de n intercambiamos filas por
columnas, seguimos teniendo una particion de n, pues no alteramos el nimero de simbolos;
y que con esta transformacion se intercambian los papeles del nimero de partes y el tamano
de la parte mayor.

Veamos, por ejemplo, la particion de 18
dada por 18 =142+ 3+ 3+ 4+ 5, que tie-
ne seis partes y cuya parte mayor es un 5. Si
ahora intercambiamos filas por columnas, ob-
tenemos una particién de 18 con cinco partes
y cuya parte mayor es 6. En concreto, la particion 18 =142 +4+ 5+ 6.

X X X X X X
X X X X X
X X X X

X X X X X
X X X X

Dada una particién A, diremos que X es su conjugada si se obtiene de A intercambiando
filas por columnas. Las particiones A y X (como ocurria en el ejemplo de la particién de 18).
De hecho, la transformacién A — )\ es una biyeccién entre las particiones de n con k partes
y las particiones de n cuyo mayor sumando es k, resultado que recogemos en el siguiente:

Teorema 5.3.11 Dados enterosn >1 y1 < k <n,
p(n| su mayor parte es k) = pg(n).
Vea el lector también el ejercicio 5.3.12. Si ademéds quiere indagar la posibilidad de que

una particion conjugada coincida con la de partida, consulte el ejercicio 5.3.13.

C2. Particiones con todos los sumandos distintos. Analizamos a continuacion las
particiones de n cuyas partes son todas distintas, una cuestion que ya interesé a Euler y que
tiene insospechadas conexiones. Llamamos, para cada 1 < k < n,

qr(n) = p(n| con k partes, todas distintas)

y anadimos el contador de particiones con partes distintas:
n
q(n) = p(n| con partes distintas) = Z qr(n).
k=1

Introducimos también la siguiente notacion:

gpar(n) = p(n | con un nimero par de partes, todas distintas);

¢impar(n) = p(n| con un nimero impar de partes, todas distintas) .
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Obsérvese que

g(n) => ar(n) = > )+ D ak(n) = qpar(n) + Gimpar (n).
k=1

k par k impar

El estudio de los gi(n) es directo: exactamente el mismo argumento que utilizamos en
la discusién sobre el tamano de pi(n), aquel con el que separdbamos los sumandos de una
particién para que fueran distintos, nos da que

qr(n) = pk(n - (’5)),

de manera que podemos obtener los valores de los gx(n) a partir del tablero de las par-
ticiones habituales; y una vez obtenidos éstos, sumando en k, se deducen los valores de la
funcién g(n) que cuenta las particiones de n con sumandos distintos. La siguiente tabla recoge
estas cantidades para los primeros valores de n:

n | particiones con sumandos distintos qgn) || ¢1(n) | g2(n) | gs(n) Gpar () | Gimpar(n)
1|1 1 1 0 0 0 1
212 1 1 0 0 0 1
313,1+2 2 1 1 0 1 1
414,143 2 1 1 0 1 1
515,1+4,2+3 3 1 2 0 2 1
6|6,1+5,2+4, 1+ 2+3 4 1 2 1 2 2
717,146,2+5,3+4,1+2+4 5 1 3 1 3 2
818,1+7,24+6,3+5,14+2+5,1+3+4 6 1 3 2 3 3

A la derecha hemos incluido dos columnas que recogen los primeros valores de las funciones
gpar(N) ¥ Gimpar(n), que, recordemos, suman g(n). Observe, lector, cémo aproximadamente
la “mitad” de estas particiones con sumandos distintos tienen un nimero par de partes, y la
otra mitad un ndmero impar. Con més precision, estos primeros casos sugieren que gpar(n)
Y Qimpar(n), 0 bien coinciden, o bien difieren en una unidad. Por ejemplo, gpar(n) estda una
unidad por debajo para 1y 2 (y 12, 15, etc., si el lector tuviera la paciencia de analizar estos
casos), mientras que estd una unidad por encima para 5y 7 (y también 22 y 26, etc.). Esto
es un patron general. El siguiente resultado precisa para qué valores de n hay coincidencia,
y para cudles una cantidad lleva ventaja sobre la otra.

Teorema 5.3.12

(=)™, sin="%(3m=E1) para cierto entero m,

qpar(n) - Qimpar(n) = {

0, en el resto de los casos.

Antes de dar la demostracion de este teorema, y para insistir en el asombro que produce
su enunciado, listamos los primeros valores de los nimeros m(3m £ 1)/2 que alli aparecen:

|m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7
m(3m—1)/2‘ 1 5 12 22 3 51 70

m@Bm+1)/2| 2 7 15 26 40 57 77

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —19 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



148 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Los ntimeros de la primera fila son los llamados nidmeros pentagonales, viejos conocidos del
lector que, disciplinadamente, se haya tomado la molestia de consultar el ejercicio 1.2.3.

DEMOSTRACION. Asociamos a cada particién A de n con

X X X X X X X X X
todas sus partes distintas dos cantidades, a(\), S(A) > 1. XXX XXX X X }5 =3
Por un lado, a()\) serd el tamano del menor sumando de z i z z z X
la particion. Por otro, empezando por el mayor sumando, < x % x
B(A) es el nimero de partes consecutivas que se diferen- X X

cian de la anterior en exactamente 1. En el ejemplo de la a=2

derecha 8 = 3, porque las tres partes mayores difieren en una unidad, pero ya no la cuarta.
Definimos a continuacién unas reglas que cambian la paridad del nimero de sumandos
de una particién de n con partes distintas, distinguiendo dos casos.

Caso 1: a(A) < B(A). A partir de A construimos una particion \* quitando el menor
sumando de A y anadiendo sus « simbolos a las « partes mayores de la particién:

A A*
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
><><><><><><><><}6—3 X X X X X X X X X }5:2
X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X —» X X X X X
X X X X X X X X
X X N——
S~ a=14

a =2

La particién \* sigue teniendo partes distintas; pero tiene un sumando menos que los que
tuviera A\ (cambia la paridad del nimero de partes).

En ocasiones, esta regla no se puede aplicar. Como ejem-
plo, supongamos que tenemos una particién del entero 35 (que
es un ndmero pentagonal) con todas sus partes distintas y
a = f, digamos iguales a 5, como en el esquema de la de-
recha. Como a = B = 5, deberiamos aplicar esta primera
regla, pero resulta imposible, pues si quitaramos las 5 aspas
del dltimo sumando y pretendiéramos anadirselos a los restantes sumandos, nos faltaria uno.

Esta situacién se presentara siempre que tengamos o« = § = m y haya un solapamiento
como el que indica el dibujo anterior. Pero ese solapamiento se produce porque hay exacta-

mente m partes, que son m, m—+ 1, ..., 2m — 1. Asi que n debera ser de la forma
_m—l N2 m_l._ 2 (m—l)m_m3 1
n—zo(m—l—])—m +z:1]—m +f—5( m—1),
Jj= Jj=

que es, para cada m, un nimero pentagonal (para m = 5, por ejemplo, obtenemos 35).

Caso 2: a(A) > B(A). En este caso, quitamos el tltimo simbolo de cada una de las
mayores partes, y los ubicamos formando un nuevo sumando (que serd el més pequeno):
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A A*
XXXXXXXXXB2 X X X X X X X X
X X X X X X X X o X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
X X X X X —_—) X X X X X
X X X X X X
a=3 X X

Obsérvese que \*, que tiene todas sus partes distintas, tiene un sumando més que \. Pero,
de nuevo, hay una excepcion. Consideremos ahora el entero 26 y una particién suya con todos
los sumandos distintos y a > §, como la que mostramos bajo estas lineas. Al aplicar esta
segunda regla, obtenemos la particién que aparece a la derecha.

A A*
X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X
—_—
X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X

Observe, lector, que la particién resultante no tiene todos los sumandos distintos. En
general, nos encontraremos en esta situacién siempre que a = # partes + 1 y que esas partes

sean m + 1,...,2m. Es decir, cuando n sea de la forma
m m
) 2 . 9 n(m+1) m
n jEZl(m—l—]) m —I-j;] m* + 5 2(m—|— ),

que es la otra familia de nimeros del enunciado del teorema.

Recapitulamos: si n no es de la forma m(3m £1)/2, entonces ppar(n) = Pimpar(n), pues la
transformacion A — A* es una biyeccién entre el conjunto de particiones de n con nimero par
de sumandos distintos y el de particiones de n con un nimero impar de sumandos distintos.
Dejamos como ejercicio 5.3.14 para el lector la comprobacion, que concluye la demostracién,
de que si n = m(3m £ 1)/2, entonces ppar(n) ¥ Pimpar(n) difieren en (—1)™. [

Cerramos aqui el estudio de las particiones, emplazando al lector interesado a que se reen-
cuentre con ellas en”® los capitulos 13 y 14, cuando ya dispongamos del poderoso lenguaje de
las funciones generatrices, que permite codificar particiones de n (con variadas propiedades)
muy eficazmente y facilita analisis mas detallados que los hechos aqui. A modo de ejemplo,
observe el lector que de pg(n) hemos aprendido mucho en este apartado, pero de la funcién
p(n) apenas nada, mas alld de que ésta se puede calcular a partir de los primeros. jHabra
acaso una férmula para p(n)? ;O al menos una recurrencia? Lector, la hay; la asombrosa
expresion

p(n) = i(_l)jﬂ [p<” —j(;)’j - 1)) +p<n - (32J + 1))} ’

en la que aparecen, ups, los ntimeros pentagonales. O, con un punto més de ambicién”?

posible establecer el ritmo preciso de crecimiento de p(n)?

, 4es

98; Cuéantas veces nos han hecho ya esta sugerencia? Al final vamos a tener que mirarlos.
9 Agérrese, que con esta pregunta vienen curvas.
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