Capitulo 5

Las estructuras basicas de la
Combinatoria

Cuando contamos y enumeramos, cuando hacemos combinatoria, aparecen con frecuencia
unas estructuras bédsicas que merecen nombres y andlisis especificos. Asi, cada vez que, tras
meditar detenidamente sobre una cierta cuestién combinatoria, identifiquemos los objetos
de interés (por ejemplo, particiones de un conjunto en bloques no vacios), sabremos que la
respuesta serd la correspondiente familia de nimeros (para el caso, nimeros de Stirling).
Este capitulo serda una suerte de muestrario de estas estructuras basicas: explicaremos los
contextos en las que aparecen y aprenderemos a contar cuantas de ellas hay, en cada caso.

Preparese el lector, pues, para una excursion, casi taxonémica, en la que irda descubrien-
do paulatinamente las principales familias, algunos de los géneros, y hasta alguna que otra
especie, que pueblan el hdbitat combinatorio: subconjuntos, permutaciones, particiones en
bloques, en ciclos, de enteros. .. En realidad, ya iniciamos esta excursién en el capitulo an-
terior, en el que presentamos diversos tipos de listas (con y sin repeticién, circulares, etc.).
Recomendamos al lector que tenga presentes los resultados que alli obtuvimos, porque vol-
veran a aparecer en los argumentos combinatorios que siguen.

5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos

Sea A un conjunto con n > 1 elementos. Para las cuestiones que nos interesan, los nombres
de los elementos de A no desempenan papel alguno, asi que, por concrecién y conveniencia,
supondremos que A es el conjunto {1,...,n}. Queremos saber cuéntos subconjuntos (sin
repeticién) distintos de tamanio k podemos extraer de él. Por ejemplo, sin =4y k = 2,
hay seis 2-subconjuntos: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} v {3,4}. Llamemos

C(n, k) = #{k-subconjuntos extraidos de un conjunto de n elementos} .

El parametro k, que indica el tamano de los subconjunto que nos interesan, puede tomar en
principio los valores k = 0, 1,2, ... Perosi k > n, entonces C(n, k) = 0, pues resulta imposible
construir un subconjunto con mas elementos de los que tiene el conjunto de partida.
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Nos situamos en el rango de interés: para un cierto n > 1 y para cada 0 < k < n,y
argumentamos de forma indirecta, relacionando listas con conjuntos. El nimero de listas de
longitud £ y sin repeticion que podemos formar con n simbolos es

n!
nn—1)---(n—k+1) = TRk

como vimos en la seccién 2.2.1. Consideremos ahora una cualquiera de ellas: en sus k po-
siciones tiene simbolos distintos, asi que podremos reordenarla de k! maneras distintas. La
observacién clave es que cada una de estas k! posibles reordenaciones da lugar, si hacemos
caso omiso del orden de presentacion de los simbolos, a un %nico conjunto de tamano k.

Por tanto, podemos relacionar cada k! listas (en las que si es relevante el orden) con un
solo conjunto (en el que el orden no es relevante). Se trata de una aplicacién k! a 1, entre

el conjunto de las k-listas sin repeticién formadas con simbolos {1,...,n} y la coleccién de
k-subconjuntos de {1,...,n}, que nos permite concluir (apelando al lema 2.1.2) que, para
cadan > 1,
n! .
C(n’k): m SlOSkSTL,
0 si k> n.

con el convenio habitual de que 0! = 1. Obsérvese que de este analisis combinatorio se deduce
.z | . .
que la fraccién m es un entero, algo que no es sencillo comprobar algebraicamente!.

Es tradicional designar al cociente de factoriales de la formula anterior con el siguiente

simbolo:
ny n!
k) k! (n—k)!

que se lee “n sobre k”. Estos niimeros, los coeficientes binémicos?, estdan en principio
definidos para cada entero positivo n ara cada entero 0 < k < n. Note, lector, que
) )

)= )=

usando de nuevo que 0! = 1. Unos valores consistentes con la interpretacién combinatoria de
los C(n, k): por un lado, como el inico conjunto con n elementos que se puede extraer de un
conjunto de n elementos es el propio conjunto, tenemos que C(n,n) = 1; por otro, C(n,0) = 1,
pues el conjunto vacio @ es el inico conjunto de tamano cero incluido en {1,...,n},

En lo que sigue, para evitar una proliferacién innecesaria de simbolos, y salvo esporadicas
reapariciones de la notacién C(n, k), diremos que, dado n > 1, el nimero (Z) cuenta

» el nimero de subconjuntos de tamano k que podemos extraer del conjunto {1,...,n};

= 0 en lenguaje alternativo, el numero de maneras distintas de seleccionar k simbolos de
entre una coleccion de n;

con el convenio adicional, del que haremos uso con profusion en lo que sigue, de que (Z) =0
para los valores de k fuera del rango 0 < k < n.

'Quizés quiera el lector revisar ahora el ejemplo 1.2.12. O al revés, utilizar que (Z) sea un entero para dar
una prueba alternativa del enunciado que alli se proponfa.
2Llamados asi porque aparecen en el desarrollo del binomio de Newton (véase la seccién 5.1.2).
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 3

Veamos una primera (y simpética) aplicacién de estos niimeros a un problema de recuento.

EjempPLO 5.1.3 La ley de Murphy y los calcetines. Tenemos diez pares de calcetines
(distintos) y desaparecen seis calcetines.

Observe el lector que el nimero de pares integros que pueden quedar esta entre 4 y 7.
Suponemos aqui que la desaparicién de calcetines es fruto y obra del puro azar, y nos interesa
saber, por ejemplo, cudl es la probabilidad de que queden tinicamente 4 pares tutiles, que seria
el peor caso; o cuan probable es que queden 7, que seria el mejor. Para analizar la cuestién,
etiquetamos los calcetines segin la pareja a la que pertenezcan y si son derecho o izquierdo:

D1, 1, Do, Is, ... ,D1g, 11 -

Como en el ejemplo 2.2.6, apelaremos a la nociéon de probabilidad como cociente del niimero
de casos favorables entre el total de casos. Estos casos (“desapariciones”) posibles son (26?) =
38760, pues hay que elegir los 6 calcetines que desaparecen de entre los 20.

Para que queden 7 pares ttiles, la tinica posibilidad es que hayan desaparecido tres pares
completos. Estos casos “favorables” son (130) = 120, pues basta elegir esas tres parejas (de

entre las 10 que hay). Asi que, si llamamos p7 a la probabilidad de que queden 7 pares titiles,

(1??) L 0.31%
p7 = T = — X~ U. 0.
( 6) 323
Si quedan 4 parejas utiles, necesariamente habra desaparecido un calcetin de cada una de
las otras seis. Contamos posibilidades decidiendo primero qué cuatro parejas quedan integras
((140) posibilidades), y luego qué seis calcetines desaparecen: uno de la primera pareja que
queda (2 posibilidades), otro de la segunda (otras 2 posibilidades), etc. En total, 26. Asi que
10\ 06
()28 112
( 6) 323

Asi que es {112 veces! mas probable estar en el caso de menor nimero (cuatro) de parejas
supervivientes que en aquél en el que nos quedan siete. Ley de Murphy, por si lo dudaba.

Aunque en realidad lo mas probable es que nos queden cinco pares tutiles. Analizamos este
caso con el siguiente argumento: elegimos los 5 pares que quedan completos ((150) maneras) y,
de los restantes 5 pares, uno ha de desaparecer completo (5 posibilidades), y del resto hemos
de elegir qué calcetin desaparece (2* maneras). En total,

(5)5x2" 168
Py = (260) =53 ™ 52.01%.

El dltimo caso (6 pares ttiles) requeriria elegir los 6 pares integros, y de los otros cuatro,
elegir los dos que desaparecen completos y tomar un calcetin de las otras dos parejas:

10\ (4) 52
() (5)2° _ 42
b6 = 20 =~ 1300%
( 6) 323
Notese el permanente uso de la regla del producto que hemos hecho en estos calculos. Com-

pruébese también que py + ps + pg + p7 = 1. L)
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5.1.1. Propiedades de los coeficientes binémicos

Los coeficientes binémicos gozan de un buen numero de propiedades que usaremos a
menudo en lo que sigue. Vamos ahora a enunciar las mas bdsicas, acompanadas de las co-
rrespondientes demostraciones, algunas de corte algebraico, y otras de corte combinatorio. El
lector ird descubriendo otras muchas propiedades en los siguientes apartados, y en la coleccién
de ejercicios de esta seccion.

A. Simetria y suma total

La primera propiedad que nos disponemos a demostrar es la siguiente:

n n
= >1 < k<n.
<k:) <n—k> paran>1y0<k<n

La razoén por la que la denominamos propiedad de “simetria” resultara evidente cuando, unas
péginas mas adelante, dispongamos los coeficientes binémicos en un tridangulo.

La prueba algebraica es directa:

<Z> - /f!(nni B (n—k)! (nn!— n—k) <n . k:> '

Pero es mds interesante confirmar esta propiedad utilizando argumentos combinatorios.
Llamemos

I — subconjuntos de tamano k r, — subconjuntos de tamano n — k
e extraidos de {1,...,n} yor2e extraidos de {1,...,n}

A cada subconjunto B de tamano k (es decir, incluido en I'1) le podemos asociar el sub-
conjunto de tamano n — k (que estard incluido en I's) formado por todos los elementos de
{1,...,n} que no estdn en B, esto es, {1,...,n}\ B.

Construimos asi una aplicaciéon entre los conjuntos I'y y I's que, como podra comprobar
sin dificultad el lector, es biyectiva. De lo que se deduce que ambos conjuntos han de tener
el mismo tamano. Es decir, que las cantidades

|F1|:<Z> y |F2|=<nﬁk>

La segunda propiedad da cuenta del valor de la suma de todos los coeficientes binémicos
de indice superior fijo: para cada n > 1,

50

k=0

han de ser iguales.

La prueba algebraica directa, manipulando los factoriales que aparecen en la suma, parece
una tarea laboriosa. Sin embargo, es sencillo organizar una prueba algebraica por induccién,
y animamos al lector a completarla (ejercicio 5.1.1). Veremos también una demostracion
alternativa, utilizando el teorema del binomio, en la seccién 5.1.2.
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 5

La prueba combinatoria es mas instructiva. Sabemos que (Z) cuenta, paracada 0 < k < n,

el nimero de subconjuntos de tamano k que podemos extraer del conjunto A = {1,...,n}.
Llamemos I' al conjunto de todos los posibles subconjuntos de A. Sabemos (recuérdese el
ejemplo 2.2.3) que el conjunto I' tiene tamano 2". Definamos ademés

'y = {subconjuntos de A de tamano 0}
I't = {subconjuntos de A de tamano 1}
I, = {subconjuntos de A de tamano n}.
Es evidente que los conjuntos {I'o,T'1,...,I',} constituyen una particién de I'. Asi que, con

la regla de la suma, concluimos que

n n
IT| = Z IVI es decir, 2" = Z <n> .

=0 i=o

Podemos reinterpretar esta relacion en términos de listas. Recuerde el lector la identifi-
cacion entre subconjuntos y listas de ceros y unos del ejemplo 2.2.3: dar un subconjunto de
{1,...,n} es exactamente lo mismo que dar una n-lista con ceros y unos (un 1 en la posicién
j-ésima de la lista significa que el elemento j estd en el subconjunto; un 0, que no). En la
férmula anterior, a la izquierda, aparece 2", el nimero total de n-listas con ceros y unos; y
a la derecha, esas listas aparecen clasificadas en funcién del ntimero de unos que contengan,

pues
<n> i { listas de longitud n formadas con ceros }

k) 0 unos que tienen exactamente k£ unos

dado que para dar una lista con k& unos basta decidir qué posiciones llevan esos unos, y
hay (Z) maneras de hacerlo.

B. Regla de recurrencia

La siguiente recurrencia para los coeficientes binémicos nos permitira calcularlos eficien-
temente. La registramos, para futuras referencias, como:

Lema 5.1.1 (Recurrencia de coeficientes binémicos) Dado un entero n > 2, y para
cada entero k, con 1 <k <n—1,

()= 60)

Observe, lector, que el rango en el enunciado del lema se ha escogido para que ninguno
de los enteros que aparecen dentro de los coeficientes bindémicos sea negativo, o el inferior
mayor que el superior, o...La prueba algebraica de esta recursién es sencilla y directa:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)! ~n—k nl E nl
< k >+<k—1> T Hm—i—R) D=k Bm=R  akm—k)

- (=6
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6 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Para la comprobacién combinatoria, construimos la siguiente particién:

Subconjuntos de Subconjuntos de tamano k Subconjuntos de tamano k
tamano k extraidos p = extraidos de {1,...,n} U extraidos de {1,...,n}
de {1,...,n} que contienen al elemento n que no contienen al elemento n

Por supuesto, la eleccién del elemento n, el ultimo, para este proceso es totalmente arbitraria
(podiamos haber elegido, por ejemplo, el primero). La coleccién (de conjuntos) de la izquierda,
yva lo sabemos, tiene tamano (Z), v la regla de la suma nos permite escribir que

n Subconjuntos de tamafio k Subconjuntos de tamafio k
<k‘> = extraidos de {1,...,n} + # extraidos de {1,...,n}
que contienen al elemento n que no contienen al elemento n

S Subconjuntos de tamano k& — 1 t# Subconjuntos de tamano k
- extraidos de {1,...,n — 1} extraidos de {1,...,n — 1}

(o) ()

La peniltima igualdad es la clave del argumento, y esta basada en un par de biyecciones.
Para el primer término argumentamos asi: para construir todos los subconjuntos de tamano &
con los elementos {1,...,n} que contengan al elemento n, basta decidir quiénes son sus k — 1
acompanantes, es decir, basta elegir £ — 1 elementos del conjunto {1,...,n — 1}. Para el
segundo término, como los subconjuntos que estamos considerando en este caso no contienen
a n, tendremos que escoger los k elementos de entre los del conjunto {1,...,n — 1}.

La combinacién de esta regla de recurrencia con lo que vamos a
llamar los walores frontera, a saber,

<n> =1 y <n> =1, para cada n > 1,
0 n

nos permite calcular y codificar los valores de todos los coeficientes
binémicos. Para ello, es costumbre utilizar el llamado triangulo de
Pascal-Tartaglia®: un tridngulo formado por casillas que van etique-
tadas con dos parametros, n y k. El pardmetro n etiqueta los “pisos”
del triangulo, empezando en n = 0, mientras que el parametro k, por
su parte, marcard la coordenada de las sucesivas diagonales, de nuevo
de k = 0 en adelante. En la casilla de coordenadas n y k situamos el
ntimero C(n, k), o indistintamente (}}).

FiGURrA 5.1: Tartaglia

3A veces sélo trigngulo de Tartaglia, a veces sélo trigngulo de Pascal. Niccolo Fontana (1499-1557) es més
conocido como Tartaglia (tartamudo; o tartaja, mas catizo y un punto despectivo). Parece ser que de pequenio
fue gravemente herido en la cara por las tropas francesas que ocupaban Brescia, su localidad natal, y que de
aquel episodio conservé una gran cicatriz en el rostro y ciertas dificultades para hablar. Tradujo y publicé
numerosas obras matemadticas cldsicas, como los Elementos de Euclides y algunos tratados de Arquimedes.
Consiguid, entre otros logros, obtener una férmula para la resolucién de la ecuacién cibica (véase una de las
notas al pie en el apartado G1 de la seccién 1.1).

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 7

Para que todo cuadre, conviene definir C'(0,0) = 1; una definicién consistente con la
férmula de los factoriales, aunque sin aparente significado combinatorio®. Los valores en los
bordes (las fronteras) del tridngulo son del tipo (6‘) o) (Z), y por tanto valen siempre 1. Las
casillas interiores se rellenan siguiendo la ecuacién de recurrencia, cuya interpretacion grafica
aparece debajo de estas lineas, a la izquierda: cada coeficiente binémico se obtiene sumando
los valores de los dos inmediatamente superiores. Con esta regla, y los valores en los bordes,

podemos completar el tridngulo, tal como hacemos a continuacién (hasta n = 7):

B 2 & L & &

C(n—1,k—1)| C(n—1,k)

"N » ]
0]
C(n, k) I),ﬁ
n=20
n=1
n=2 ,;E G W
=3
" A
n=4 | ﬁ"
n=>=5 | 1 )
=6 =y " Bl R
" | 1] SR e o v o o
n=7 ‘ 1 | 7

Si, por ejemplo, el lector dirige su mirada al piso n = 6 y diagonal k = 2, encontrara
el valor de C(6,2), o bien (g), que es 15. Los coeficientes bindémicos eran ya conocidos, en
mayor o menor grado, siglos antes de Tartaglia o Pascal, por ejemplo, por Ibn Ezra® y por Levi
ben Gerson®, entre los siglos XII y XIV; aunque los mateméticos drabes y chinos’ también
manejaban estos nimeros, como se aprecia en la figura® de la derecha, del siglo XIII. El
tridngulo de Tartaglia, casi un icono cabalista, contiene, veladamente, muchas sucesiones de
nimeros de interés’.

1;0 si lo tiene, en realidad? Alardee el lector de sus habilidades para el razonamiento escoldstico-bizantino
y justifique combinatoriamente que C(0,0) = 1.

® Abraham Ben Meir Ibn Ezra (1089-1164), matematico, exégeta y astrélogo. . . jespafiol!, nacido en Tudela
y muerto en Calahorra, estaba interesado y sabia calcular los coeficientes binémicos con n = 7. Porque siete
eran los cuerpos celestes: el Sol, la Luna, Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno. Como buen astrélogo,
a Ibn Ezra le preocupaba saber de cudntas formas se puede estar simultdneamente bajo varios de esos signos.
El lector podra encontrar mas informacién sobre este personaje en el articulo La astrologia combinatoria del
rabino Ibn Ezra, de Doron Zeilberger (La Gaceta de la Real Sociedad Matemadtica Espaniola 1 (1998), no. 3).

SParece que fue el rabino Levi Ben Gerson (1288-1344) el primero en dar una expresién explicita de los
coeficientes binémicos.

"Véase la referencia a Al-Karaji del apartado 1.2.2. Aprovechamos aqui para sugerir al lector una excelente
referencia en historia de las matemadticas: Mathematics and its history (Springer-Verlag, 1991), de J. Stillwell.

8La tabla acaba en n = 8. Observe el lector los sfmbolos. ;jSerfa capaz de escribir los niimeros del 1 al 99
en estos caracteres chinos?

%Por ejemplo, los nimeros triangulares T, = (";’1) (véase el ejercicio 1.2.3), que estdn en la diagonal
k = 2. Véase también la seccién 8.3.5. Buen momento para recomendar, de nuevo, la lectura de El diablo de
los numeros de Erzensberger.
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8 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

La regla de recurrencia anterior permite escribir (Z) (cuyo indice superior es n) en térmi-
nos de la suma de dos coeficientes binémicos cuyos indices superiores son n — 1. Si repetimos
el procedimiento, pero para los dos nuevos coeficientes binémicos, llegamos a

W=+ o) =10 GoD] (G + (G o3)]
(")) G2 =00 O G GG

Ahora (Z) se escribe como suma de coeficientes binémicos de indice superior n—2. Notese que
los nimeros que los acompanan pueden ser escritos, a su vez, como coeficientes binémicos.
Podriamos iterar el proceso, pero los calculos serian algo engorrosos, y vale la pena ar-
gumentar en general, combinatoriamente. Queremos escribir (Z) en términos de coeficientes
bindémicos cuyo indice superior sea, por ejemplo, n —[. Primero declaramos del “primer tipo”
a [ elementos de entre {1,...,n}, por ejemplo los | primeros, marcando los restantes n — I

como del “segundo tipo”. Ahora clasificamos los k-subconjuntos dependiendo del nimero j
(con 0 < j < k) de elementos del primer tipo que contengan, en la siguiente particién:

k
k-subconjuntos extraidos | U k-subconjuntos extraidos de {1,...,n}
de {1,...,n} o g con j elementos del primer tipo ’
j:
Calculamos el tamano del conjunto con etiqueta j seleccionando primero qué j elementos
del primer tipo estdn en nuestro subconjunto (hay (jl) posibilidades); y luego seleccionando

los k — j elementos del segundo tipo que contiene el subconjunto (hay (Z:]l) posibilidades).
Aplicando las reglas de la suma y del producto llegamos a:

Lema 5.1.2 (Férmula de Vandermonde) Dados enterosn >1,1<1<nyl <k <n,

1)-306)

J=0

Observe, lector, que en esta suma de Vandermonde!? el indice j llega, en realidad, hasta el
minimo de [ y k. Esto se justifica combinatoriamente con que j ha de ser menor o igual que k,
el tamano del subconjunto, y también menor o igual que [, el nimero de elementos del primer
tipo; y algebraicamente, observando que el primer coeficiente obliga a que j <[, y que en el
segundo se requiere que k — j > 0. También, por cierto, en este segundo coeficiente binémico
debe ocurrir que n — [ > k — j, lo que nos da una condicién adicional j > k —n +[. Asi que
el rango de sumacion resulta ser méx(0,k —n + 1) < j < min(l, k). Aparatosas condiciones

10F] nombre del matemético y musico francés Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) ha quedado
asociado al ubicuo determinante de Vandermonde (véase el ejemplo 8.1.9). Pese a que Vandermonde fue uno
de los pioneros de la teoria de los determinantes, parece ser que jamas consideré el que lleva su nombre.
Hay quien conoce esta férmula como de Zhu—Vandermonde, anadiendo al matemético chino Zhu Shijie (Chu
Shi-Chieh), autor del texto “Siyuan Yujian” (El espejo de jade de las cuatro incégnitas), de 1303, del que
procede la preciosa ilustracién del tridngulo de Pascal de la pagina anterior.
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 9

que hemos obviado en esta férmula (como haremos a menudo en lo que sigue) apelando al
ya mencionado convenio por el que declaramos (Z) = 0si knoestd en el rango 0 < k <n, o
si aparecen indices negativos. El caso [ = 1 de la férmula de Vandermonde es, por cierto, la
recurrencia basica del lema 5.1.1.

Finalizamos este apartado con un par de identidades binémicas adicionales a las que nos
referiremos genéricamente como “reglas de absorcién”, en particular homenaje al apartado a)
que sigue a continuacién en el que, observe, lector, el factor k se absorbe'! en el coeficiente
binémico, dando como resultado la inmediata expulsion del factor n.

Lema 5.1.3 (Reglas de absorcién)

n n—1 n\ [k n\ [n—1
o) =G W0 -0)65)

DEMOSTRACION. Nétese que a) es el caso particular de b) en el que tomamos [ = 1. La com-
probacién algebraica de ambas identidades, usando las férmulas de los coeficientes binémicos
con factoriales, es simple rutina que dejamos como entretenimiento para el lector. Una prue-
ba combinatoria de a) va como sigue: tenemos n personas, de las que hemos de seleccionar
a k, y una de éstas tendra un papel especial; digamos que es el “jefe”. El procedimiento de
recuento en el que primero elegimos a las k personas, y luego de entre estas k, al jefe, conduce
al miembro de la izquierda de a). El procedimiento alternativo en el que primero elegimos
al jefe (n posibles maneras) y luego a los k — 1 acompanantes (de entre las n — 1 personas
restantes), nos da el de la derecha.

La prueba de b) es andloga, pero considerando [ jefes. [ |

C. Calculo, tamano y forma de los coeficientes binémicos

En este apartado discutimos tres cuestiones sobre los nimeros bindmicos, a saber: cémo
se calculan eficientemente, qué tamano tienen, y también si la sucesion de niimeros ((Z))ZZO,
con n fijo, tiene siempre el aspecto que se puede apreciar en la figura de esta pégina.

C1. Calculo. La primera cuestion puede sorprender. ;Cémo que “cémo se calculan”? jPero
si ya disponemos de una férmula!, la que viene escrita en términos de factoriales:

<n>_ n! ~nn—1)---(n—k+1)
k)  kln—k)  k(k—1)---3.2-1 °

iAh!, pero hemos incluido la coletilla “eficientemente”. Para empezar, recuerde el lector la
discusion de la seccién 3.7, n! es un niimero enorme en cuanto n sea medianamente grande.
Si por ejemplo quisiéramos calcular un modesto (gg) con la féormula anterior, necesitariamos
evaluar los productos de 50 a 26, y de 25 a 1, para luego dividirlos como dice la férmula
anterior. Incluso cancelando los factores que aparecen simultdaneamente en numerador y de-

nominador, es una tarea que puede poner en apuros a cualquier ordenador. Sin embargo, la

HDejamos que el lector pergeiie una interpretacién digestiva andloga para el apartado b).

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



10 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

aplicacion reiterada de la recurrencia suele permitir calcularlos de una manera mas eficiente,
pues sélo requiere un cierto nimero de sumas. Por cierto, la respuesta es

<50> = 126410606437 752,
25

algo més de 126 billones'?. Recuerde, lector: niimero de maneras distintas de seleccionar a 25
personas de un grupo de 50. Una barbaridad. Por cierto, a la vista de estos descomunales
nimeros, quizas valga la pena disponer de alguna técnica para estimar el tamano de un
coeficiente binémico general. Vea el lector el apartado C3.

C2. Forma. Pese a todo, la formula de los factoriales contiene informacién muy relevante,
como vamos a ver en este apartado y en el siguiente, al analizar la forma y el tamano de los
coeficientes bindémicos.

Fijamos n. Como ya sabemos, por la )
propiedad A de esta misma seccién, la lista
de coeficientes (Z) es simétrica con respecto
al elemento central (o centrales, si n es im- . .
par). Y de hecho los valores de esta lista van
creciendo, de izquierda a derecha, hasta lle-
gar al centro (o centros), donde se alcanza . .

el maximo. Es decir,

(e { <Z>} N <Ln72J> N (m?zw) . .

Y a partir de entonces empiezan a decrecer. oo oo ® LI
Los dos coeficientes binémicos que aparecen

a la derecha de la expresion anterior son el mismo si n es par. Véase, por ejemplo, la grafica
con los valores de los sucesivos coeficientes binémicos en el caso n = 20.

100000

La comprobacién de este crecimiento/decrecimiento es directa. Para empezar, por si-
metria, basta argumentar en el rango 0 < k < |n/2| (la mitad “izquierda”). Pongamos, por
comodidad, que n es par, digamos n = 2m. Queremos probar que

() <)

siempre que k < m. Es decir, que la sucesion es creciente hasta k = m. Pero obsérvese que,
usando la formula de factoriales,

2m - 2m . (2m)! - (2m)! . 1 - 1
kE—1 k (k=1 2m—-k+1)!  E'(2m —k)! 2m—k+1 "k

condicion que justamente se cumple en el rango seleccionado, & < m. Dejamos que el lector
complete los detalles del caso en que n sea impar.

Es buen momento para introducir unas cuantas nociones sobre sucesiones de niimeros que
apareceran repetidamente en lo que sigue.

1281 gracias por separar el nimero en miles, que si no. ..
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 11

Definicién 5.1.4 Consideremos una sucesion finita (ag, a1, . . ., a,). Decimos que la sucesién
a) es creciente si a; < a;q; para cada j =0,...,n — 1; y es decreciente si a; > aj+1
para cada 5 =0,...,n—1;

b) es convexa si
ag—1 + Qg4
ap < LT EAL
2
y es concava si las desigualdades anteriores llevan un “>”;

para todo k=1,...,n —1;

c¢) es unimodal si para un cierto j se cumple que
ap<ap < --- SZ%’H > 2 Ay
d) es logcéncava si
ai >ap—1-ap+1 paratodok=1,...,n—1;
y es logconvexa si las desigualdades anteriores llevan un “<”.

En cualquiera de estas definiciones se anade el adverbio “estrictamente” cuando los simbo-
los “<” o “>” se sustituyen por “<” y “>”. respectivamente.

La definicién a) es natural, y la b) es la andloga, en el contexto de las sucesiones, de la
convexidad/concavidad de funciones que vimos en la definicién 3.3.3. Como alli, el significado
geométrico de la convexidad es que el valor a; queda por debajo del punto medio entre aj_1
y ak+1 (de la “cuerda” que une esos dos puntos extremos).

Las otras dos requieren cierta explicacién. Una sucesién unimodal'? crece hasta un cierto
punto, su maximo, en el que empieza a decrecer. Podria haber varios maximos, pero en ese
caso deberfan ser todos iguales y consecutivos. Como casos extremos, son unimodales las
sucesiones crecientes (el caso 7 = n en la definicién), las decrecientes (j = 0), e incluso
las constantes. Como acabamos de ver, los coeficientes binémicos (Z) son, para n fijo, una
sucesién unimodal, con un inico maximo (si n es par), o dos consecutivos e iguales (n impar).

La logconcavidad, como iremos comprobando, es una propiedad bastante habitual en las
sucesiones de corte combinatorio. Digamos que, como ocurre en buena parte de los casos de
interés, los ag son todos positivos; entonces, tomando logaritmos en la desigualdad que define
la logconcavidad obtenemos que

ln(ak_l) + ln(akH)
2

In(ag) > para todo k=1,...,n—1,

que nos dice que la sucesién de logaritmos es concava. Y de ahi, claro, el nombre.
Siguiendo con aj positivos, podemos reescribir la condicién de logconcavidad como

a a
k>k+1

ap—1 Qg

paratodo k=1,...,n—1,

3 Que tiene una sola moda. El nombre proviene del contexto probabilista: cuando los a; representan proba-
bilidades de que se tomen ciertos valores, la moda es el valor(es) mds probable(s).
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12 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

que nos dice que la sucesién de razones de términos consecutivos ay/ai_1 es decreciente. Ca-
ben tres posibilidades: si todos los ay/ai_1 son > 1, entonces la sucesion (a,) es decreciente;
si son todos < 1, la sucesién sera creciente. El caso en el que las razones comienzan siendo > 1
para acabar siendo < 1 se corresponde con el habitual de la unimodalidad. Hemos probado:

Lema 5.1.5 Si (ap,a1,...,a,) es una sucesion logconcava de nimeros positivos, entonces
es también unimodal.

Esta observacién abre una nueva via, que sera bien 1til mas adelante, para probar la
unimodalidad de sucesiones positivas a través de la comprobacion de la logconcavidad. Mas
aun, un andlisis més detallado nos dice que si la sucesién es estrictamente logcéncava (si las
desigualdades llevan un < en lugar de un <), entonces la sucesién sélo puede tener uno o dos
maximos; este dltimo caso ocurrird cuando a;/a;—1 = 1 en cierto j.

Para cada entero n positivo, la sucesién ((3), (1),---, (7)), los nimeros que habitan un
piso dado del tridngulo de Tartaglia, es unimodal, como ya hemos visto antes, y de hecho (es
estrictamente) logconcava, como se comprueba con el siguiente argumento directo: para todo
k=1,...,n—1,

n\ > B n! n! ~ n—k+1 n! k+1 n!
k) E'(n—K)! K (n=k)!  k (E=D!'(n—k+1)! n—k (k+1)! (n—k—1)!

() () = ) 6 () = ) ()

Obsérvese que para n fijo, la sucesién de los ((Z)) para 0 < k < n no es concava (ni
convexa), pero la sucesién de sus logaritmos si que es concava. Véase, en las figuras que
siguen, el caso n = 20:

100000

5 10 15 20

h - - logaritmos
e

Mas adelante (teorema 7.2.22 de Newton) seremos capaces de probar la logconcavidad (y
por ende la unimodalidad) de ciertas sucesiones incluso sin disponer de férmulas explicitas
para sus términos.

C3. Estimaciones de tamano. Nos interesamos, por ultimo, por la cuestién de determi-
nar el orden de magnitud de un coeficiente binémico genérico (Z) Bueno, dira el lector, el
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 13

50)

0) = (50) = 1, mientras que, como hemos visto

tamano es muy variable, pues por ejemplo (
antes, (gg) es gigantesco.

En este apartado vamos a estimar el tamano del coeficiente (Ln7/l2 J) que ocupa la posicién
central (o centrales) de una fila del tridngulo de Pascal-Tartaglia, y que como hemos visto
antes es el mayor de toda la fila. En la seccién 5.1.2 siguiente, y con ayuda del teorema del

binomio, daremos estimaciones més ajustadas para otros coeficientes binémicos.

Por comodidad de calculo, y para no andar distinguiendo el caso par del impar, vamos a
analizar Unicamente coeficientes del tipo (2:), y dejamos al lector que, al terminar, analice
el caso impar y unifique resultados usando la notaciéon de suelos y techos.

Para empezar, la suma de todos los coeficientes (2;1) vale 22" = 4" asi que cada uno de

ellos, y en particular (21?), es menor que 4". Como ademas (2:) es el mayor de todos ellos,

tenemos que
on 2n 2n 2n 2n
4" = < :2n—|—1< )
> (7)<% ()= en(

Reuniendo las dos estimaciones, concluimos que

4m 2n
< < 4",
2n+1 < n >
una estimacién valida para todo n > 1, pero no tan precisa como seria deseable. Por ejemplo,

para n = 25 la cota de la derecha es casi 9 veces mas grande que el verdadero valor de (gg),
mientras que la cota de la izquierda es casi 6 veces menor.

En realidad, cuando n es grande, (2:) no es del orden de 4" /n, como parece apuntar la
cota de la izquierda, ni como 4", como dictaria la de la derecha. Con ayuda de la precisa
estimacién asintética de Stirling (seccién 3.7) podemos afinar mucho més y afirmar que

<2n> 2n)!  (2n)e ™ Virn 1

— ~ = 4m cuando n — oo.
n

nln! [n” e " \/m]Q \/ﬁ

Recuerde el lector, de la seccién 3.1, que la estimacién asintética anterior quiere decir que

(%)
lim —2"— = 1.
n—oo 47 [\ /mn
De manera que el orden de magnitud (asintético) correcto lleva, ademds del factor 4", un \/n
en el denominador, acompanado por cierto de un sumamente misterioso factor /7. La com-

paracién numeérica con nuestro ejemplo habitual da
25

V25T

que es una aproximacion asombrosa, pues aunque ambas cantidades difieren en algo mas de
medio billén', su cociente, que es lo que consideramos en estas estimaciones asintéticas, o
mejor, su diferencia porcentual®, es de apenas un 0.5 %.

<5O> = 126410606 437 752 , mientras que ~ 127044199911 599,

25

14, Les parece poco?
15, Ah!, visto asi. ..
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14 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

5.1.2. Sobre el teorema del binomio

Nombramos'® a los nimeros (Z) como coeficientes bindmicos porque

aparecen en el desarrollo del binomio de Newton'”, esa regla que nos
permite escribir (y calcular) el desarrollo de una potencia de una suma
de dos términos. Una formulaciéon habitual es la siguiente:

Lema 5.1.6 (Binomio de Newton) Para cualquier natural n > 1 y
cualquier nimero real x,

(142)" = zn: <Z>x’f

k=0

Observe, lector, que la formula anterior es también vélida paran = 0
F1GURA 5.2: Newton por el convenio de que (8) =1.

DEMOSTRACION. Vamos a dar dos demostraciones de esta identidad:
una primera por induccién en n, y la otra siguiendo un argumento com-
binatorio. El ejercicio 5.1.19 propone una prueba alternativa.
El caso n = 1 es evidente. Supongamos que la identidad es cierta para un cierto n (y todo
numero real z), y analicemos el caso n 4+ 1 como sigue:

I4+z)" ' =0+2)"(1+2)=(1 +x)zn: (Z)xk _ Zn: <Z>xk +kzn:_0 <Z>xk+1

OB (=0 EI0) () ()
_ <ngl>x0+i<n;‘j) 4 (gﬁ) i(n;l)

k=1 k=0

Observe, lector, como en el argumento hemos separado los términos primero y tultimo, y
que hemos usado la regla de recurrencia de los coeficientes bindémicos y también sus valores
frontera.

No sélo es la razén del nombre, sino buena parte de su razén de ser, y desde luego su origen histérico,
mas ligado a desarrollos algebraicos que a cuestiones combinatorias.

17Sir Isaac Newton (1642-1727) es, quizds, el cientifico més famoso de todos los tiempos; sélo Einstein rivaliza
con él en fama y gloria. En sus Philophiae naturalis principia mathematica, o simplemente Principia, de 1687,
que son considerados como el méds importante libro cientifico jamés escrito, establecié los principios béasicos de
la mecénica, la dindmica de fluidos, el movimiento ondulatorio, dedujo las leyes de Kepler del movimiento de
planetas y cometas, etc. Y, claro, se le considera el inventor del cdlculo diferencial e integral, junto con Leibniz.
Mmm, ;junto, al tiempo, independientemente?; ;quién fue antes? Bueno, Newton y Leibniz mantuvieron unas,
digamos, no muy elegantes discusiones piblicas acerca del asunto. Lagrange decia de Newton que “[...] fue
el mds grande genio que ha existido”, anadiendo que “[...] y también el mds afortunado, dado que sélo se
puede encontrar una vez un sistema que rija el mundo”.

Tedlogo, alquimista, inventor de méquinas, filésofo, profesor de la cdtedra lucasiana en Cambridge, sucedien-
do a Barrow: un auténtico gigante. Aunque él mismo dejé dicho (en uno de sus escasos raptos de humildad)
que “habfa visto un poco mas lejos era porque estaba subido a hombros de gigantes”, en reconocimiento al
trabajo anterior de otros cientificos.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 15

Vamos a dar ahora una prueba alternativa del binomio en la que se conectan la definicién
combinatoria del coeficiente binémico (Z) (recuerde, lector: nimero de maneras de escoger k
elementos de entre un conjunto de n elementos) con el papel que desempenan en la férmula
del enunciado: coeficientes del polinomio que se obtiene al desarrollar (1 + x)".

Fijamos n > 1. En el esquema de la izquierda he-

1 .
El i i; mos escrito n veces el factor (14 z). Nos preguntamos
(1+x) cuantas veces aparecerd el término ¥ al multiplicarlos
n factores ) hay que escoger 4, qg pues ése serd el coeficiente de z¥. Pero para que
k veces la x L ,

. aparezca z" habrd que tomar k veces la = (y n — k
(1+x) veces el 1, claro). Es decir, hay que elegir las k filas en

(1+x) n

las que tomamos la z. Lo que se puede hacer de (k)
maneras, certificando asi la validez de la férmula del binomio. |

Como aviso para naveganteslS, sefialamos que éste es un primer ejemplo de una funcion
generatriz: la funcién (1+ x)™ “genera”, al ser desarrollada en potencias de x, la sucesién de

niimeros <<Z>):0: <<vg> <711> <Z> <Z>ooo)

Sobre estas cuestiones insistiremos, y mucho, en el capitulo 12 y siguientes.
Si reemplazamos x por x/y en la férmula del binomio,

(5 =S5 = (-3 (0)

k=0

obtenemos, tras multiplicar por y", la siguiente generalizacion:

(z+y)" = Zn: <Z> byt

k=0

que en principio, por el argumento utilizado, seria véalida sélo para y # 0. Pero como para
y = 0 afirma simplemente que x™ = z", concluimos que es valida para todo y. Quizas el
lector quiera probar directamente esta férmula con un argumento combinatorio como el de
antes, escribiendo n veces el factor (x + y), y luego. ..

.Y para esto abren una seccion?, preguntara el lector exigente: esto del binomio lo llevamos
usando desde nuestra mas tierna infancia, por ejemplo para escribir que

(a+b)? = a® + 2ab + V2,
sin olvidarnos de ese término cruzado, o en el algo més aparatoso calculo del cubo®®:

(a4 b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

8Que sin desmayo, viento en popa, a toda vela, surquen las paginas de este libro.
9Buen momento, lector, para que reconozca que en muy contadas ocasiones habrs ido més alld del cubo.
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16 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Pero no, la férmula del binomio contiene mucha mas informacién, como iremos compro-
bando en esta seccién. Recomendamos en este punto la siguiente guia de lectura para el lector:
el apartado A contiene un buen nimero de identidades para los coeficientes bindémicos que
se obtienen directamente de (o tras manipular levemente) la férmula del binomio; aunque
avisamos de que el (sub)apartado A3 es de nivel algo més elevado. Por su parte, el apartado B
contiene la generalizacién del binomio conocida como el multinomio de Newton, que trata de
potencias de sumas con mas de dos sumandos. Lea estos dos apartados, sin dudar.

Si le quedan energias (y ambicién), embédrquese en las estimaciones para el tamano de
los coeficientes bindmicos que obtendremos en el apartado C; en la discusién del apartado
D sobre cémo Bernoulli (Jacob) obtuvo una férmula para la suma de las primeras potencias
p-ésimas de numeros naturales; o incluso en la lectura de los apartados E y F, que contienen
dos generalizaciones, muy naturales, de la formula del binomio de Newton, a saber: si po-
demos sustituir el exponente n (entero positivo) por un exponente real cualquiera; y qué se
obtendria si en lugar de multiplicar (1 + x) por si mismo n veces, consideraramos n factores
del tipo (1 + z;), para ciertos x1,...,x,. Mas adelante, en el apartado 5.1.8, veremos otra
generalizacion del binomio de Newton, realmente asombrosa, debida al gran Abel.

Como aperitivo, analizamos la bien conocida regla de Leibniz para la derivacién de un
producto. Si f(x) y g(x) son dos funciones, entonces

(f-9=f-9+f4g.
Esta es la mencionada regla de Leibniz. FEn la escritura anterior hemos omitido, por comodi-
dad, y porque nos acabamos de poner en modo decididamente algebraico, la dependencia en

la variable x. Para calcular la segunda derivada del producto, basta derivar lo obtenido en el
paso anterior para obtener

(f-9"=f"g+f-gd+f-d+f-gd =1 9g+2f-9d+f 4"
Compruebe, querido lector, derivando esta tltima expresién, que
(f‘g)///:f///'g+3f//'gl+3f/'g//+f'g///,
férmula en la que aparecen unos coeficientes 1,3,3,1 de sospechosa cercania a valores de

coeficientes bindémicos. Para el caso general, denotando por f(™ a la n-ésima derivada de f
(con el convenio de que f O =r ), tenemos la siguiente?":

Lema 5.1.7 (Regla de derivaciéon de Leibniz) Dadas dos funciones f y g, y para cual-

quier n > 0,
n
L)) — ”) (k) . g(n—k)
(f-9) ];) ( L) g

Dejamos como ejercicio para el lector la prueba de esta identidad por induccién en n, el
numero de derivadas, siguiendo los pasos de la demostracién del binomio de Newton original,
lema 5.1.6, y usando que f (nt1) — (f (”))/ y que la derivada de una suma es la suma de las
derivadas. Quizas incluso se anime a pergenar un argumento simbdlico, como el visto para el
binomio, para probar esta identidad, cambiando el multiplicar por 1 o por x de entonces por
la disyuntiva derivar/no derivar.

20Ups, Newton y Leibniz juntos la misma pégina. La que se va a liar. ..
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 17

A. Jugando con el binomio de Newton
El binomio de Newton:
" /n " /n
() (I+a)= kZ_O <k>wk obien (k%) (z+y)" = kZ_O <k> kgt

es una identidad valida para todo =,y € Ry todo n > 0. Podemos sustituir x (o quizés y) por
los valores que nos plazca, sin restriccién alguna, podemos derivar estas identidades, quizas
integrarlas, a ver qué sale... ;A qué esperamos?

A1l. Sustituyendo = por +1. De entre todos los valores (numéricos) por los que puede
sustituir z en la expresién (x), x = 1 0o x = —1 parecen las elecciones més sugerentes. El caso
x = 1 nos da la ya conocida expresion

k=0

mientras que al tomar x = —1 (sin olvidarnos de que el polinomio de la derecha de (x)
tiene término independiente) obtenemos una expresién nueva, que registramos, para futuras
referencias, en el siguiente lema.
= n
0= —1)*
-t (})
k=

Paran =0, la suma de la derecha vale 1.

Lema 5.1.8 Para todo n > 1,

[en]

De manera que si, para un n > 1 dado, sumamos todos los coeficientes (7;) de una fila del
tridngulo de Pascal-Tartaglia, obtenemos 2". Mientras que si los sumamos, pero alternados
en signo, la suma vale 0. Esta identidad, algo més inesperada?!, ser4 1til mds adelante, por
ejemplo en la demostracién del principio de inclusién/exclusion (seccién 5.1.5), y también en
los argumentos del apartado 5.1.7.

Por cierto, si en la expresion (xx) tomamos z = p e y = 1 — p, obtenemos que

n
1=)" <Z> p* (1 —p)"F,
k=0
Escribir esta expresiéon con p, en lugar de la habitual x, responde a razones de estética
y tradiciéon. Aunque la expresion anterior es valida para todo p real, serd especialmente
interesante cuando p sea un numero entre 0 y 1: una probabilidad (capitulo 15 y siguientes).
Insistimos, lector: para todo p y todo entero n > 1. Tome un p cualquiera, por ejemplo
p =1/3, y un n, digamos n = 5. Entonces la suma (1/3)° +5-(1/3)*(2/3) +10-(1/3)3(2/3)% +
10 - (1/3)%(2/3)3 +5-(1/3)(2/3)* + (2/3)° vale. .. 1. Asombroso.

2INote el lector que, si n fuera impar, la identidad serfa consecuencia de la simetria los coeficientes binémicos,
que se irfan cancelando por parejas. En el caso de n par ya no es asi, pues hay un nimero impar de sumandos.
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18 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

A2. Derivando. Nuestro siguiente objetivo es evaluar, para n > 1, la suma

" n
k
>k ()
k=0
Observe, lector, que no podemos obtener esta expresién sustituyendo en el binomio por
ningtn valor fijo de . Sin embargo, derivando (con respecto a x) los dos miembros de la

identidad (%), obtenemos
n(l+z)" 1 = Z <Z> kaht

k=1
Note el lector que esta identidad requiere que n > 1, y fijese también en que la suma de la
derecha empieza en k = 1 (pues el caso k = 0 es cero). Ahora si, evaluando en x = 1, tenemos

” k " =non !
2k,
k=0

Por cierto, la expresion anterior es también vélida para n = 0, con los convenios habituales.
Veamos un ejemplo de uso combinatorio de esta identidad.

EJEMPLO 5.1.1  El “tamano medio” de los subconjuntos de {1,...,n}.

Llamemos T" a la coleccién de todos los subconjuntos de {1,...,n}. Ya sabemos que
IT'| = 2. El “tamano medio” al que nos referimos es la media aritmética de los tamanos de
todos los subconjuntos, es decir,
1
on Z I,

yel

donde || significa el tamano de cada subconjunto «. Escribimos ahora esa suma, que cons-
ta de 2™ sumandos, agrupando los subconjuntos de I' por su tamano, que serd un cierto
parametro k entre 0 y n. El calculo, pese a la aparatosa notacién, es sencillo y directo:

1 1 - 1 - 1 . subconjuntos vy € I'
2_”Z|7|_2_nzz|7|_2_nzzk_2_”kz_ok#{ tales que |y| =k }

~yel k=0 el k=0 el
[v|=k [v|=k
1 — n 1 n
= — ]{j = — 271—1 = —

En I" hay subconjuntos pequenios (pocos), medianos (muchos) y grandes (pocos), en propor-
ciones que se equilibran para dar que el tamano medio es n/2. Vea el lector un argumento

algo més directo el ejercicio 5.1.12. &
Registramos también la férmula que se obtiene tomando z = —1:
" /n
~1)Fk=0
> (1)
k=0
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 19

(incluso para n = 0), una suma alternada de coeficientes binémicos como la del lema 5.1.8,
pero donde éstos van ahora multiplicados por los sucesivos valores de k, y que también vale 0.

Por otro lado, si en (xx), y para n > 1, derivamos con respecto a x, obtenemos

n(z+y)" = Z <Z> ak—tynk = zn(z+y) = Z <Z> kak yn

k=1 k=1

tras multiplicar por un factor x a la derecha y a la izquierda con objeto de volver a acompasar
la potencia de la z a la derecha, que habfa quedado momentédneamente descolocada??. Si
ahora, en esta ultima expresién, tomamos x = p e y = 1 — p, obtenemos

np = ék <Z>pk (1—-p)"*

De nuevo, una imponente suma (la de la derecha) que vale simplemente np, jpara cualquier
valor de p!, y en particular para cualquier p € [0, 1], que serd el caso de mayor interés, cuando
digamos que el calculo anterior significa que la “media de una variable aleatoria binomial de
parametros n y p vale np”. El lector ducho en manejos probabilistas entendera de inmediato
el entrecomillado anterior; aquél que no, puede consultar el capitulo 15. Por cierto, el caso
p = 1/2 de esta expresién es la férmula encuadrada de la pagina anterior.

A3. Derivando (mds). Esta argucia, consistente en derivar (y luego sustituir), serd de
uso habitual en el capitulo 12 dedicado a las funciones generatrices, y como ya hemos dejado
entrever en un par de ocasiones, resultard particularmente 1til en el analisis de cuestiones
probabilistas. Pero el lector ambicioso®? estard ya reclamando que le saquemos, aqui y ahora,
mas jugo al truco.

Vamos, pues. Fijamos n > 1 y consideramos M, con 0 < M < n, que contara el nimero
de derivadas que vamos haciendo. Obsérvese que no llegamos a M = n. El lector que, orde-
nadamente, se ponga a derivar a derecha e izquierda del binomio llegard sin dificultad a la
expresion siguiente, valida para cualquier 0 < M < n:

(1) nn—1)---(n—M+1)(1+z)"M= Z <n> jG =1 (j—M+1)z7 ™M
j=nr N

Podriamos haber escrito la suma de la derecha empezando en j = 0, pues para j < M alguno
de los factores del producto j(j —1)--- (j — M +1) es con seguridad nulo. El caso M = 0 es el
propio binomio de Newton. Compruebe el lector que el caso M = n nos darfa una identidad
n! = n!, de escaso interés, razén por la que ha sido excluido desde el principio.

22Normal, te cae una derivada encima. . .
23 Ambicioso, pero prudente, y que no haya salido corriendo a revisar los capitulos dedicados a funciones
generatrices o los de probabilidad.
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20 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Podemos, y resulta comodo y conveniente, reescribir (f) usando coeficientes binémicos.
Cercidrese el lector de que, anadiendo un factor M! aqui y alld, (1) es equivalente a

i (p)arar= (1))

J=M

Tomando, como ya es tradicional en este apartado, x = 1 y x = —1, obtenemos las dos
siguientes identidades: para n > 1 y para todo 0 < M < n,

SOE-=G) o Z O

Los casos M =0y M =1 han sido vistos con anterioridad. La de la izquierda, la suma sin
signo, es también valida para M = n, e incluso para n = 0. La suma alternada en signo de
la derecha, sin embargo, vale 1 cuando M = n (incluyendo el caso n = 0).

Reconocera, lector, que son identidades un punto mégicas. La que no tiene signo recuerda
vagamente a la identidad de Vandermonde del lema 5.1.2; pero no, no es la misma, pues los
indices que varfan en los coeficientes bindémicos no son los mismos. A la de la derecha nos re-
feriremos mas adelante (apartado 5.1.7) como propiedad de ortogonalidad de los coeficientes
binémicos. Véase en particular el lema 5.1.28. Y todo esto, con simples manipulaciones alge-
braicas; aunque alguna de estas identidades reapareceran, claro, como fruto de argumentos
combinatorios en paginas sucesivas.

Como colofén y remate de este alarde algebraico, senalamos que de (f) se deduce el
siguiente resultado, que por el asombro (jcuantos van?) que supone elevamos a la categoria de:

Teorema 5.1.9 Dado n > 1, para cada 0 < M < n,

() oo

J=0

Los casos M = 0y M =1 de este resultado ya han sido vistos anteriormente. Para n = 0,
la suma de la izquierda valdrfa 1. En la expresién anterior se podria cambiar también el (—1)7
por (—=1)7=M 'lo que la situarfa en forma més paralela a (1).

Por cierto, tiene el lector el derecho (casi la obligacién) de preguntarse qué ocurriria si en
la suma del teorema 5.1.9 pusiéramos M = n, o incluso M > n. Nuestro derivativo argumento
no da informacion sobre estos casos. Pues bien, resulta que no sélo tiene sentido la pregunta
(el caso M > n), sino ademés un significado combinatorio de enorme interés. No se pierda el
lector el ejemplo 5.1.1, y las referencias de que alli parten.

DEMOSTRACION. Fijamos n > 1. Arrancamos de la expresién (1), evaluada en z = —1, que
nos dice que para cualquier 0 < M < n,

) Z<77><—1>J'—Mj(j—l)mU—M“):0'

j=m N
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 21

El teorema estarfa probado si pudiéramos asegurar que cada j, con 0 < M < n, se pudiera
escribir como combinacion lineal de los polinomios (en j) siguientes:

15,30 =150 -G =2),....JG -1 —n+1),

pues bastaria introducir esa combinacion lineal en la suma alternada del enunciado, reordenar
las sumas (cambiando el orden de sumacién), que resultarian ser todas nulas por repetida
aplicacién de (x). ;Existe siempre esa combinacién lineal? Veamos, por ejemplo, el caso j2.
Escribimos

#=04G-1)+0;j+01,

donde los simbolos [J deben rellenarse con coeficientes. Por ejemplo, como a la izquierda ha
de quedar un 52, es evidente que el primer cuadrado ha de llevar un 1, y como eso deja un —j
adicional, el segundo debe ser un 1, y el tercero un 0. De manera que
=i -1+7.

Esto es algo general. Para el lector avisado, la lista de polinomios (en j) exhibida arriba es
una base del espacio vectorial de los polinomios de grado < n — 1, tan legal como la base
estandar {1,j,j2, ...,3" 1 v que conocida como la base de los factoriales decrecientes. El
lector interesado puede consultar el apartado B de la seccién 5.3.1, donde encontrard una
manera ordenada de calcular los coeficientes de esas combinaciones lineales, en términos de
una familia conocida como nimeros de Stirling. Aquél mas preocupado por la comprobacién
de que se trata, efectivamente, de una base, puede revisar el capitulo 7.

De hecho, el enunciado del teorema y (%) son del todo equivalentes, y son a su vez
equivalentes a las identidades que se obtienen tomando, en lugar de la base estdndar o la

de los factoriales decrecientes, cualquier otra base del espacio de los polinomios de grado
<n-—1. [ |

B. El multinomio de Newton

Interesa ahora obtener una férmula para el desarrollo de expresiones como (z +y+ 2)", o
(x+y—+z+1t)", etc., en las que en lugar de dos sumandos, como en el binomio, consideramos
mas. Preparando el terreno, reescribimos el binomio de Newton de la siguiente manera:

n " /n e n!

k=0 a,b>0, a+b=n

La de la derecha es una suma doble, con indices a y b, pero en la que sélo se consideran
aquellas parejas (a,b) que suman n. Esta escritura de la derecha se justifica observando que
en la primera suma, para cada k, los exponentes de x e y suman siempre n.

El caso de tres sumandos, la formula del trinomio, tiene una estructura bastante similar:

n' b n b
(@ry+2"= > e = <a, b, c) A

a,b,c>0, a+b+c=n a,b,c>0
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22 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

A la derecha hemos utilizado una nueva notacion,

| .
n —a!”bl'c! sia+b+4c=n;
a’?

0 en caso contrario,

que simplifica la escritura de la suma triple, en la que sélo se suman indices a,b,c > 0
tales que a + b+ ¢ = n. No sorprenderd al lector que el niimero anterior sea conocido como
un coeficiente trinomico. O que la generalizacion al caso de n sumandos, la férmula del
multinomio de Newton, rece como sigue: para cualesquiera niimeros naturales k,n > 1y
para cualquier lista de nimeros reales (z1,...,xg),

n
(14 22+ -+ 23)" = 2 : <a . . > 21 2992 o 3Ok
a1y >0 1, 025..., Uk

donde los coeficientes multinémicos se definen como

n!

< n ) 3 siap +ag+ - +ap=mn;
= ai.-ag: .- Q.
-5 Ak

ai, as, .. )
L2 0 en caso contrario.

Proponemos al lector dos maneras de comprobar que esta expresion es correcta. La pri-
mera consiste en utilizar el principio de induccion, teniendo en cuenta que, en la expresion
anterior, hay dos parametros involucrados, k y n. Dejamos los detalles como ejercicio 5.1.19
para el lector. Como alternativa, daremos una prueba de corte combinatorio, como la que
al principio de la seccién dabamos para el caso del binomio, aunque habra de esperar un
poco, al apartado 5.1.6, cuando dotemos a estos coeficientes multinémicos de significado
combinatorio.

A propdsito de las sumas multindmicas que hemos escrito antes, es razonable preguntarse
por cuantos sumandos aparecen en ellas. Fn el caso k = 2, el del binomio, hay n+1 sumandos.
La respuesta, para la versiéon multinémica general, es que hay tantos sumandos como listas
(a1,...,a;) de nimeros no negativos que suman exactamente n haya, y de éstas hay

n+k-—1
k—1 ’

Por cierto, en paralelo al binomio de Newton (lema 5.1.6) y la regla de derivacién de
Leibniz (lema 5.1.7), y tras mirar fijamente la férmula del desarrollo de (1 + - -+ 4+ z)", jse
anima el lector a escribir una férmula para

como veremos en la secciéon 5.1.3.

(fi e f)t™,
la derivada n-ésima de un producto de k funciones?
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C. Coeficientes binémicos y entropia

Retomamos ahora la discusién sobre estimaciones del tamano de un coeficiente binémico
genérico (Z), ampliando el andlisis que sobre el coeficiente central (y mayor) (Ln7/l2 j) hicimos
en la seccién 5.1.1 anterior.

Empezamos con una acotacion sencilla, que se sigue de argumentos que ya utilizamos en
la estimacion de la funcién factorial en el apartado 3.7.

Lema 5.1.10 Para todon >1 ytodo 1 < k <n,

n¥ n n*  (en)k
— < < —< .
Kk —\k) — k! — kk

La cota (tltima) de la derecha es peor que la estimacién n* /k!, pero cuenta con la ventaja
de que no aparece factorial alguno, ademas del evidente y reconfortante paralelismo con la
cota inferior.

A modo de ilustracién numérica, consideramos los coeficientes binémicos (28) y (gg), cuyo
valor por cierto coincide, y para los que el lema anterior nos daria las siguientes estimaciones:

20
M) < (5—6) ~ 4.41 x 1019,
20 2

50 Be 30 "
< | — =~ 4.
<30>_(3) 483 % 109,

Note el lector que el segundo rango es mucho més amplio, y observe de paso como estas cotas
no captan las propiedades de simetria de los coeficientes binémicos.

20
9.09 x 107 ~ (g)

452 x 10° ~ (g)go

En general, las cotas del lema 5.1.10 son muy poco precisas, especialmente cuando k es
cercano a n, como el lector podra apreciar si sigue con detalle el argumento que emplearemos
en la demostracién. Por insistir en esa imprecisién, para (2:) el lema 5.1.10 darfa 2" < (2:) <

(2e)™, que es una peor estimacién (por ambos lados) que la de la seccién 5.1.1.

DEMOSTRACION. Comenzamos con las cotas superiores. La primera es inmediata, y se sigue
de sustituir cada uno de los k factores del numerador siguiente por el mayor de ellos:

<n) nn—1)-(n—k+1) _nk

n
— <
k k! - k!

La segunda sale de combinar esta tltima estimacién con la (holgada) acotacién de e* en
la que nos quedamos unicamente con un término, justamente el término k, de la serie de
potencias que la define:

-
ko kR 1 e

k
ef=)y —>— = — < .
jz_:oj! ! K kR

Para la cota inferior observamos primero que, para cualquier m en el rango 0 < m < k < n,

n . n—m
_S ,
k k—m
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24 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

como podra comprobar facilmente el lector, lo que nos dice que

nt_mon o _nn=1 n—(k-1) (0
kkkok kE— kk-—1 E—(k—-1) \k/)’
que es la estimacién inferior del enunciado. [ |

Para afinar mas, introducimos la siguiente funcion,
definida para p € [0, 1]: 0s]

H(p) = —pIn(p) — (1 — p) In(1 — p),

cuyo aspecto representamos a la derecha. Observe el lec- ™|
tor que H(p) es simétrica con respecto a p = 1/2, esto es,
H(p) = H(1 — p), y compruebe que alcanza su maximo
enp=1/2 yque H(1/2) =1In(2). :

Note también que, para p € (0, 1),

029

0.2 04 0.6 038 1

") — gmrrin(p) o=n(1=p)In(1=p) _ ,,=np (] _ 4))~n(l=p)

A esta funcién nos referiremos como una entropia?*. En términos de esta funcién, tenemos
las siguientes estimaciones para el tamano de un coeficiente binémico genérico.

Teorema 5.1.11 Paran>1y0<k<n,

nH(k/n
ﬁ < n < enH(k/n)
n+1 —\k/) —

Antes de dar la demostraciéon de este resultado, vamos a compararlo con las cotas del
lema 5.1.10. Para empezar, las estimaciones del teorema 5.1.11 son simétricas, y acotan por
igual los coeficientes binémicos (}) y (,,”,), pues H((n — k)/n) = H(1 — k/n) = H(k/n).

Pero ademds baten ampliamente a las del lema 5.1.10 (bueno, casi siempre). Vemos pri-
mero un ejemplo numérico, comparando las estimaciones para (38) y (gg) Por un lado, el
lema 5.1.10 nos darfa, usando que (5/2)% = e20(/2) y que (5/3)%0 = 301n(5/3),

618'33 < <50> < 638'33 y 615'32 < <50> < 645'32

20 — \30

24Entropfa: medida del desorden de un sistema. Repase, querido lector, su segunda ley de la termodindmica.

Si alguien le hace notar que su teoria del Universo contradice las ecuaciones de Max-
well. . . entonces, peor para las ecuaciones de Maxwell. Si no concuerda con las observacio-
nes. .. bueno, estos experimentales hacen chapucillas de vez en cuando. Pero si su teoria va en
contra de la segunda ley de la termodindmica, entonces, jay!, entonces no le concedo esperanza
alguna: el inico destino posible para su teoria es caer en la méas profunda de las humillaciones.

(Cita del astrofisico inglés Sir Arthur Stanley Eddington). O visite el capitulo 26 dedicado a la transmisién
de la informacién para poner en contexto esta asignacién de nombre.
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mientras que el teorema 5.1.11 acotaria ambos niimeros por un muchisimo mas ajustado

(30 (0) _
51 7 \20 30/ —

Compruebe también el lector que del teorema 5.1.11 se deduce que

n
4 <<2n><4n’
n+1 - \n/)

que son las cotas que obtuvimos en la seccién anterior.

En general, estas cotas, medidas en términos logaritmicos, son:

(lema 5.1.10) k In (%) < In <Z> <kln (%) )
(teorema 5.1.11) nH(%) —In(n+1) < In <Z> < nH(S) )

En la figura que sigue hemos representado estas cuatro cotas para el caso n = 100, junto con
los verdaderos valores de In( (120) ), que en la grafica aparecen en negro (tercera contando desde
abajo). Las dos graficas que la envuelven, en malva, son las estimaciones de entropia. Note,
lector, el excelente ajuste que proporcionan. En verde, las dos estimaciones del lema 5.1.10.
A la derecha, y para el lector puntilloso, presentamos una ampliacién del rango de valores de k
pequenos, en el que se observa cémo ahi la estimacién (inferior) de entropia es ligeramente
peor que la inferior del lema 5.1.10. Pero claro, se dira ese lector inquisitivo, pero al tiempo
razonable: para esos valores de k tan pequenos, ;para qué andan estimando?
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En la demostracién del teorema 5.1.11 usaremos la siguiente observacién, ya de por si
interesante.

Lema 5.1.12 Fijemos un q € (0,1) y consideremos la sucesion

ak:<z>qk(1—q)"_k, para k=0,1,...,n.

La sucesion (ay) es unimodal®®. En particular, si ng es un entero, la sucesion tiene mdzimo
en k = ng.

2581: también es logcéncava, lo que nos darfa la unimodalidad como consecuencia inmediata. Esta logcon-
cavidad se comprueba facilmente a partir del teorema 7.2.22 de Newton.
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Observe, lector, que el caso ¢ = 1/2 se corresponde, salvo un factor de escala, con la
unimodalidad de los coeficientes binémicos que vimos unas péaginas atras.

DEMOSTRACION. Calculamos

ny\ i n—k n 1 n—k—1 ny\ g nkl, n—k q
—app1 = 1—g)" - 1- - 1- 1- 4
af—ag+1 <k>q (1=q) <k+1)q (1=q) <k)q (1—q) E 1 1_q],

de manera que se tendra que ax — a1 < 0 siy sélo si

—Z;fﬁgo es decir, si y sélo si E<gn+q—1.

De manera que la sucesion es creciente hasta qn + ¢ — 1. El mismo argumento nos dice que
serd decreciente desde ese punto. Y por tanto, unimodal.

Cuando ng es un entero, como |q—1| < 1, la sucesién tendra un maximo en k = ng. Note

el lector que podria ocurrir, como en el caso de los coeficientes binémicos, que hubiera dos

maximos (iguales en valor) consecutivos. [ |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.1.11. Fijamos un k entre 0 y 1, que por comodidad nota-
cional representamos como k = ng, para cierto ¢ € [0, 1]; esto es, ¢ = k/n. En estos términos,
las acotaciones que pretendemos comprobar son

nH
e <(") < e H (@)
n+1 =~ \nq/ —

Observe, lector, que este enunciado es evidente si fuera ¢ = 0 o si fuera g = 1.

Para la cota superior basta observar que

n) nq n(1—q) ~ (7 J n—j _
" (1—q) SE e 1= =1,
<nq =\

donde la 1dltima igualdad es consecuencia del teorema del binomio, de lo que se deduce que

<n> < g M (1 — q) (179 = nH(@)
ngq

Con un poco (pero no mucho) méas de trabajo, el lector podré comprobar (ejercicio 5.1.5)

que no solo (:q), sino la suma de los coeficientes binémicos hasta el (:q) se acota por e™1(@),

Veamos ahora la cota inferior. El lema 5.1.12 nos dice que
n
(") —gro-s
nq
es el mayor de los términos de la sucesién ay del enunciado (quizds “empatado” con algin

otro). Pero entonces, usando el binomio una vez mas,

n

1=>" <?> ¢ (1—q)"7 < (n+1) <:q> g™ (1 — )",

=0

donde hemos utilizado que hay n+1 términos en la suma anterior. Despejando (:q) se obtiene
la cota buscada. [ ]
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 27

Planteamos, por ultimo, la cuestién de establecer estimaciones asintoticas para (Z), en
lugar de cotas. Ya sabemos, recuérdese la secciéon anterior, que (2:) ~ 4" /\/mn cuando
n — 00, asintético que obtuvimos usando la féormula de Stirling. ;Y para un coeficiente
binémico general? Note, lector, que hay dos parametros involucrados, n y k, de forma que
habra primero que decidir si nos interesa la situacién en la que n se va a infinito y k£ queda
fijo, o si los dos se van a infinito, en cuyo caso deberfamos prefijar a qué velocidades lo
hace cada uno. .. En el siguiente resultado analizamos dos posibilidades: el asintético cuando
n — 0oy k esté fijo, y el caso en el que ambos pardmetros se van a infinito a (esencialmente)
la misma velocidad.

Lema 5.1.13 a) Para k fijo,

n nk
<k;> ~ o cuando n — 0.

b) Sea (ky) una sucesion de enteros tal que k, ~ qn cuando n — oo, para cierto q € (0,1)
fijo. Entonces, cuando n — oo,

nH(q)
<n>~6— Y ln<n>~nH(q).
kn 2mnq(1 — q) kn

El primer apartado, fijando por ejemplo k = 7, sugiere aproximar (1(7]0) por 1007 /7!. El

error (relativo) cometido serfa de aproximadamente un 20 %. Pero la aproximacién de (10700)

por 10007 /7! darfa ya sélo un error del 2.1 %.

En cuanto al segundo apartado, estd escrito por comodidad en términos de una genéri-
ca sucesién k, con cierta propiedades asintéticas. El lector con mayor inclinaciéon por la
concrecién puede optar por escoger k, = |ng|, y escribir asi que, cuando n — oo,

<L:qJ>N% v ) )

En el caso ¢ = 1/2, la estimacién de la izquierda nos da

n enH(l/Q) on
< ) cuando n — oo,

[n/2] N \V2mn/4 N /2

que coincide con la estimacién asintética para el coeficiente bindémico central (y mayor) que
obtuvimos unas paginas atrds. Pero tomando por ejemplo ¢ = 1/3, obtenemos

" en e/ = 3 3 cuando n —
[n/3] Srn2j9 A3 2 mn o Tee

DEMOSTRACION. La parte a) es directa, pues basta observar que, para k fijo,

IR EHCLT SIS Y B A

n n n

k/k' z ) — 1 cuando n — oo.
nk/k! n
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28 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Para la parte b), observamos que, por las estimaciones de entropia del teorema 5.1.11,

nH(k,/n) —In(n+1) <In <;

n

) <t o)

que tras dividir por nH(q) da

H(ko/n) In(n+1) _1In (n) _ H(kn/n)
H(q) nH(q) ~— nH(q) = H(q)

Dado que la funcién de entropia H(p) es continua, se tiene que H (k,/n)/H(q) — 1 cuando
n — oco. Para rematar el argumento, observamos que In(n 4+ 1)/n — 0 cuando n — co.

Para la otra estimacién usamos que, cuando n — oo, k, ~ nqgy n — k, ~ np (donde, por
comodidad notacional, escribimos p = 1 — ¢), ademds de la aproximacién de Stirling, para
escribir que, cuando n — oo,

< n > B n! n"e " +\/2mn
kn knl (n—kn)! kR e=Fn 27k, (n — Ky e=(n—Fn) | /2m(n — ky,)
n" n" 1 enH (@)

T M \rngp  Zangp

- kn® (n—ky )" =Fn /27 Ky (n—ky) - (ng)™ (np)™ 2T ngp

Observe el lector que de esta ultima estimacién asintética se puede obtener la del logaritmo,
pero no al revés. Consulte el ejercicio 3.7.4. |

Para concluir esta entropica discusiéon, senalamos que, en ciertos contextos relacionados
con codificacién (véase el capitulo 26), es més habitual usar la funcién de entropia

Hj(q) = —q logy(q) — (1 — q) logy(1 —q),

usando logaritmos en base 2, en lugar de la base natural del niimero e. Esta funcién tiene
un aspecto muy similar a la de H(g) y su maximo esta en Ha(1/2) = 1. Observe también el
lector que e™(@) = ont2(q),

D. Jacob Bernoulli y las sumas de potencias

Retomamos aqui la discusién que sobre las sumas de potencias iniciamos en el apar-
tado 1.2.1. Interesa obtener una férmula, o un procedimiento de célculo eficaz, para las
cantidades

n
Sp(n) = Z kP para enteros p > 0y n > 1.
k=1

Ya sabemos, por ejemplo, que

n(n+1)
2 Y

nn+1)2n+1)
6

So(n) =n, Si(n) = Sa(n) =

Véase el citado apartado 1.2.1 y alguno de sus ejercicios.
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5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 29

Para analizar Sp(n) con generalidad, aplicamos un truco telescépico, similar al que lleva-
mos a cabo para el caso p = 2 en el ejemplo 1.2.4. Para un p fijo,

n

SOIG+DPT =] = (1P — 1,
j=1

por cancelacion telescépica. Por otro lado, usando el binomio de Newton,

Bloero R0 -] £ )

J=1 Jj=1 k=0 j=1 k=0
P n
p+1 . p+1
S D I S (R O}
k=0 j=1 k=0

note, lector, el cambio de orden de sumacién efectuado. Igualando los dos cédlculos obtene-
mos que, para p > 0,

m+n“t4=§fGZﬁ&mm

o0 mejor, que para p > 1,

(n+1P+ -1 1 ’§<p+1

() Sln) =T oy

k=0

tras despejar del sumatorio de arriba el término con Sp(n).

La expresién (%), y de hecho el argumento que lleva a ella, se debe, al parecer, a Blaise
Pascal. Es una expresion muy interesante. Por un lado, es una regla recursiva para calcular
cada Sp(n) si se conocen los anteriores Si(n) para k < p. Como ejemplo, le aconsejamos y
animamos al lector a que la use para comprobar que

n(n+1)(2n +1)(3n? +3n — 1)

Sy(n) = 30 :

El lector que con dnimo haya seguido el consejo (y haya llegado a buen puerto), reconocera
que la tarea ha sido trabajosa: escribir todos los términos, expandir la potencia de (n + 1),
luego simplificar aqui y alld, para finalmente...Y se preguntard si no existe un método mas
directo (y répido) de obtener ese mismo resultado.

Como paso previo, observamos que la expresién (x) nos dice que, para una potencia fija p
y como funcién de n, la expresién Sy,(n)

= es un polinomio (en n) de grado p + 1,
= sin término independiente,

= y tal que el coeficiente de P+ es 1/(p + 1).

Si, todo esto, lector, estd incluido en la recursiéon (x). Compruébelo, como corresponde, por
induccion.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



30 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Y si es un polinomio con esas caracteristicas, jno existird una férmula para calcular sus
coeficientes? Escribimos los primeros casos, en busca de, quizés, inspiracion:

SQ(TL) = n

Si(n)= 3n* +in

Sy(n)= in® +in? +in

S3(n) = 3nt +in3 +1n?

Sy(n)= in® +in* +3n? —asn

Ss(n)= &nb +in® 4+3Znt — L n?

Sg(n)= In" +inS +Ind —tn? +45n

Sz(n)= gn® +in” +Lnb —oLnt +5n?

Sg(n)= gn® 440 +3in7 —£nd +2n? —3n
So(n) = L nl0 +1in® 438 — & nb +ind —2n?
Sio(n) = Fn't +3n!0 +3pf —n’ +n® —5n? +an

Ve cosas, lector? Seguro que si?®. Algunas son bastante evidentes:
ese coeficiente 1/(p + 1) del término de grado mayor, que ya habiamos
anunciado, o el mas misterioso 1/2 como coeficiente comin del siguiente
término. Para la tercera columna, si tiene a bien escribir los coeficien-
tes con denominador comun 12, descubrird la secuencia 2,3,4,... Note
también la regularidad de signos por columnas, y esas columnas vacias
alternadas.

Entra en accién Jacob Bernoulli?’. Este asunto del célculo de las
sumas de potencias se habia convertido en un objetivo de (y casi una
competicién entre) los matemadticos de la época, y un Bernoulli no podia
quedarse al margen, ni del objetivo, ni sobre todo de la competicién. Asi
que se puso a mirar fijamente la tabla anterior. Mirela usted también,
lector, aunque tendra que hacerlo con los ojos de Bernoulli?®. Si lo hace
de esa manera, quizas sea capaz de proponer la asombrosa formula para los coeficientes
de Sy(n) que recogemos como teorema 5.1.15, y en cuyo enunciado aparece una famosa
familia de nimeros que llevan el nombre, como corresponde, de su creador.

Ficura 5.3: Jacob
Bernoulli

26Si también oye voces, avisenos, y ya le derivamos al servicio correspondiente.

27 Jacob Bernoulli (1654-1705) fue el primer matemético de la gran saga de los Bernoulli, que ocupé la cétedra
de matemadticas de la Universidad de Basilea durante mas de cien anos. Estudié Teologia, aunque sus intereses
derivaron pronto hacia las mateméticas, la fisica y la astronomia. Tutor de su hermano Johann (véase su nota
biografica en el apartado 12.2.4), acabaria enemistado con él, lo que en realidad fue una constante en la familia
de los Bernoulli de Basilea; vea el lector interesado su érbol genealdgico en el apartado 9.2. Ademds de sus
aportaciones a la probabilidad (recogidas en el Ars Conjectandi de 1713, publicado péstumamente), trabajé
en célculo infinitesimal, cdlculo de variaciones, dlgebra, geometria, series infinitas, etc. Numerosos objetos
matematicos han sido bautizados en su honor: ecuacién de Bernoulli, lemniscata de Bernoulli, nimeros de
Bernoulli, etc.

28Es un decir. Si fuera menester, péngase peluca.
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Definicién 5.1.14 La sucesién (B,) de nimeros de Bernoulli viene dada por la recu-
rrencia

n—1
By =1, Z <n) B;j=0 para cada n > 2.

=0 M

La anterior es una definicién de los nimeros de Bernoulli a través de una regla recursiva.
Quizas al lector le quede més claro si la (re)escribe como

1 n—1 n+1
Bn:_n+1jz_:0< j )Bj para cada n > 1.

Los primeros valores de esta sucesién son

11 1 1 1 5 691 7
1>__ _aOv__ 0, 73 Ov_ﬁvoa%707_2730>076>07"'

Nétese que, salvo Bi, que vale —1/2, todos los nimeros de Bernoulli de indice impar son
nulos, esto es, By, 11 = 0 para cada n > 0. Mire, por cierto, la tabla de la pagina anterior y
repare en esas equiespaciadas columnas vacias.

Vamos ya con la anunciada férmula:2?

Teorema 5.1.15 (Férmula de Faulhaber-Bernoulli) Para cada p > 0,

Sp(n) = kz:kp - zp: []ﬁ (—1)7 <p " 1) By| w1,

j=0 J

Las expresiones encerradas entre corchetes son las prometidas férmulas para los coeficien-
tes del polinomio S,(n); aunque, observe el lector, que cada una de ellas es el coeficiente del
término en P77, de manera que por ejemplo el caso j = 0 se corresponde con el coeficiente
de mayor grado, n?*!.

Se cuenta que, tras descubrir la férmula, Jacob Bernoulli, en plan decididamente retador,
se jactaba de haber sido capaz de calcular el valor de la suma

119 4210 4 310 4 4 100010

en sélo unos minutos. El asunto tiene mérito: el resultado es el gigantesco ntimero3”

91409 924 241 424 243 424 241 924 242 500.

29Hemos decidido que Jacob Bernoulli comparta el crédito de esta férmula con el matematico aleman Johann
Faulhaber (1580-1635). No sabemos qué tal le sentard a Jacob, con ese cardcter que tiene. Sobre todo, porque
al parecer el bueno de Faulhaber se limité a exhibir, unos afios antes, los 17 primeros casos (lo que tampoco
estd mal), y a hacer unas cuantas observaciones y conjeturas sobre los coeficientes generales en su Academia
Algebrae de 1631.

30;Se atreve a leerlo en castellano, querido lector? Diga con nosotros: noventa y un quintillones, cuatrocien-
tos nueve mil novecientos veinticuatro cuatrillones, doscientos cuarenta y un mil cuatrocientos veinticuatro
trillones, doscientos cuarenta y tres mil. .. Uff, termine usted, s’il vous plait.
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32 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Aunque a decir verdad, Jacob se aprovechaba, el muy pillin, de ciertos malabares numéricos.
Primero, claro, disponia de la férmula del teorema 5.1.15, que en el caso p = 10 permite
reducir el célculo original (que tiene n = 1000 sumandos) a la suma de s6lo 11 sumandos; o
menos, porque

1 1 5 1 5
Sion)=—=nt+=-n%+Zn? =0T+ 0 —Znd4+ —n
) =g gntg * 2" T
aprovechando que los niimeros de Bernoulli de indice impar son cero a partir de Bs. Y ademas,
astutamente, escogia n = 1000, es decir, que el cdlculo involucra potencias de 10 que, con

nuestra aritmética habitual, se suman relativamente rapido. Atn asi, jbien por Jacob!

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.1.15. Fijamos p y escribimos
n p
Sp(n) =) k=) H(p,j)n"* .
k=1 J=0

El objetivo es probar que los coeficientes H(p, j) siguen la férmula del enunciado. Observamos
primero que Spy(n) — Sp(n — 1) = nP, y luego usamos la expresion de cada S, el binomio de
Newton, y un cambio en el orden de sumaciéon como sigue:

p
nf = Sp(n) —Sy(n —1) = Z H(p,j) [np-l—l—j —(n— 1)p+l—j]
7=0

::ﬁifyq%ﬁ[nﬂH—j_p§57<pﬁ‘;_j>(_1V+Lﬁ—knﬂ
J=0 k=0

= zp:H(p,j) pi <p+;_j> (—1)P=I—k pk = zp: [’g <p+]1—j> Hip. ) (—1)7=*] k.
j=0 k=0 k=0 j=0

Ahora, comparando coeficientes de estos dos polinomio en la variable n, concluimos que la

suma i
p— .
p+1—j . i
> (") g o
j=0
vale 1 si kK = p, mientras que vale 0 en los restantes casos 0 < k < p.
El caso k = p nos da que H(p,0) = 1/(p + 1), como ya sabfamos, mientras que en los
restantes casos, tenemos que

p—k .
1—4) .
(%) Z (p(ii_— j i>k;)| H(p,j) (=1 =0  paracada 0 <k <p,

J=0

tras eliminar unos cuantos factores que no dependen del indice j. En realidad podriamos
terminar aqui 3!, porque la relacién anterior es una recurrencia que permite calcular sucesi-
vamente todos los H(p, 7). Por ejemplo, tomar k = p — 1 en (x) darfa

(p+ 1)

! ! 1
0= L5 Hp.0) - Hp) = 0=5-plHp1) = Hpl)=;

31Se nota que no somos Bernoulli.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ
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valor que ya habia quedado patente en la tabla de valores de S,(n) que vimos al comienzo
de esta discusion.

El genio de Jacob Bernoulli consistié en observar que los niimeros de esa tabla eran, salvo
por un danzante signo y unos factores de escala fijos en cada columna, como coeficientes
binémicos. Siguiendo su intuicién, y aprovechando que H(p,0) = 1/(p+ 1), proponemos que
los H(p, j) se escriban como sigue:

1 (p+1
H(p,j) = —— (-1) . )G, J),
i) = 1 0 (") 6
donde los G(p, j) dependen, por ahora, también de p, aunque al final del argumento veremos
que no es necesario considerar tal dependencia. Obsérvese que G(p,0) = 1. Llevando esto a

la expresién (x) obtenemos que, para cada 0 < k < p,

p—k . ok

Z(p+1—])! 1 (p+1)! _ 1 |
O = B B N G y e 0 — — G , ’

S pri=j=k) p+ 1L+ 1)) (p,4) jz_:o A G

tras las pertinentes simplificaciones. O mejor ain, llamando s a la diferencia p — k, que para
cada 1 < s < p,
S S
1 s+1

0= — G(p,j) = 0= ) G(p,7),

Z]!(SJrl_j)! (p,7) () Z( ; ) (p, 7)

7=0 7=0

Ya casi hemos terminado. Para p fijo, la recurrencia (}), arrancando con G(p,0) = 1,
nos da la sucesion de nimeros de Bernoulli hasta p; comparese con la definiciéon 5.1.14. Por
ejemplo, el caso s = 1 daria

0= @ G(p.0) + @ Gp1) — Gpl) = —%,

que es By. Y asi sucesivamente, de manera que G(p,j) = B; para cada j entre 1 y p. Pero
si toméramos un p’ distinto, por ejemplo mayor, (x) darfa los nimeros de Bernoulli hasta p'.
La conclusién es que G(p,j) = B; para cada p y cada posible j, lo que da fin a la prueba. B

E. El binomio de Newton para exponentes reales

Rescribimos ahora el binomio de Newton, valido para cualquier n € N (ademéds de para
todo x € R), de la siguiente manera:
n

e :Z<k>xk:§mxkzz S k:!( ),

k=0 k=0

cancelando un factor (n—k)!. Observe lector, que el coeficiente de 2%, n (n—1) - - (n—k-+1)/k!
lleva k factores en el numerador, y otros tantos en el denominador (los factores de k!). El
caso k = 0 es algo especial, pues el coeficiente es simplemente un 1. A partir de k = 1 la
expresion cobra més sentido: n/1! para k = 1, n(n — 1)/2! para k = 2, etc., y asi hasta el
caso k = n, en el que se obtiene n(n —1)---2-1/n! = 1. Aunque la suma original es finita,
ampliamos el rango de sumacién hasta infinito porque, para k > n, todos los coeficientes
son 0. Por ejemplo, k =n + 1 darfan(n—1)---2-1-0/(n+ 1) = 0.
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34 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

El teorema general del binomio de Newton que enunciamos a continuacién afirma que la
expresion anterior es cierta sustituyendo el entero positivo n por cualquier nimero real «:

Teorema 5.1.16 (binomio de Newton) Para todo o € R, si |z| < 1,

(1+x)a:ia(a—l)(a—2)~-(a—k+l) &

k=0

jAtencion!, la expresién anterior es una serie de potencias, y por eso anadimos el rango
de valores en el que tiene sentido, que en el caso que nos ocupa es |z| < 1. Repase el lector
dubitativo el apartado 4.3 sobre series de potencias. Si « es un entero positivo, entonces
esa serie deviene en simple polinomio, porque los coeficientes son 0 a partir de un cierto
momento (para k > «), y en ese caso la expresion (el binomio de Newton habitual) es valida
para todo x € R. Pero en general no ocurre asi. Por ejemplo, para a = 1/2 se tiene que

(1+x)1/2:m:i1/2.(1/2—1)...(1/2_k+1)xk
k=0

k!
1/2 1/2-(1/2 -1 1/2-(1/2 -1)(1/2 -2
2 A2 e 120200222

1 1 1
=14+-r—-2°4+—=x tp

3_—
2778 16 128 *

Compruebe el lector, sacando 1/2 repetidas veces como factor comun en la la férmula de
los coeficientes, contando signos negativos, etc., que el coeficiente de ¥ de la serie anterior
sigue la siguiente formula para k > 2:

(-1)k11.3.5-(2k —3)
2k k! '
y que en particular son coeficientes que no se anulan.

— 14+

Quizés el lector pueda pensar que esta generalizacion del binomio de Newton es iinicamen-
te un resultado formal. Pero la posibilidad que ofrece de obtener expresiones explicitas para
los coeficientes de las series de Taylor asociadas a funciones como, por ejemplo, /1 4 x, sera
extremadamente 1til en algunas aplicaciones combinatorias. Aunque habremos de esperar un
poco®2, al capitulo 12, para descubrir algunas de ellas. También alli daremos la demostracién
del teorema 5.1.16.

F. Productos, funciones simétricas. ..y medias simétricas
El teorema del binomio da cuenta del desarrollo de un producto del tipo
(1+2)"=(1+x)
Planteamos ahora la cuestion de codificar el desarrollo de productos del tipo

(%) (14+z1) - (1 +ax2)-- (1 +zp),

donde x1, ..., x, son nimeros dados, pero no necesariamente iguales. Obsérvese que si todos
los z; fueran iguales (a x, por ejemplo) estariamos en el caso del binomio.

n veces (

1+2x).

32, Un poco? Que estamos en el capitulo 5, jcémo miden éstos el tiempo?, jtopolégicamente?

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 35

El desarrollo (en el orden més razonable) del producto (x) da lugar, primero, a un 1,
luego a cada uno de los sumandos del tipo z;, después a todos los posibles sumandos z;z;
(con i # j y sin repetirse), luego a los sumandos formados por los posibles trios x;x;jzy,
etc. Estas combinaciones son viejas conocidas; aparecieron en la discusién sobre medias de
la seccién 3.6. Se trata de las llamadas funciones simétricas elementales:

so(x1,...xy) =1 y Sp(T1,. .. xn) = g xj --x, paracadak=1,...,n.
i< <ip,

Cada sp suma precisamente todos los productos de los z; tomados en grupos de k. Por

ejemplo, s1(x1,...,2p) =21+ -+ Xp, S2(T1,...,2,) = 122 + T123 + -+ + Tp_1Tp, etc. La
ultima es simplemente s, (x1,...,2,) = 21 - - - £,. Notese que cada s contiene justamente (Z)
sumandos y que Si(zx,...,z) = (Z)xk para cualquier k > 0.

De manera que el producto (x) se puede escribir como

n

n
) H(1+xi) ZZSk(xl,...,xn).
i=1 k=0
Si todos los x; son iguales a x, cada s; se transforma en (’];‘)xk, y la expresién anterior es
justamente el binomio de Newton.
Con unas pequenias manipulaciones adicionales, podemos también dar una expresién ce-
rrada y conveniente para un producto del tipo

H($ - xi)7

i=1

donde ahora consideraremos a  como una variable, y a los x1,...,x, como nimeros dados.
La observacién pertinente es que las funciones simétricas cumplen una propiedad de homo-
geneidad (de grado k): para a € R, s(axy,...,ar,) = oafsp(xy,...,z,). Compruébelo el

lector. Usando esto y (%*), podemos escribir

n

ﬁ(ﬂf —x;)|= xnﬁ (1 + _jl) = x”Zsk(—xl/x,...,—xn/x)

i=1 i=1 k=0

=" = SE(T1, .., T) = Z(—l)k sp(@1, .. ) 2P
k=0 k=0

Una expresién que no estd nada mal. El lector familiarizado con manejos de polinomios
habrd ya observado que el producto [ 7 (x—x;) es la manera natural de escribir un polinomio
de grado n y ménico (es decir, tal que el coeficiente de z™, el término de mayor grado, es 1)
si los nimeros x; son sus raices. La férmula anterior nos da los coeficientes del polinomio en
términos de las funciones simétricas evaluadas en las citadas raices. Sacaremos partido de
esta identidad algo méas adelante (apartado 7.2.4).
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Aqui vamos a emplear estas identidades para probar las desigualdades de Newton—Maclau-
rin para las medias simétricas, que presentamos al lector en el lema 3.6.4, y que recordamos
ahora. Dada una lista de nimeros no negativos (z1,...,x,), las cantidades

1
Sk(x1,...,xp) = msk(xl,...,xn) para cada k=0,1,...,n
k

cumplen que
Si(x1,. oy an) > Sa(@1, .y n) Y2 > Sy, )Y > > S, )Y

Las cantidades primera y ultima,

1 n
Sl(acl,...,xn)zﬁz;v,; y Sn(xl,...,acn)l/": Yy,
i=1

son las habituales medias aritmética y geométrica de los nimeros x1, ..., Z,.
En la demostraciéon usaremos una propiedad que verifican ciertas sucesiones logcoéncavas.
Recordamos, definicién 5.1.4, que una sucesion (ag, a1, ..., a,) es logedneava si

azZak_l-akH paratodo k=1,...,n — 1.

Lema 5.1.17 Sea (ag,ai,...,a,) una sucesion de niumeros no negativos, logconcava y tal

que ag = 1. Entonces

3

alzaémzaé/ 2---2a71/".

El lema 5.1.17 es aplicable, entre otros muchos ejemplos, a la sucesiéon de coeficientes
binémicos (Z), que es logconcava, como ya comprobamos en el apartado 5.1.1, y cumple que
(") = 1. Por ejemplo, si tomamos n = 6, se tiene que

00000 "

Verifiquelo numéricamente, lector. jVaya con la logconcavidad! Por cierto, la condiciéon de
que ag = 1, en apariencia menor, resulta ser crucial, en el sentido de que sin ella pudiera no
ser cierta la conclusion del lema 5.1.17. Como ejemplo, considere el lector las sucesiones

1 3 3 1
(1,3,3,1),  (10,30,30,10) 'y <E’E’E’E);

la primera estd formada por los nimeros (i), para k = 0,1, 2,3, mientras que las otras dos

se obtienen de ésta por cambio de escala: multiplicar y dividir por 10, respectivamente. Las
tres son sucesiones logconcavas, pero mientras que las dos primeras cumplen la conclusion del

lema 5.1.17, la tercera no, puesto que a; = 3/10 = 0.3 es menor que a;ﬂ = \/3/—10 ~ 0.55.
DEMOSTRACION DEL LEMA 5.1.17. Supongamos que la sucesién (ag = 1,a1,...,a,) cumple
(%) ai > Qp—1 - Gkt 1 para todo k=1,...,n — 1.

El caso k =1 de (%) nos dice que
ap-ag <ai = a;/2 < ay,

usando que ag = 1, lo que nos da la primera desigualdad de la cadena.
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Ahora, usando los casos k =1y k =2 de (x) conjuntamente,

1/3 1/2
(ap-az) (a1 -a3)? < alay = apaiazal<dlay — di<a3 — a3/ < a2/ .
Observe, lector, cuan hébilmente hemos elegido la combinacién (producto) de coeficientes a;
en el arranque. Luego escribirfamos, usando (x) con k = 1,2, 3,

2 3 2 4 6 2 4 2 3 2 4 6
(ap - a2) (a1 - az)” (az-aq)” < ajasay == apajasasay < aja;as,
de donde, tras cancelar factores, se obtiene que ai < ag, que nos da el siguiente caso. Y asi
en general, porque de que

(a0 - ag) (ay - ag)® (ag - a1)® - (ap—g - ax)* " - (ar—1 - apy1)* < ajajaf - a* % ajt

k k+1
se deduce que ag,q <ap . [ |

Volvemos al asunto que nos ocupa, que es la demostracion de las desigualdades de
Newton—Maclaurin para las medias simétricas del lema 3.6.4, y que se completaria si com-
probaramos que la sucesiéon de medias simétricas cumple las hipétesis del lema 5.1.17. Como
So(z1,...,xy) = 1, s6lo resta verificar que:

Teorema 5.1.18 (Newton) Para cualquier lista (z1,...,x,) de nimeros reales no negati-
vos, la sucesion de medias simétricas (Sp(x1,...,2n))}_y s logconcava. Es decir,
SZ(x1,... xn) > Sp_1(x1, ..., 20) - Spr1(T1, .00, 20) para todo k =1,...,n— 1.

La igualdad se alcanza si y solo todos los x; son iguales.

DEMOSTRACION. El objetivo es probar que, para cualquier entero n > 2 y para cualquier
lista F = (z1,...,,) de nimeros reales no negativos,

(%) S2(F) > Sp_1(F) - Sp1(F) para cada k=1,...,n — 1.

Haremos la prueba de (x) por induccién en n, que es el tamano de la lista F, y para ello
necesitaremos dos ingredientes: por un lado, probar el caso k = 1 de (x) para cualquier n > 2,
no tanto para arrancar la induccién en si (aunque también), sino sobre todo para (curiosa-
mente) dar cuenta del caso k = n — 1, el dltimo, que se escapa del argumento de induccién;
y, por otro, una observacion sobre polinomios y sus derivadas que sera la clave en la prueba
por induccién propiamente dicha.

1) Fijamos n > 2, una lista F = (z1,...,2,) cualquiera de nimeros no negativos, y
consideramos el caso k = 1 de (%), que se escribe, aprovechando que So(F) = 1, de la
siguiente manera:

(1) SE(F) = Sa(F),
es decir,

n

(%ZxOQZ L Tt o bien (n—l)(in)222n Z %],

n
i=1 2) 1<i<j<n i=1 1<i<j<n
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tras simplificar y reordenar factores. Ahora, desarrollando el cuadrado de que aparece en la
dltima expresion, la desigualdad es equivalente a

n—l(Zx + 2 Zxacj>>2n Zxacj — (n—-1) Zx -2 szxj>0

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Finalmente, la dltima desigualdad (y por tanto también (f)) es equivalente a (la claramente
cierta) desigualdad
Z (.Z‘z - .7)])2 > 0)
1<i<j<n
como se comprueba escribiendo el lado izquierdo como

Z (xl — xj)2 = Z (x? +$§) -2 Z xixj,

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

y luego observando que en la primera suma doble de la derecha aparece cada sumando xf
justamente n — 1 veces. Lector, hagase una tabla, si fuera menester, para convencerse.

2) Llamemos pr(z) al polinomio de grado n ménico cuyas raices son los nimeros reales
de la lista F. Ya hemos visto que podemos escribir

o) = [0 = (1) s o

=1 k=0

El teorema de Rolle?? nos dice que p'r(x), el polinomio que se obtiene al derivar pr(z), tiene
también raices reales, aunque una menos, claro. Llamemos F' = (y1,...,y,_1) & esas raices.
Podemos, por un lado, obtener una expresién para p'z(x) derivando el desarrollo de pr(z):

=i V(1) sut) Ttk

Note el lector que hemos dividido por n en ambos lados de la expresién resultante.

Por otro lado, el polinomio p’z(z), que es de grado n—1, cumple que el coeficiente de a1

es n. De manera que p(x)/n es ménico, y como tal, admitird un desarrollo andlogo a los
anteriores:

n—1 n—1
2D Tl -y = 3 (-1 <” . 1) Sp(F) 2",

=1 k=0

Comparando coeficientes, y observando que

<Z> - . - - k! (nn!— k)] n;k T & (fzn—_klﬁ nl - <n;1>

33Corra a buscar su libro de Célculo, lector.
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deducimos que
(1) S (F) = Sp(F)) para cada k =0,1,...,n — 1.

3) Tras estos preliminares, arrancamos la prueba de (x) por induccién en n, el tamano de
la lista F. El paso n = 2 inicial,

St(z1,m2) > So(w1,72) - Sa(21,72),

es inmediato, pues estd incluido en (1), o més directamente, porque significa que (z1+x2)/2 >
\/T1 -T2, que es la habitual desigualdad entre la media aritmética y la geométrica de dos
nimeros (nétese que esta tltima es consecuencia de que (z1 — x2)% > 0).

Supongamos entonces que la condicién (x) es cierta para cualquier lista de longitud j <
n— 1, y consideremos una lista F = (x1,...,x,) de longitud n. Asociada a la lista F tenemos
la lista F' descrita antes, que tiene un elemento menos. Para ella se cumplird, por hipétesis
de induccién, que

S/%(}—,) > Sy 1(F') - Spp1(F) paracada k=1,...,n— 2.

Pero la expresion (1) nos dice que todo lo que aparece en la linea anterior es cierto si
cambiamos F’ por F.

4) La demostracién habria terminado si no fuera porque falta por comprobar un caso,
5721_1(./7) > Sn—2(~7'—) ’ Sn(}—)>

que no se recoge en las desigualdades anteriores, y que hay que probar por separado. Como
vamos a ver, esta desigualdad se sigue de (), aunque no aplicada a la lista F = (z1,...,zy),
sino a la lista de los reciprocos (1/x1,...,1/xy).

Observe el lector que en S,,_1(F) aparecen todos los posibles productos que contienen
a todas las variables menos una. Y en S,,_o(F), los productos que contienen a todas las
variables menos dos. Por su parte, S, (F) es, simplemente, (1 ---x,).

Reescribimos la expresion anterior con una notacién especial,

1 « A 2 1 SO
<_Zx1 ...xj ...xn> 2 T[le ...xj...xk"'xn . (xl ...xn)’
n j=1 (2) j<k

donde las variables T denotan justamente las que faltan en cada producto. Si alguno de los x;
fuera 0, la desigualdad anterior seria evidente, pues a la derecha tendriamos un 0, y una
cantidad no negativa a la izquierda. Asi que podemos suponer que x1 - - - &, # 0. Dividiendo
entonces por (1 ---x,)? ambos lados de la desigualdad, el lector puede comprobar que nos

queda la expresion
n

2
GY)mEoa
que no es sino

S2(1 )y, ..., 1)xn) > So(1/z1,. .., 1/xy).

desigualdad que es cierta, como ya vimos en (). |
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5.1.3. Algunas aplicaciones combinatorias de los coeficientes binémicos

En las ultimas paginas los coeficientes binémicos han estado pavonedndose sin recato,
exhibiendo algunas de sus curiosas propiedades aqui y alld. Es hora ya de ponerlos a trabajar.
En este apartado, y en los dos siguientes (5.1.4 y 5.1.5), analizamos unas cuantas cuestiones
combinatorias en cuya respuesta intervienen, de una manera u otra, los coeficientes binémicos.

Las primeras de estas aplicaciones tienen que ver con contar el nimero de soluciones
de la ecuacién diofantica

r1+ T2+ + T =M.

Aqui, los datos son n y k. El adjetivo diofdnticas®* hace alusién a que las soluciones de
la ecuacién anterior han de ser nimeros enteros no negativos. Es decir, una solucién de la
ecuacién anterior es una lista (z1,...,x,) de nimeros enteros no negativos que suman n.
En las aplicaciones habituales, a los x; se les suelen exigir condiciones adicionales, como ser
todos mayores o iguales que 1, o similares.

El enunciado anterior es pura abstraccién que recoge los ingredientes fundamentales de
diversos problemas combinatorios, algunos de los cuales pasamos a enunciar.

Cuestion 1. Composiciones del entero n de longitud k.

Como vimos en la seccién 2.2.3, una composicién de n es una manera de escribir n como
suma (ordenada) de nimeros naturales. La composicién tendrd longitud & si hay exactamen-
te k sumandos. Asi que, si llamamos x1, ...,z a estos sumandos, contar el nimero de estas
composiciones es lo mismo que calcular el niimero de soluciones de

Tr+x2+ -t =n
vy >1,...,02>1

Cuestion 2. Distribuciones de n bolas idénticas en k cajas numeradas.

Es ésta la primera vez que aparece en este texto el lenguaje de las distribuciones de bolas
en cajas, un lenguaje que, como se ira viendo, resulta extremadamente 1til en la represen-
taciéon de multiples cuestiones. En esta jerga es habitual tratar con bolas idénticas (indistin-
guibles), o con bolas numeradas (distinguibles); y lo mismo para las cajas. De nuevo, esta
representacion es una abstraccion que puede adaptarse a diversos problemas combinatorios.
En la seccién 5.4 resumiremos la casuistica que ira apareciendo en las paginas que siguen.

Nos interesa aqui saber de cuantas maneras distintas se pueden distribuir las n bolas
(idénticas) en las k cajas (numeradas). Note, lector, que como las bolas son idénticas, lo inico
relevante para ese recuento es decidir cudntas bolas van en cada caja. Asi que, llamando x;
al namero de bolas que va en cada caja j, contar el nimero de distribuciones es lo mismo
(con biyeccién por medio) que contar el niimero de soluciones de

Tr+x2+ -+ =n . T1+ T2+ -+ 2 =1
{ 1 >0,...,2, >0 } 0 quizds de { > 1,...,02>1 }

31Estudiaremos este tipo de ecuaciones con detalle en el capitulo 6, en especial en la seccién 6.1.3. Aqui no
nos interesaremos por cémo resolverlas, sino por saber cuantas soluciones distintas tienen.
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si es que permitimos cajas vacias (caso de la izquierda), o si no permitimos que queden cajas
vacias (caso de la derecha). Por supuesto, el lector puede pergenar otras restricciones sobre
las distribuciones de bolas, que se traducen de manera inmediata en condiciones sobre los x;.

Cuestién 3. Multiconjuntos de tamano k extraidos de {1,...,n}.

Claro, jno podian faltar!, dira el lector: si en las listas distinguiamos entre aquellas en las
que se permite repeticion de las que no, jpor qué no hacer lo mismo con los conjuntos? En un
subconjunto, de manera natural, la repeticion de simbolos estda prohibida. Y aunque suene
algo forzado, definiremos un multiconjunto de tamano k extraido de {1,...,n} como una
coleccién de k simbolos escogidos de {1,...,n} donde se permite que aparezca varias veces
cada simbolo.

Antes de caer en el desanimo por la vertiginosa proliferacién de problemas con y sin
repeticién, con y sin orden, con y sin. .. observe el lector (o medite un rato hasta convencerse,
levitando misticamente si fuere necesario) que, para describir un multiconjunto, lo tnico
relevante es decidir cudntas veces aparece cada simbolo. Es decir, podemos representar un
multiconjunto general de la siguiente manera:

&1 veces T2 veces €T eces
{1,71veces 1 2, @2 veces 20 n, T VeSS Yo — {1p,, 200,00y Mg, |

Los z; son enteros no negativos, y su suma ha de valer k (que es el tamano total del multi-
conjunto). Asi que el nimero de multiconjuntos (de tamano k y con simbolos en {1,...,n})
coincide con el nimero de soluciones de

# soluciones de{ Titma e o =k },

z12>20,...,2, >0

que es un problema como los anteriores, salvo que los papeles de n y k se han intercambiado
con respecto a ellos.

Una vez convencidos de que vale la pena dar solucién a la cuestién sobre soluciones de
ecuaciones diofanticas, pues de esa manera dariamos soluciéon, de una tacada, a estas tres
cuestiones, nos ponemos con ello.

Empezamos el andlisis recurriendo al lenguaje de las composiciones. Revise el lector el
argumento que utilizamos en la secciéon 2.2.3, y que entonces nos permitiéo deducir que el
nimero total de composiciones de n era 2"~ !: una composicién se obtiene colocando los n
unos en fila y decidiendo, en cada hueco entre ellos (hay n — 1) si se para (y se suma todo
lo que se haya ido acumulando) o se sigue adelante. Es decir, es lo mismo que una lista de
longitud n — 1 formada con dos simbolos. Si ahora la composiciéon ha de tener k sumandos,
querra decir que en la lista anterior ha de aparecer exactamente k — 1 veces el separador que
representa el “para y suma” (;jpor qué k — 17). De manera que nos basta con escoger en qué
k — 1 huecos (de los n — 1 posibles) van estos separadores. Las biyecciones implicitas en este
argumento nos permiten deducir que

u composiciones de lon- | u formas de elegir k — 1 posiciones (para los separadores)
gitud k del nimeron [ de entre n — 1 (los huecos a nuestra disposicién)

_ subconjuntos distintos de tamano k —1 | (n—1
N extraidos del conjunto {1,...,n—1} [ \k—1)"
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Y de forma inmediata, vista la traduccion a ecuaciones diofanticas, que

. i+t F+xp=n| _ (n-—1
#solumonesde{ e > > 1 }_<kz—1>

Sigamos adelante: en las cuestiones combinatorias descritas al principio aparecia también
el problema de contar el niimero de soluciones de

r1+--+xp=n
{ z; 20 } '
Por ejemplo, al contar las distribuciones de n bolas idénticas en k cajas numeradas, si es que
permitimos cajas vacias.
Vamos a transformar este problema en uno del tipo anterior (con restricciones sobre las
variables del tipo > 1) con una sencilla biyeccién de corte algebraico. A cada lista (1, ..., xy)
solucién del problema anterior le asociaremos una lista (yi,...,yx) con la receta y; = x; + 1

para cada j. Es claro que los y; son niimeros > 1. Y su suma vale lo que sumaban los z; mds
el nimero de unos anadidos, es decir, n + k. Esta biyeccion nos permite concluir que

# sols. de{ Tt TR =0 }

= # sols de{ yite by =ntk }: <n—|—k—1>

yi > 1 kE—1

Quizas el lector quiera reescribir este argumento en términos de bolas en cajas (quitando
una bola de cada caja si es que todas tienen al menos una; o, en sentido contrario, anadiendo
una bola a cada caja en una distribucién general para obtener una con cajas no vacfas). Por
cierto que el nimero de k-multiconjuntos con simbolos {1,...,n} de la cuestién 3 resulta ser,

leyendo adecuadamente la férmula anterior, ("Zf;l)

Visto el éxito conseguido, nos venimos arriba y nos animamos a plantear una version més
general del problema diofantico, como es calcular el nimero de soluciones de

{x1+x2+-~-+xk:n }
T1 > Py, T > D '

Alternativamente, contar las distribuciones de n bolas idénticas en k cajas numeradas en las
que en la caja 1 van al menos p; bolas, en la caja 2 al menos po, etc. Los datos aqui son n, k
y unos enteros no negativos pi, ..., pg-

Resolvemos la cuestién con un truco como el de antes, transformandola en una que ya
sabemos contar, como por ejemplo aquella en el que las restricciones son del tipo > 0. Para
ello, empleamos la biyeccién y; = x; — p; para cada j = 1,..., k. Los y; son enteros mayores
o iguales que 0 (pues los ; > p;) que suman

k k k k k
ui=Y (wj—p) =D wi—Y pi=n—> p;.
j=1 j=1 J=1 J=1

Jj=1
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De manera que

k
#solsde{ TLA T =N }:#solsde{ ity =n—21p; }
T1 2 Plye-e Tk 2 P y1>0,...,y, >0 ’

y, aplicando la formula de arriba concluimos lo siguiente, que elevamos a a categoria de lema
para ulteriores referencias.

Lema 5.1.19 Dados n,k > 1 y unos enteros no negativos pi, ..., Pk,
k
. T+ +axp=n n+k—1->"_.p;
soluciones de = g=1+7
# {$12p17---7$k2pk} < k-1

La féormula es aparatosa, pero de aplicacion directa, si es que conocemos los valores de k, n
y p1,-...,pg. Para recordarla, le proponemos al lector la siguiente regla mnemotécnica: el
coeficiente binémico tiene, como indice superior, el valor total de la suma (que en el enunciado
es n), mas el numero (k) de sumandos, menos 1, y menos lo que sumen las restricciones
(los p;); y como indice inferior, el nimero de sumandos menos 1.

De nuevo animamos al lector a que reinterprete el argumento biyectivo en términos de
quitar o anadir bolas en cajas. Observe el lector que si Zj pj > n no hay soluciones de la
ecuacion diofantica del lema 5.1.19, pero de esto ya da cuenta el convenio habitual de los
coeficientes binémicos.

La férmula anterior contiene, como casos particulares, los dos resultados obtenidos antes:

. n+k—1
si pt = p2 = ---pr = 0, entonces la respuesta es b1 ;
. . n—1
y sip; =po =---=pr =1, entonces es simplemente r_1)

El lector ambicioso estara ya esperando la siguiente generalizacién: dadas dos listas de
enteros no negativos (p1,...,pk) v (¢1,---,qx), contar el nimero de soluciones de

{ i+ 22+ -+ =n }
P<e1<q,. o <2< qr

Ahora hay restricciones sobre los z; por arriba y por debajo. En la formulaciéon de bolas
y cajas, cada caja j llevaria entre p; y g; bolas. Aunque el aspecto del problema es muy
similar al de los anteriores, en esta ocasién, como veremos, no dispondremos de una férmula
“sencilla” en términos de los pardametros involucrados, pues la solucién pasa por aplicar el
siempre aparatoso principio de inclusién/exclusién. Lo ilustramos con un ejemplo.

EJEMPLO 5.1.1  El numero de soluciones de la ecuacion diofdntica x1+ xo+ x5 = 50, donde
0<21<10,5 <25 <35 y0 <y <20.

Iniciamos el andlisis, para facilitar los calculos, poniendo todas las cotas inferiores a cero:
y1=2120, y=22—-520, ys=232>0.
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Con esta transformacion, el problema pasa a ser el de contar el nimero de soluciones de

(%) { Y1+ y2 +y3 =45 }

0<y1<10,0<y2<30,0<y3<20

Pasaremos ahora al complementario y aplicaremos el principio de inclusién/exclusién. Defi-
nimos a continuacion los conjuntos de soluciones de interés, al tiempo que iremos registrando
sus tamanos, usando la formula del lema 5.1.19. Primero, el conjunto en el que se hallan las
soluciones de (x) y en el que definimos su complementario:

— 4 -1 4
X = {soluciones de { o +yy22§y5’ 45 }} = |X| = < 5;__31 ) = <27).

Obsérvese que una lista de X no es solucién de (x), bien porque y; > 11, bien porque

19 > 31, o bien porque y3 > 21. Esas son todas las posibilidades. De manera que si definimos
los conjuntos A, By C (de listas “prohibidas”)

soluciones y1+y2+ys =45 454+3—-11—-1 36
de Y1 > 11,92 >0,y3 >0 3—1 2
soluciones y1+y2+y3s =45 4543-31-1 16

B= N - (9.
de y120,y2>31,y5 >0 3-1 2

c_ soluciones y1+y2+ys =45 N |C|_<45—|—3—21—1>_<26>
de y1> 0,45 > 0,y3 > 21 3-1 2)

el nimero de soluciones de (x) serd
|X| - AuBUC|.

Calculamos | AUBUC| con el principio de inclusién/exclusién, lo que exige conocer, ademds
de los tamanos de cada conjunto, que ya hemos calculado, el tamafnio de las intersecciones de
dos y tres conjuntos. Por ejemplo,

| soluciones Y1 +y2 +ys =45 (45 +3—42-1\ (5
AQB_{ de {ylzll,y2231,y320 = N5l = 3-1 S \2)

De manera andloga, se obtiene que |[ANC| = (125). La interseccién B N C resulta ser vacia,
porque las condiciones 5 > 31 e y3 > 21 exceden el valor total de la suma, 45; aunque
instamos al lector a que aplique fielmente la formula con coeficientes binémicos y compruebe
que obtiene un indice superior negativo, y por tanto que |BNC| = 0. Como consecuencia de
esto, la interseccion tres a tres serd también vacia. El resultado final es

o= (5)-((2)+ () G 0) ()]

Maés adelante, por ejemplo en el andlisis de particiones de enteros del apartado 5.3.3,
apareceran ecuaciones diofanticas de naturaleza algo distinta a las vistas aqui, y para cuyo
estudio resulta especialmente conveniente utilizar el lenguaje de las funciones generatrices
(capitulo 12 y siguientes).

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



5.1. Subconjuntos. Coeficientes binémicos 45

5.1.4. El caminante de Pdlya y los coeficientes binémicos

En la red que aparece dibujada a la derecha, ca-
da nodo se identifica con unas coordenadas (n, k):
las filas se etiquetan con n y las diagonales con k,
tal y como se indica en la figura. Nuestro objetivo
es estudiar los posibles caminos desde (0,0) hasta
un cierto (n, k) tales que, en cada paso, desde ca-
da nodo sélo se puede pasar a los dos nodos que
estdn inmediatamente debajo. La longitud del ca-
mino serd el nimero de pasos dados. DERECHA

IZQUIERDA

Para cada par de valores n y k, llamaremos Cam(n, k) al nimero de caminos distintos que
podemos trazar desde el nodo (0,0) a un nodo cualquiera de coordenadas (n, k). Distintos,
por supuesto, significa que las sucesiones de pasos de que constan se diferencian en alguno de
ellos. Para fijar ideas, al describir estos caminos hablaremos de “paso a la derecha” y “paso a
la izquierda” adoptando el punto de vista de un caminante que circulara por la red (asi que
es justamente la orientacion contraria a la del lector que lee estas paginas). Esta formulacion,
que como veremos es muy rica y elegante, se debe al matemético hingaro Pélya®®.

Observe el lector que Cam(n,0) = 1, para cualquier n > 0, porque
sélo hay un camino que lleve del punto (0,0) al (n,0) (el que consiste
en dar siempre pasos a la derecha). Andlogamente, Cam(n,n) = 1 (dar
s6lo pasos a la izquierda). El objetivo es encontrar, si es que la hay, una
férmula cerrada para Cam(n, k) en términos de n y k.

Quizés el lector, inspirado por el aspecto de la figura®, pueda sospe-
char que estos nuimeros guardan relacion con los coeficientes binémicos.
Y asi es. De hecho, para cada par de valores de los parametros n y k,

Cam(n, k) = <Z>

La comprobacién es directa: un camino de (0,0) a (n,k) es una lista
de longitud n formada por dos simbolos, D e I (derecha e izquierda), de manera que hay
exactamente k simbolos D. Y listas de ésas hay (Z), las maneras de elegir la ubicacién de
los k simbolos D. Esta reinterpretacion de los coeficientes binémicos nos va a permitir una
serie de identidades usando argumentos gréaficos, como los que siguen.

F1GURA 5.4: Pélya

35George Pélya (1887-1985) es uno de los miembros méas destacados de la magnifica escuela matemética
hingara del siglo XX. Su actividad se desarrollé en diversos lugares, primero en su Budapest natal (hasta
1912), luego en Géttingen (1913) y Ziirich, desde 1914 hasta 1940 (en 1924 estuvo en Inglaterra, trabajando con
Hardy y Littlewood; el libro Inequalities es uno de los frutos de esta colaboracién). La siguiente etapa de esta
suerte de paseo aleatorio vital (una estupenda biografia suya se titula justamente The random walks of George
Pdlya, Gerard Alexanderson, MAA, 2000) fue la Universidad de Stanford en Estados Unidos, a donde emigré
en 1940, y en la que permaneceria hasta el final de sus dias. El inquieto Pélya trabajé en muy diversos campos
de las matemadticas: teoria de numeros, combinatoria, andlisis real y complejo, probabilidad, etc. Ademés
de por esta actividad investigadora, Pdlya es famoso por sus reflexiones sobre la actividad matemética y la
didéctica de las mateméticas: libros como How to solve it (1945), Mathematics and plausible reasoning (1954)
o Mathematical Discovery (1962) han sido auténticos éxitos editoriales.

36De innegable parecido con el tridngulo de Pascal-Tartaglia. El titulo de la seccién también ayuda.
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La primera observacion tiene que ver con
traslaciones de caminos. Como se observa
en la figura, existe una biyecciéon entre los
caminos de (0,0) a (n,k) y los que van de
(a,b) a (n+ a,k + b), pues simplemente hay (n k)
que tomar cada camino y desplazar su punto
de arranque al (a,b). Esto nos dice que

(0,0) (0,0)

(n+a,k+1b)

<Z> = #{caminos (0,0) — (n,k)} = #{caminos (a,b) = (a +n,b+k)}.

La propiedad de simetria de los coeficientes bindémicos,

<Z>:<nik>

se corresponde, en este lenguaje, con un argu-
mento de reflexiéon. Cada camino (0,0) — (n, k)
se puede reflejar (con respecto al eje vertical que
pasa por (0,0)) para obtener un camino de (0, 0)
a (n,n — k). Esta reflexién es una biyeccién en-
tre el conjunto de caminos (0,0) — (n,k) y el
de caminos (0,0) — (n,n — k).
La regla de recursion

n\y (n—1 N n—1

k) \k-1 k)’
se obtiene clasificando los caminos hasta (n, k)
dependiendo del vértice inmediatamente supe-

rior por el que pasen, para obtener una particién
del conjunto total de caminos:

{( caminos }: { caminos (0,0) = (n — 1,k — 1) }U{ caminos (0,0) — (n — 1,k) } ‘

0,0) — (n, k) y luego izquierda y luego derecha

El argumento concluye observando que en los dos conjuntos de la derecha basta con contar
de cudntas maneras se puede llegar a los puntos (n — 1,k — 1) y (n — 1, k), respectivamente.

EsemMpLO 5.1.2  Clasificando caminos por barreras horizontales.

Clasificamos los caminos hasta (n, k) segtin el nodo
de la barrera horizontal de un nivel anterior n—1I por el
que pasan (véase el dibujo). Los nodos de la barrera
tienen coordenadas (n — I,k — 1 + m), donde m =
0,1,...,1. Esto da lugar a una particién del conjunto
de caminos, pues todos los caminos hasta (n, k) han
de pasar necesariamente por uno (y sélo uno) de los nodo (n, k)
nodos de la barrera.
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Es decir,

l
caminos . U caminos consistentes en ir (0,0) = (n — I,k —1+m)
(0,0) = (n,k) [ y luego ir (n — I,k — 1 +m) — (n, k)

m=0
A la izquierda tenemos (}) caminos distintos. Del punto (0,0) al punto (n — I,k — I 4+ m) se
puede ir de (kfljrlm) maneras distintas. Y hay tantos caminos desde (n — [,k — [ + m) hasta
(n, k) como entre (0,0) y (I,l—m), como podra comprobar el lector si aplica cuidadosamente
la regla de traslacion de caminos que vimos antes. Aplicando las reglas de la suma y el

producto, se llega a que

(SED o] (R PR Reb ol ¢

m=0 J
que es la férmula de Vandermonde (lema 5.1.2). &
EsempLo 5.1.3  Clasificando caminos por barreras diagonales.

Para un cierto nodo de la red, que por comodidad
tomaremos de coordenadas (n + 1,k + 1), considera-
mos la barrera diagonal que incluye a los nodos de de
coordenadas (j, k), con j =k,...,n (véase el dibujo).
Como antes, queremos clasificar los caminos de (0, 0)
a (n+1,k+1) dependiendo de su paso por la barrera.
La clasificacién més natural seria

caminos B O caminos consistentes en ir (0,0) — (4, k)
0,0) = (n, k) [ y luego ir (j,k) = (n+ 1,k + 1) ’

pero, jatencién!, no se trataria de una particién, pues hay caminos que estdn en méas de uno
de los conjuntos de la derecha. Por ejemplo, un camino que llegue a, digamos, el nodo (7, k),
luego baje un paso por la barrera, para luego abandonarla y llegar al nodo final, se contaria, al
menos, dos veces en la clasificacion anterior. Para resolver esta dificultad, vamos a clasificarlos
en funcién del momento (nodo) en el que se “abandone” la barrera:

{ caminos } _ CJ { caminos (0,0) — (n+ 1,k + 1) tales que (j, k) }
( )

0,0) = (n,k es el dltimo nodo de la barrera por el que pasan

Compruebe el lector que ahora cada camino se cuenta una (y sélo una) vez, lo que nos
permite utilizar la regla de la suma. Contamos ahora cuantos caminos contiene cada bloque
de la particién. Si el nodo (j, k) es el ultimo de la barrera que se toca, entonces el recorrido,
mas alld de ese punto, estda ya fijado: paso a la izquierda y luego bajada hasta el nodo
(n+ 1,k + 1). Combinando todas estas observaciones, concluimos que

()2 ()= 0)

J=0
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Quizas el lector quiera atreverse a subir un poco més arriba esa barrera diagonal (digamos [
pasos, en lugar de 1), y tras la pertinente clasificacién, obtener la siguiente férmula:

ny &\ n—j—1
()= 2 (2 00)
j=k—1
Compare, lector, esta expresion con la formula de Vandermonde del ejemplo anterior, y repare
en las diferencias, en particular en que el indice de sumacién j aparece en la parte superior
de los coeficientes binémicos.

Quizés, a la vista de estos dos ejemplos con barreras horizontal y diagonal, eche en falta
el lector el andlisis de otra barrera diagonal, pero ahora dispuesta paralela al borde de la
derecha, y compuesta por nodos de la forma (T;Tj ), con j > 0y r fijo. Pero obsérvese que, al
sumar unos cuantos de estos términos, por ejemplo n + 1 de ellos, obtenemos

S50 = E0E0

j=0 j=0 k=0

un tipo de suma que hemos aprendido a calcular al principio de este mismo ejemplo: el
resultado concreto, para los parametros anteriores, es (Ttﬁ'l) Compruébelo, lector, y observe
que estas barreras paralelas al borde derecho no producen nuevas identidades porque son
reflexién especular de las correspondientes paralelas al borde izquierdo; la simetria de los

coeficientes bindmicos hace el resto. &

Viene al caso sugerir al lector de que lleve un registro ordenado de las identidades binémi-
cas que han ido apareciendo, tanto en esta seccién, como en la dedicada al binomio de Newton.
Son unas cuantas ya. En particular, del ultimo ejemplo escribimos el resultado de sumar coe-
ficientes bindémicos cuando variamos el indice superior (diagonal fija), y lo comparamos con
la habitual suma en la que se varia el indice inferior (piso fijo): para k < n,

>0+ 20)-6h)

=0 j=0
Note, lector, que la primera suma se extiende hasta j = k, y que la segunda arranca en j = k.

EJEMPLO 5.1.4  Una formula para los nimeros de Catalan C,,.

De entre las diversas aplicaciones combinatorias de los niimeros de Catalan C,,, de las que
vimos varias en la seccion 2.3, recuperamos, para el andalisis que nos conducird a la férmula
de los Cy,, la del ejemplo 2.3.2. Recuerde, lector: C), cuenta el ntimero de listas (x1, ..., 22,)
formadas por n simbolos +1 y n simbolos —1, de manera que las sumas parciales, esto es,
r1, 1 + X2, T1 + 2 + x3, etc, sean siempre no negativas.

Cada una de estas listas se corresponde con un camino en la red protagonista de esta
seccién, que como resulta conveniente haremos arrancar en el punto de coordenadas (1,1), y
donde interpretamos por ejemplo cada +1 como un paso a la izquierda (recordemos, izquierda
para el caminante), y cada —1, como un paso a la derecha.
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Como la lista tiene tantos simbolos +1 (pasos a la
izquierda) como simbolos —1 (derecha), el tal camino
acaba en el punto de coordenadas (2n + 1,n + 1). n+1
Ademas, como las sumas parciales son siempre no
negativas, tendremos que en cada instante, el cami-
nante habrd dado tantos (o més) pasos a la izquierda
como a la derecha. En resumen, nunca se puede tocar
el eje vertical, y las listas de interés se corresponden
con caminos como el que exhibimos en la figura.

(?n-{—l,n—l—b\ 2n+1

El nimero total de caminos posibles desde (1,1)
hasta (2n 4+ 1,n+ 1) es (277) Pero sélo nos incumbe
contar aquéllos que no tocan la linea vertical. Llega n+1
aqui la idea brillante3”: un argumento de reflexién.

Vamos a evaluar el tamano del complementario, los

caminos de (1,1) a (2n + 1,n + 1) que si tocan el o+ 1
eje vertical. Imagine el lector uno de ellos, como el (2”4‘* L+ D\

que aparece en el dibujo de la derecha, y localice la

primera vez que alcanza el eje vertical. Refleje ahora este primer tramo, y compruebe que a
cada uno de estos caminos (de (1,1) a (2n + 1,n + 1) que tocan el eje) le corresponde uno
desde (1,0) a (2n+1,n + 1).

Pero al revés también, pues un camino de (1,0) a (2n+1,n+ 1) esta obligado a cruzar el
eje vertical. Compruebe, lector, que la coletilla “la primera vez que toca el eje” es justamente
la condicién que permite establecer una biyeccién entre los dos tipos de caminos. Ahora, de
(1,0) a (2n+1,n+1), con el argumento de traslacién habitual, sabemos que hay tantos como

de (0,0) a (2n,n + 1); esto es, (n{fl) caminos. Asf que, finalmente, deducimos que

2 2
Cn:<n>—< n> para cada n > 0.
n n—+1

Dejamos que el lector gestione algebraicamente esta expresién, jugando con los factoriales, y
se convenza de que se puede reescribir como sigue:

1 2
C, = ( n> (Cn) =(1,2,5,14,42,132,429, 1430, 4862, 16796 . . . )
n+1\n
A la derecha hemos escrito los primeros términos de la sucesion. &

Como estamos ya tan lanzados (y duchos) en la evaluacién de sumas que involucran
coeficientes binémicos, nos va a permitir el lector que rematemos este apartado con un célculo
adicional.

EJEMPLO 5.1.5 Unas sumas (sumamente) misteriosas.
Para k fijo, consideramos la sucesién de coeficientes binémicos de la diagonal k del tridangu-

lo de Pascal-Tartaglia, que para este ejemplo vamos a escribir como (j :k), para cada j > 0.

37Idea que, por consiguiente, no es original de los autores.
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Fijamos ahora n > k y sumamos primeros n — k + 1 niimeros de la sucesiéon. Como hemos

visto en el ejemplo 5.1.3,
gfj+k (n+1
k) \k+1)

J=0

En particular, tomando n = 2k, tenemos que

" itk 2% + 1 _
Z k)= et ) 0, en otros términos,
=0

Observe, lector: k+ 1 ntimeros positivos que suman 1 (pljobabilidades, diremos més adelante),
que hemos obtenido “ponderando” la sucesién inicial (j J,gk) con el factor fijo (2::11).

Vamos ahora a ponderar de otra manera, tomando (j J,gk) /271k . Nétese que ahora la pon-
deracién de cada coeficiente binémico depende del contador j. El resultado que vamos a ver

es que
E o,
j+k r
(%) E:(k )gﬁ—l
j=0
(de nuevo k + 1 nimeros positivos que suman 1). Y como remate sorpresivo, resulta que

e 3 (1) g

J=0

(nétese que ahora sumamos hasta infinito), lo que nos dice que al sumar hasta k tenemos 1,
y que el resto de la serie, hasta 0o, acumula otro 1. Si, lector, las sumas de (x) y (%) valen 1
y 2, respectivamente, para cualquier valor de k. Asémbrese.

La manera méas directa de probar (xx) utiliza que, para cualquier k > 0,

xF RN A
() DG Z < I )ﬂﬁﬁk, para |z| <1,
=0

una serie de Taylor que obtuvimos en el ejemplo 4.3.6. Tome ahora, lector, x = 1/2 a ambos
lados de la expresion, y tendra (xx).

Para la identidad (x) vamos a dar un argumento de corte probabilista. Si, ya sabemos
que los capitulos dedicados a la probabilidad vienen mas tarde, pero como ya hemos hecho
en alguna ocasién, apelamos a los conocimientos previos del lector. Si no es el caso, mirese
el capitulo 15.

El argumento analiza un torneo entre dos equipos, A y B, que juegan partidos entre ellos,
de manera que gana el primero que sume k + 1 victorias. Cada jugador gana un partido con
probabilidad p = 1/2. Observe el lector que como minimo el torneo ha de constar de k + 1
partidos, y que el torneo mas largo no puede superar los 2k + 1 partidos.

Para j tal que 0 < j < k, veamos cuén probable es que A gane el torneo (justamente) en
el partido k + 1 + j. Si ése es el caso, el partido k + 1 + j ha de ser para A, y en los k + j
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anteriores, A habra ganado k, mientras que B se habra apuntado j. Esto nos dice que la
probabilidad de que gane A en el partido K+ 1+ j es

Jj+k 1
k ok+1+j
(hemos usado que en cada partido se decide el ganador con probabilidad 1/2); y, sumando
en todos los posibles valores de j, la probabilidad de que A gane el torneo es

k .
1 J+k\ 1
QZO< k >2J+k'
]:

Por simetria, el nimero anterior es también la probabilidad de que B gane el torneo. Final-
mente, como o bien gana A, o bien gana B, la suma de esas dos probabilidades ha de valer 1,
lo que nos da (x).

Repare, lector, en la sucesién de pequenos milagros que han ido ocurriendo en el argu-
mento por usar 1/2. Por ejemplo, si en la serie de (f) hubiéramos tomado = = p, con p un
cierto nimero entre 0 y 1, pero distinto de 1/2, el resultado dependeria de k. &

5.1.5. Coeficientes binémicos y principio de inclusién y exclusién

El mistico principio de inclusién/exclusién, que recogimos en su momento como lema 2.3.2,
permite calcular el tamafio de la unién de una coleccién finita de conjuntos {Ay, Az ..., A}

mediante la expresion
n

AU AU U A =) (—1)Hay,
j=1
donde cada «; es la suma de los tamanos de todas las posibles intersecciones de j conjuntos
escogidos de entre los Ay, ..., Ay:

ar = A+ Al + -+ A
Q) = ‘AlﬂA2|+|A1ﬂA3|+"'+‘An_1ﬂAn|
an = |[A1NAsn---N Ay

El nimero de sumandos que aparece en cada «a; es un coeficiente binémico. Por ejem-
plo, o consta de (g‘) sumandos, tantas cono maneras de escoger 1 elemento de entre n hay;
o consta de (Z) sumandos (formas de escoger 2 de entre n), etc. En general, o tendra (;‘)
términos.

Conocer este dato es muy util porque, como veremos mas adelante (véanse los ejemplos
del apartado C), en ocasiones todas las intersecciones de j conjuntos, para cada j, seran del
mismo tamano; esta simetria permite simplificar algunas formulas. Ademads, da lugar a la
siguiente demostracién (alternativa a la prueba por induccién que vimos en el lema 2.3.2) del
principio de inclusién/exclusién con un argumento de doble recuento.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



52 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

A. Demostracién del principio de inclusién/exclusién

Antes de arrancar la prueba, recordamos, del lema 5.1.8, que la suma (completa y alter-
nada en signo) de coeficientes binémicos vale 0:

k

S (1) <f> —0, yportantoque  (x) 1= zk:(—njﬂ <f>

J=0 J=1

tras pasar todos los términos, menos el primero, a la derecha de la igualdad.

Vamos con la demostracién en si. Llama- | w1 | we|ws|ws]--
mos A =U7_; A; y denotamos los elementos A 1 1|11
de A por wi,ws,... Construimos una tabla A 1 1| 1]o0
As 1 1o 1

con columnas etiquetadas por los elementos
w; de A. Etiquetando las filas aparecen pri-

mero los conjuntos Aj,...,A4,, luego las in- An 1 0] 01
tersecciones dos a dos, A; N Az, A1 N As, A1 N A -1 0o [-1]o0
... A,_1 N A,; después, las tres a tres, las A1N A3 -1 -1] 0 | -1
cuatro a cuatro. ..y asi, hasta la interseccién : . ; ; :
de todos los A;. Hay, pues, 2" — 1 filas. An—10An -1 0]o0]-1

A1 NA;NA;s 1 t oo

Los registros de la matriz van a ser —1, 0
y 1. En la columna etiquetada por un cierto ;
elemento w;, pondremos un 0 si w; no perte- _An—204n104n L 0 ] 0|1
nece al conjunto que etiquete la fila. En caso
contrario, distinguiremos si se trata de una
interseccién de un numero impar de conjun-
tos (en cuyo caso pondremos un +1) o de una
interseccién de un nimero par (escribiremos
un —1). Por ejemplo, habrfa un 1 en las casillas correspondientes si w; estuviera en As, en
Ay N As N Ag, 0 en Ay N A3 N A7y N Ag N Ag, mientras que seria un —1 si perteneciera, por
ejemplo, a A1 N A3, a AoNA3NA5NA,, ete. La tabla tendria un aspecto como el de la figura.
Sumamos ahora las entradas de la matriz, primero por filas y luego por columnas.

Ain--nA, ™ oJo]o--

La suma por filas nos da la suma alternada en signos del principio de inclusién/exclusién,
pues justamente hemos disenado la matriz para eso. Veamoslo. La fila etiquetada con A;
contiene |A;| unos, la de Ag, |As| unos, etc. Cada fila etiquetada con A; N A; contiene
|A; N Aj| signos “—17. Y asi sucesivamente. En total, la suma por filas nos da

(%) STIA = > AN A+
=1

1<i<j<n

La suma por columnas requiere un analisis mas cuidadoso. Fijamos un w € A. Digamos
que ese elemento w estd en exactamente k de los A;, donde k estd en el rango 1 < k < n.
Entonces, en su columna habrd exactamente k unos en las filas etiquetadas por los con-
juntos Aq, ..., A,. Pero entonces w pertenecera a exactamente (g) intersecciones dos a dos,
justamente las que involucren a los k£ conjuntos a los que pertenece w. Asi que habra (g)
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4

signos “—1” en las filas de las intersecciones dos a dos. De igual manera, estara en (’;) de las
intersecciones tres a tres, etc. El iltimo signo no nulo estara en las filas de las intersecciones
k a k: serd un (—1)’”’1, justo en la fila etiquetada por la interseccién de todos los A; en los
que esté w; mas alla, todo ceros. En total, la suma de la columna de w valdra

B)- ) Q) () - -

j=1

usando (x). Asi que la suma de las entradas de la columna del elemento w vale exactamente 1.
Como el argumento es vélido para cualquier w (aunque en cada caso se tendra un valor de k
distinto), concluimos que cada columna de la matriz suma 1. Y como hay |A| = |41 U---UA,|
columnas, resulta que la suma (*) vale |A]. [

Consulte el lector un par de generalizaciones del principio del inclusién/exclusién en el
ejemplo 5.1.1 y en el ejercicio 5.1.23.

B. Las desigualdades de Bonferroni

La férmula del principio de inclusién/exclusion,

n

‘ UAj‘ :Z|Ai|_ Z AN A+ + ()" A NN A, :Z(_l)j—i-laj
j=1 N———

i=1 1<i<j<n an Jj=1
a1 [e D)

exige calcular los valores de los sucesivos «;, una tarea en general muy aparatosa, pues hay
una cantidad enorme de sumandos, 2" — 1, que calcular.

Nos gustaria saber el error que se comete si nos limitamos a sumar (con el signo corres-
pondiente) los primeros «;. Para empezar, es casi directo comprobar por induccién que

n
AT U U A <D Al = o,
j=1

apoyandose en el caso n = 2, en el que claramente |A; U Ag| = |A1] + [A2| — |A1 N Ag| <
|A1| 4+ |Az2]. De manera que, si nos quedamos simplemente con el primer término (las sumas
de los tamanos individuales), acotamos la suma completa por arriba. Esta desigualdad es a
veces conocida como desigualdad de Boole.

También por induccién, pero con algo més de trabajo, se puede probar que |A1U- - -UA,| >
a1 — ao. Dejamos al lector los detalles como ejercicio 5.1.22. Ahora, al quedarnos con los dos
primeros términos, se acota la suma completa por debajo.

Esta situacién, en la que se va acotando (una vez por exceso, la siguiente por defecto) la
suma completa al ir incorporando (con el signo adecuado) los sucesivos «;, es general. Son las
llamadas desigualdades de Bonferroni®®, que exhibiremos en el teorema 5.1.21, y que va-
mos a deducir del siguiente resultado, que afirma que el error cometido al truncar la suma del
principio de inclusién/exclusién estd acotado por el tamafio del primer término despreciado.

38El matemético italiano Carlo Emilio Bonferroni (1892-1960) presenté sus desigualdades en un contexto
probabilistico, y con vistas a su aplicacién a la ciencia actuarial, a la que dedicé parte de su vida.
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Proposicion 5.1.20 Para cada 2 <t <n,

tl
‘E: 1t 1+l ‘_‘E: ]+laj‘§at.
j= 1

Es decir, para cada 2 <t <n,

t—1
—op+» (~1 j+1a—‘UA‘<Oét+Z 1)+
j=1

El lector atento advertird cierta similitud entre este resultado y el teorema 4.2.12 de
Leibniz sobre series alternadas. Y de hecho se podria demostrar como aquél si ocurriera que
a; > ag > ag > -+ es decir, si la sucesién (o) fuera decreciente. Pero no es el caso, en
general.

Miremos, por ejemplo, a; y ao. En el primero se suman términos |4;|, y en el segundo
tamanios de intersecciones |A;NA;|, que son, en principio, més pequenos; pero de los primeros
sumamos n, mientras que de los segundos sumamos mas, (g) De manera que, en ese equilibrio
entre tamano de los sumandos y nimero de sumandos, podria ocurrir que a; fuera menor
que . Como ejemplo sencillo, consideremos los seis conjuntos siguientes: A; = {1,2}, Ay =
{1,3}, A3 = {1,4}, Ay = {1,5}, A5 = {1,6} y Ag = {1,7}. Obsérvese que en este caso
Q) = ((13) -2 = 12, mientras que ag = (g) -1 =15.

Bien, habré que gestionar esta dificultad para conseguir demostrar la proposicién 5.1.20,
y lo haremos estimando cuidadosamente el valor de sumas alternadas (pero incompletas)
de coeficientes binémicos. Pero antes, veamos como podemos deducir las desigualdades de
Bonferroni a partir de la proposiciéon 5.1.20. Partimos de la ya conocida

Ay U---UA,| <aq,

es decir, |[A; U---UA,| —aj < 0. Ahora, del caso t = 2 de la proposicién 5.1.20 deducimos
que

HA1U"'UAn‘—041|§Oé2 — al—‘AlLJ"'UAn‘SOzQ :>“A1U"'UATL‘ZO£1—O(2

que es la segunda desigualdad de la cadena. Nétese cémo nos libramos del valor absoluto
en la primera implicacién, usando el caso anterior. Ahora el caso t = 3 nos da la tercera
desigualdad:

‘|A1U"'UAn|—(O(1—Oé2)‘§O(3 — |A1U---UAn|—Oé1+Oé2§O(3

[[A1U--UA,| < a1 —ag +ag),

donde quitamos de nuevo el valor absoluto usando el caso anterior. Y asi, sucesivamente:

Teorema 5.1.21 (Desigualdades de Bonferroni) Dada una coleccion Ay, ..., A, de con-
juntos, se tiene que

k
[AjU---UA,| < Z Ve sik impar; |[AyU---UA,| > Z(—l)j+1aj si k par.
=1
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Con cada «; que se anade (con su signo), nos acercamos cada vez mas al valor real del
tamano de la unién; y estas aproximaciones se van alternando: una por exceso, la siguiente
por defecto. Sélo al final, al sumar todos los a; con sus signos correspondientes, recuperamos
el valor exacto de |A; U--- U A,|. Recordemos, ademds, que podemos acotar el error (en
valor absoluto) que se comete en cada una de ellas por el valor de a1, el primer término
despreciado.

Queda pendiente la demostracion de la proposicién 5.1.20, en la que usaremos dos resul-
tados, que tienen interés por si mismos. El primero recoge una identidad sobre sumas (quizés)
incompletas y alternadas en signo de coeficientes binémicos:

Lema 5.1.22 Dado k > 1,

io(_l)j <§> = (-1 <k ; 1) para todo t > 0.

El caso t = k de este resultado es el lema 5.1.8, que constataba que la suma completa
y alternada en signo de coeficientes binémicos vale 0. Observe, lector, que si t > k, los dos
miembros de esta identidad anterior valen 0.

J

DEMOSTRACION. La identidad anterior, que depende de dos pardmetros, k y t, se prueba con
un argumento de induccién doble (apartado 1.2.2) en el que se utiliza la regla de recurrencia
de los coeficientes binémicos (dos veces) como sigue:

S ()= () (G- () - S (f)

§=0 §=0 §=0 m=0

_ (—1)t<k;2> - <—1>t’1<];:f> - (‘W[(k;z) ’ <];:12)] B (_W(k;l)'

En la tercera igualdad se ha usado la hipdtesis de induccién, y por el camino hemos cambiado
de indice en una suma. Reviselo el lector y complete los detalles del argumento de induccién,

probando los primeros casos, etc. |
Sean unos conjuntos Ai, ..., A,, y llamemos A = U7_;A;. Tenemos, por un lado, la
sucesiéon de nimeros (o, @, . .., y) habituales del principio de inclusién/exclusién: cada o
suma los tamanos de las intersecciones j a j de los conjuntos Ay, ..., A,. Anadimos, pues asi
resulta conveniente, oy = | A].
Consideramos una sucesién adicional de numeros, (o, f1,...,0,), donde [ cuenta el
numero de elementos de A que estan en exactamente k de los conjuntos Aq,..., A,. Estas

cantidades aparecieron implicitamente en la demostracion del principio de inclusién/exclusién
de esta misma secciéon. Obsérvese que 5y = 0. El siguiente resultado incluye una férmula para
calcular cada o; en términos de los fy.

Lema 5.1.23 Para cada j =0,...,n,

()

k=j

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —9 de octubre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



56 CAPITULO 5. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

DEMOSTRACION. Para empezar, nétese que el caso j = 0,

ao = Al =) B,
k=0

sale directamente de aplicar la regla de la suma.

Retroceda ahora, querido lector, un par de péaginas, a la demostracién del principio de
inclusién /exclusién. Sitiese alli, frente a la lustrosa matriz con las columnas etiquetadas por
los elementos de A y las filas etiquetadas con todas las posibles intersecciones de los A;. ;Esta
ya? Bien, ahora rellene esa matriz como alli se indicaba, pero sin hacer distingos entre los
+1 y —1. Es decir, use tnicamente ceros (si el elemento w que etiqueta la columna no esta
en la interseccién que rotula la fila) y unos (en caso contrario).

Fijese ahora en el bloque de las filas que contienen a todas las intersecciones j a j. El
nimero de unos que aparece en esas filas es justamente «;. Miramos ahora las columnas. Di-
gamos que un elemento w estd en exactamente k de los Ay, ..., A,. Entonces, en su columna,
y en el bloque de filas seleccionado, apareceran (l;) unos, pues ése es el numero de posibles
intersecciones j a j de entre los k conjuntos a las que pertenece w. Por supuesto, ese niimero
de unos podria ser 0, si k < j, pero de eso ya da cuenta el coeficiente binémico.

Repitiendo el argumento para cada w y recordando la definicion de los 8i concluimos que

()

k=j
para cada j < n (incluso para j = 0, como se argument6 antes y por separado). B
DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 5.1.20. Seguimos con los conjuntos Ag,..., A,, con
A =Uj_A;. Las sucesiones (g, 1y ... ya) y (Bo, Piy .-, Bn) son las del lema anterior.

Consideramos las sumas

St = z:(—l)j*'1 aj, paracadat=1,...,n.

j=1
El principio de inclusién/exlusién nos dice que S,, = |A|. Queremos probar que |S, — S| <
oyl paracadat=1,...,n—1.

Volvemos al argumento de la prueba del principio de inclusién/exclusién. Ahora mante-
nemos la matriz como alli estaba, con entradas 0, +1 y —1. Obsérvese que .S,, — S; es la suma
de las entradas de las filas de esa matriz desde las intersecciones t + 1 a t + 1 en adelante.

Consideramos un w € A que esté en, digamos, k de los conjuntos Ay,..., A,. Si k <'t,
entonces en ese bloque de filas sélo apareceran ceros en su columna. Si k > ¢+ 1, w estard en
( K ) de las intersecciones t +1 at+ 1, en ( F ) de las t +2 a t+ 2, etc., y finalmente en (’;)

t+1 t+2
de las intersecciones k a k. De manera que, incluyendo los signos, la columna de w sumara

o) =g () - () e (L)
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donde hemos usado el lema 5.1.22 para evaluar las dos sumas de la expresion intermedia: la
primera, como es “completa”, vale cero, y la segunda vale el niimero que aparece a la derecha.
Ahora, considerando todos los w € A, concluimos que

S, — S = zn: (—1)t <k . 1) 8.

k=t+1

Compruebe ahora el lector, por simple manipulacién algebraica de la férmula de facto-

riales, que si k >t 41,
k—1 k
<
t )= \t+1

(si k <t, ambos coeficientes binémicos son nulos), y concluya, usando el lema 5.1.23, que

\Sn—St\:‘ zn:(—l)t<k;1>5k‘§ Zn: <k;1>/6k§ z”: <tf1>/8k:at+1~

k=t+1 k=t+1 k=t+1 [ |

C. Algunas aplicaciones

Como ya hemos mencionado, en ciertas ocasiones el principio de inclusién/exclusiéon da
lugar a férmulas (relativamente) manejables. Los dos siguientes ejemplos recogen dos aplica-
ciones combinatorias especialmente interesantes, como son contar el niimero de aplicaciones
sobreyectivas y calcular el nimero de los llamados “desbarajustes”, un tipo especial de per-
mutaciones. El lector podra encontrar otra notable aplicacion en la seccion 6.5.2, en la férmula
para la llamada funcion ¢ de Fuler, una de las funciones estrella de la aritmética.

EJjEMPLO 5.1.1 El recuento del nimero de aplicaciones sobreyectivas entre los conjuntos
X={1,...,n} ey =A{1,...,k}.

Recuérdese, del ejemplo 2.2.5, que podemos identificar aplicaciones de X — ) con n-listas
formadas con los simbolos {1, ..., k}. Informalmente, una aplicacién es sobreyectiva si no se
“salta” ningin elemento de )); o, con mas precisién, si para todo y € ) existe al menos un
x € X tal que f(z) = y. En otros términos, es una n-lista en la que aparecen todos los k
simbolos. En el argumento que sigue alternaremos estos dos lenguajes de aplicaciones y listas.

Para empezar, el nimero de aplicaciones sobreyectivas entre X = {1,...,n} e Y =
{1,...,k} es 0 si n < k, pues en este caso resulta imposible “cubrir” el conjunto imagen.
Pongamonos, entonces, en el caso en el que n > k.

Vamos a pasar al complementario: las aplicaciones que no sean sobreyectivas, o bien se
saltaran el elemento 1, o bien el 2, etc., asi hasta el k. Asi que, si definimos los conjuntos

A; = {aplicaciones X — Y que se saltan el elemento j}, paracada j=1,...,k,

el nimero de aplicaciones sobreyectivas resulta ser k" — |A; U Ao U - -+ U Ag|.

Calculemos, en primer lugar, el tamano de cada uno de los A;. Una aplicacién que esté
en A; no toma el valor j como imagen. En términos de listas, es una n-lista en la que podemos
utilizar cualquier elemento de ) menos el simbolo j. Esto nos dice que

|A;| = (k—1)", paracadaj=1,... k.
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Si una aplicacién estd en A; N A;, entonces no tomara como imagen ni a 7 ni a j. Es decir, la
lista correspondiente se formard con cualesquiera de los otros k — 2 simbolos. Por tanto,

|A; N Aj| = (k—2)", paracadai# j.

El mismo argumento sirve para las intersecciones tres a tres, cuatro a cuatro, etc. Como el
numero de sumandos en cada suma de la expresién del principio de inclusién/exclusién viene
dado por un coeficiente binémico, concluimos que, si |[X| =n e |Y| =k, con n > k,

#{aplicaciones sobreyectivas X — Y} = k" — |[A; U Ao U -+ U Ag|

e[ Qs (o] “Ew (Yo

=0

expresion que podemos reescribir, tras el pertinente arreglo cosmético, como
k
. . k k—i n
#{aplicaciones sobreyectivas {1,...,n} — {1,...,k}} = E ) (=)
: J
Jj=0

para cada n > k. Viene al caso recordar ahora el lema 5.1.9, que si el lector tiene a bien
revisar, nos dice que la suma de la derecha vale 0 cuando n < k. Lo que cierra felizmente el
circulo, pues resulta que la suma de la derecha cuenta el niimero de aplicaciones sobreyectivas
entre {1,...,n} y {1,...,k} incluso cuando n < k, dando 0 en ese caso.

Atn asi, la formula de arriba es tremenda —lo reconocemos, lector —, y de aparente poca
utilidad como método de calculo. Y eso que nos habian prometido —nos recordara, punti-
lloso, el lector — que estabamos en uno de esos casos de amable aplicacién del principio de
inclusién/exclusion, en el que todas las intersecciones del mismo tipo tienen el mismo ta-
mano. En la seccién 5.3.1 retomaremos esta cuestion para obtener un método de célculo
alternativo del niimero de aplicaciones sobreyectivas, apoyandonos en una de las més nobles
familias de nimeros de la combinatoria: los nimeros de Stirling (de segunda especie). El
lector impaciente puede ya saltar hasta alli, si le place. &

EjemMpLO 5.1.2 Desbarajustes.

Las permutaciones de {1,...,n} son, recordemos, las n-listas sin repeticién formadas
con ese conjunto de simbolos. Es decir, todas las n! posibles reordenaciones de los simbolos
{1,...,n}. O, alternativamente, las aplicaciones biyectivas de {1,...,n} en s{ mismo. En la
seccion 5.2 nos ocuparemos de estos objetos, de su estructura interna y de diversos problemas
combinatorios que aparecen al estudiarlos.

Nos centramos aqui en un tipo muy especial de permutaciones, a las que llamaremos
desbarajustes: son las n-listas en las que ningtin simbolo estd en su posicion “natural”: es
decir, el 1 no estd en la posiciéon primera, el 2 no estd en la segunda, etc. En el lenguaje de
las aplicaciones, son las biyecciones que no fijan elemento alguno.

Nos interesa hallar una férmula explicita para el ntimero de desbarajustes, al que nos
referiremos como D,,. O mejor, para D,, /n!, que representa la proporcién que los desbarajustes
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ocupan entre todas las permutaciones. Esto es, la “probabilidad” de que si escogemos una
permutacion al azar, ésta sea un desbarajuste.
En el planteamiento clasico del problema?®’, se han escrito n cartas y preparado los n
sobres con las direcciones correspondientes, cada uno al lado de su carta. Pero alguien los
ha descolocado, de manera que no queda mas remedio que introducir las cartas en los sobres
al azar. Hecho esto, jcudl serd la probabilidad de no acertar ninguna? Esta probabilidad,
obsérvese, es justamente D, /n!.

Antes de empezar a analizar el problema, quizéds el lector quiera meditar un momento
sobre la cuestion y apelar a su intuicién para, al menos, arriesgar una respuesta aproximada:
juna probabilidad cercana a 0, cercana a 17 ;Qué ocurre cuando el niimero de cartas y sobres
es muy grande? Parece dificil que ninguna carta caiga en su sobre. .. ;0 no?

Argumentamos, como antes, pasando al complementario y usando el principio de inclu-
sién/exclusién. Una permutacion no es un desbarajuste si al menos uno de los simbolos estd
en su posicién natural. Asi que consideramos los siguientes conjuntos:

A; = {permutaciones de {1,...,n} con el simbolo j en la posicién j}, paraj=1,...,n

(en el lenguaje de las aplicaciones, cada A; contendria a las biyecciones que fijan el corres-
pondiente elemento j). Como hay n! permutaciones en total,

Dp=nl— A U UAyl.

Obsérvese que |Aj| = (n — 1)! para cada j, porque A; esta formado por las listas con el
simbolo j en la posicién j, y para contarlas bastarda ordenar (permutar) los n — 1 simbolos
restantes. Por otro lado, todas las intersecciones dos a dos tienen tamano (n—2)!, pues en una
interseccién dos a dos estan las listas con dos simbolos ya colocados en sus correspondientes
posiciones (s6lo hay que permutar los restantes). Y asi con el resto de los casos.

Aplicando el principio de inclusién/exclusién obtenemos que

Dy, = nl— K?) (n—1)! — <Z> (n—2)! 4+ (=1)" <Z> (n— n)!} - 'no <7;> (n — )1(~1).

Esto es, simplificando un poco, para cada n > 1,

n 1 n 3

_1)J D —1)J

Dn:n!2¥7 o bien == ( )
P j=0

Esta férmula darfa ademés que Dy = 1; y aunque Dy no tiene sentido combinatorio,
se suele aceptar, por conveniencia, que toma ese valor 1. Se trata, compare el lector, de
una expresion bastante maés sencilla que la del caso de las aplicaciones sobreyectivas. Pero

39Una versién alternativa habla de hombres que dejan sus sombreros a la entrada de una fiesta para luego
recogerlos al azar, y en ella se trata de estimar cuan probable es que ninguno reciba su sombrero. Una versiéon
viejuna, en todo caso. Aunque pensandolo bien, lo de las cartas y los sobres tampoco es la gran modernidad.
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mé&s aun, la cantidad Z?ZO(—I)j /7!, que en principio depende de n, es, a todos los efectos
numéricos y si n es grande, casi indistinguible® de 1/e, como ya se discutié en la seccién 3.2.

Asi que la probabilidad D,,/n! de obtener un desbarajuste es practicamente independiente
de n (si n es suficientemente grande). Pero més atin, es una probabilidad “grande”: un 36.78 %,
mayor que un tercio. Quizds mas de lo que hubiéramos apostado al principio.

,Coémo se explica este (un tanto inesperado) fenémeno? Argumentamos probabilistica-
mente, apelando a los conocimientos o intuiciones*' del lector. Llamemos Bj a los com-
plementarios de los A; en el conjunto de las permutaciones. Es decir, B; contiene a las
permutaciones de {1,...,n} en las que el simbolo j no esta en la posicién j. La “proporcién”
de un A; era (n —1)!/n!, de forma que

le_l

prob(B;) =1 — prob(4;) =1 — o -

La interseccién de todos los conjuntos B; es, precisamente, el conjunto de los desbarajustes.
Silos B; fueran independientes entre si, entonces tendriamos que

prob< ﬁ Bj) = ﬁ prob(B;) =

Jj=1 Jj=1 J

1 I\n 1
(1 — —) = <1 - —) ~ - si n es grande.
e

n n

La “independencia”, de cuyo significado exacto nos ocuparemos en el capitulo 15, significa,
informalmente, que, por ejemplo, el que el simbolo j esté fuera de su posicién no “influye” en
que el simbolo k esté fuera de su posicién. No es este el caso si consideramos permutaciones
de {1,2}, porque si el 1 estd fuera de su posicién entonces el 2 ha de estar necesariamente
descolocado. Para tres simbolos, el que el simbolo 1 no esté en su posicién influye en que, por
ejemplo, el 2 no esté en la segunda posicién, aunque algo “menos”. Pero cuando n se hace
cada vez méds grande, esta influencia se va diluyendo. Es decir, los B; son (aproximadamente)
independientes, lo que explica que la probabilidad de obtener un desbarajuste sea ~ 1/e. El
lector interesado puede encontrar un argumento mas riguroso en el ejercicio 5.1.25. &

Como complemento al analisis de los desbarajustes del ejemplo anterior, analizamos a
continuacion permutaciones que fijan un cierto niimero de elementos.

EJEMPLO 5.1.3 Permutaciones que fijan un cierto nimero de elementos y nimero medio de
puntos fijos de una permutacion.

Para cada k = 0,1,...,n, llamamos D, (k) al nimero de permutaciones de {1,...,n} que
fijan exactamente k elementos. Obsérvese que D,,(n) = 1, pues s6lo hay una lista con todos los
elementos en su posicién (una tnica permutacién que fija todos los elementos, la identidad);
y que D,,(0) coincide con D,,, el nimero de desbarajustes de {1,...,n} del ejemplo anterior.

Para obtener una férmula para D,,(k), argumentamos como sigue: seleccionamos primero
qué k elementos quedan fijos, para luego permutar los restantes formando un desbarajuste,

4OPor ejemplo, las primeras cifras decimales de 1/e son 0.3678794412, mientras que al sumar hasta j = 10
obtenemos 0.3678794643. El lector interesado podrd encontrar un argumento preciso en el ejercicio 5.1.24.
41 Quizés el lector quiera consultar antes el capitulo 15.
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lo que garantiza que no queden fijos mas de los k elementos elegido en el primer paso. Esto
nos dice que

n—k j
@ Du) = () Pes =2
=

usando la férmula de los desbarajustes del ejemplo anterior. En la expresién anterior hemos
usado la conveniente definicién Dy = 1.

La férmula (%) permite estimar cudn frecuentes son las permutaciones en funcién del
nimero de simbolos que fijan. Ya sabemos, del ejemplo anterior, que para n es grande, el
nimero de desbarajustes es D, (0) = D,, ~ n!/e. Ahora también podemos afirmar que*?

n! n! n! n!
Dn(l)%;, Dn(2)z2'.e, Dn(3)z3'-e, Dn(4)%4"e...

Quizas el lector quiera comprobar la similitud con la situacion del ejemplo 2.3.1, que trataba
listas (no necesariamente de longitud n) sin repeticién con n simbolos.

Asi que, si n es grande, aproximadamente un 36.78 % de las permutaciones de {1,...,n}
son desbarajustes, otro 36.78 % fijan un tinico elemento, un 18.39 % fijan dos elementos, y un
3.06 % fijan tres. Observe, lector, que ya llevamos més del 95 %.

No resulta extrano, pues, que una permutacion fije, en media, muy pocos elementos. Uno,
de hecho. Para comprobarlo, observamos primero que

n! = Zn: D, (k),
k=0

por simple aplicacion de la regla de la suma. Pero ademsds,
n n—1 n n—1 n—1 n—1 n—1
Zan(k):Z(n—j)<_) Djzzn< | >Dj:nz< , )Dj:nm_l)!:m
k=1 j=0 J j=0 J =0\ J

En la segunda igualdad hemos usado la identidad (n — k) (Z) = n("gl), cuya comprobacion
algebraica es inmediata. De manera que, como se anunciaba antes,

que significa que, en media, el nimero de puntos fijos de una permutacion es 1. Note, lector,
y participe del asombro: jsea cual sea n! L3

D. Listas con restricciones y principio de inclusién/exclusién

Como ya se ha mencionado en alguna ocasién, y como estd comprobando repetidamente
el lector, un buen ntmero de cuestiones combinatorias tienen que ver con listas “con res-
tricciones”. Habitualmente, estas restricciones impiden contar el nimero de listas con una
simple aplicacién de la regla del producto, y hace falta apoyarse en otro tipo de técnicas.

42Para el lector (muy) avisado: son, muy aproximadamente, y tras dividir por n!, las probabilidades de una
variable de Poisson de parametro 1.
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Los dos anteriores son buenos ejemplos. En las aplicaciones sobreyectivas, se trata de
contar n-listas con los simbolos {1,...,k} en las que aparecen todos los simbolos posibles.
Los desbarajustes son permutaciones (n-listas sin repeticién) de {1,...,n}) en las que ningin
simbolo aparece en su posicién natural. En ambos casos tenemos cierto nimero de condiciones
simultaneas (k en el primer caso, n en el segundo), es decir, una interseccién de condiciones,
que tras pasar al complementario devienen en unién de condiciones (las complementarias de
las originales). Ahi es donde entra en escena el principio de inclusién/exclusion.

Otro tipo de restricciones, muy frecuentes, son aquellas en las no se A A A
pueden repetir simbolos en ciertas posiciones. Ya nos hemos encontrado
con algin caso: en el del ejemplo 2.2.8 querfamos contar las 4-listas con =
simbolos del conjunto {1,...,n} en las que en posiciones consecutivas

Pos. 1 Pos. 2
aparecen simbolos distintos y, ademas, en las que no haya el mismo

simbolo en las posiciones primera y cuarta. A la derecha exhibimos
un par de representaciones graficas del problema: en la primera figura
aparece la lista con sus prohibiciones; en la segunda, cada posicién de Pos.4  Pos.3
la lista etiqueta un wvértice y cada prohibicién se corresponde con un arco o arista. Esto es
lenguaje de grafos, que desarrollaremos en el capitulo 9. Sélo lo usamos aqui para representar
de manera sencilla, sin més aparato teérico. Observe el lector como el esquema con vértices y
arcos describe la informacién de manera mas clara que el dibujo de la lista con prohibiciones.
Al comienzo de la seccién 2.3 resolvimos esta cuestion separando en dos casos y apli-
cando la regla de la suma: hay n(n — 1)(n? — 3n + 3) listas distintas. Pero la estructura del
problema, unas cuantas restricciones simultaneas, sugiere abordarlo usando el principio de
inclusién/exclusién (tras pasar al complementario).
Veamos. Sea A el conjunto de las listas de interés y X el conjunto de las 4-listas con los
simbolos {1,...,n}, de las que hay n*. El complementario de A en X se puede escribir como

I , A = {4-listas con 1* = 22} A, = {4-listas con 2* = 3%}
MAA=U A donde { As = {4-listas con 3* = 4%}, Ay = {4-listas con 4* = 1°}

una unién de conjuntos (no disjuntos). Podemos calcular |A|, via el principio de inclu-
sién/exclusién, si evaluamos el tamano de todas las intersecciones involucradas. Para em-
pezar, |A;| = n? para cada j = 1,...,4, pues en cada caso hay dos posiciones que deben
llevar el mismo sfmbolo. Para las intersecciones dos a dos se tiene que |4; N A;| = n? para
cada i # j, aunque, jatencién!, el analisis es algo méas delicado. Los dos siguientes esquemas
analizan los casos Ay N Az y A; N Ay, que resultan tener el mismo tamano, n?, aunque por

“razones” distintas!: .
n posibilidades
—

|A1ﬂA3|:7’L2 l ‘ ‘ ‘ ‘ l ‘ ‘ ‘ ‘ |A1ﬂA4|:7’L2
— ~——

n posibilidades n posibilidades

n posibilidades
Compruebe el lector que las intersecciones tres a tres son todas de tamano n, que la

interseccién de los cuatro conjuntos también tiene tamano n, y concluya que

_ <§>n4 - G) nd 4 <;l>n2 - <§>n—|— Ci)n (- D)% —3n+3),
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que, por supuesto, coincide con el resultado visto en el apartado 2.3.
Observe, lector, cémo en el ejemplo anterior todas las intersecciones A

k a k tenian el mismo tamano. Pero atienda al siguiente ejemplo, en A A A

el que el conjunto de restricciones es el que se representa a la derecha:

hay una mas que antes, representada por la arista diagonal. Ahora, el ~

conjunto de listas prohibidas serd la unién de los conjuntos

Ay = {listas con 1* = 2%} Ay = {listas con 2* = 3%}
As = {listas con 3* = 4%}, A, = {listas con 1* = 3%},

Pos.4  Pos.3
As = {listas con 1* = 42} . . .

Compruebe el lector que |A;| = n3 para cada j, y que |4; N Aj| = n? para cada i # j.
Veamos las intersecciones tres a tres, de las que hay (g) = 10. Por ejemplo, |[A1NAsNA3| = n,
porque estar en A; exige tener el mismo simbolo en las dos primeras posiciones; estar en As
hace que la tercera lleve ese simbolo comun; y estar en A3 exige que ese simbolo aparezca
también en la cuarta posicion. Solo hay que decidir, pues, el simbolo comin a toda la lista.
La mayor parte de estas intersecciones 3 a 3 tienen tamano n.

Sin embargo, |A; N Ay N A4| = n?. Por estar en Ay y en Ay, las tres primeras posiciones
llevan el mismo simbolo; pero estar en A4 no afiade informacién, pues exige un simbolo comin
para la primera y tercera posiciones. Asi que hay que elegir un simbolo para las tres primeras
posiciones, y otro para la cuarta (n? posibilidades). También se tiene que |A3N A, N As| = n?;
compruébelo, lector, y note que estos dos casos se corresponden con configuraciones en las
que las aristas correspondientes abarcan tres vértices en tridngulo (véase el dibujo).

Si el lector se esmera analizando todos los casos, comprobard que las intersecciones cuatro
a cuatro y la interseccién cinco a cinco tienen todas el mismo tamano, n, asi que

5
# listas = |X| — |A1 U Ay U A3 U Ay U As| = <0>n4—[a1—a2+a3—a4—a5]

O e e (H R P S G Ry

En este ejemplo, por cierto, podemos aplicar directamente la regla del producto: n posibili-
dades para la primera posicién, n — 1 para la segunda, n — 2 para la tercera (recuérdese la
arista diagonal en la representacion con grafos) y otra vez n — 2 (porque en las posiciones 1
y 3 van sfmbolos distintos) para la cuarta posicién, para obtener n(n — 1)(n — 2)2. Vaya!

El procedimiento promete, pero también se anuncia como extraordinariamente aparato-
so. Més adelante, en la seccién 10.2.3, anadiremos algo de lenguaje (de grafos y colores)
para desarrollar una manera ordenada de aplicar el principio de inclusién/exclusién en este
contexto, que daremos en llamar el polinomio cromdtico de un grafo.

5.1.6. Coeficientes multinémicos

Los coeficientes multinémicos

< n ) n!
ai,ag,...,ak a1!a2!...ak!
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aparecieron asaz fugazmente en el apartado 5.1.2, al tratar, claro, el multinomio de Newton.
La expresién de arriba lleva implicito el convenio segin el cual el coeficiente multinémico es 0
si los enteros no negativos ai, ..., a; no suman exactamente n.

Vamos a ver ahora que estos coeficientes multindmicos dan respuesta a dos cuestiones
combinatorias, y luego veremos por qué aparecen en el desarrollo del multinomio. Se trata
de contar

= ¢l numero de formas de distribuir n bolas numeradas en k cajas numeradas de forma
que haya a; bolas en la primera caja, as en la segunda, etc., donde a; + - -- + ap = n;

= 0 el niimero de listas de longitud n formadas con los simbolos {1, ..., k} con exactamente
a1 unos, as doses, etc. De nuevo, los nimeros a1, ..., a; cumplen que a1 +---+ag = n.

Las dos cuestiones son equivalentes: distri-
buir las n bolas en k cajas con las restricciones quc(f;?:r\zslzqilz | acuillabola2 acusllabolan
citadas exige decidir a qué caja va cada bola. \
Es decir, formar una lista de n posiciones (una ’\4 ‘ l ‘ ...... ‘ ‘
por bola), en las que indicamos a qué caja va
cada bola. Si queremos a; bolas en la caja 1,
as en la caja 2, etc., entonces en la lista han de aparecer exactamente a; unos, as doses, etc.
Y viceversa: dada la lista, recuperar la distribucién de bolas en en cajas es inmediato.

1 2 ...... n

Ya tuvimos, en la secciéon 5.1.3, un primer contacto con el lenguaje de bolas en cajas.
Aunque alli tratdbamos distribuciones de bolas idénticas en cajas numeradas; ahora, al con-
siderar a las bolas como numeradas, esto es, distinguibles, no basta, como alli, con informar
de cudntas bolas van en cada caja; hay que senalar también cudles son.

Si la cuestién se hubiera planteado sin restricciones sobre el niimero de bolas por caja
(o sobre el nimero de veces que aparece cada simbolo en la lista), el andlisis seria directo:
bastaria decidir a qué caja va cada bola; o cudl es el simbolo de cada posicién de la lista. Lo
que, por la regla del producto, se puede hacer de k" maneras. Es otra manera de entender las
listas (en este caso, de longitud n y k simbolos) o las aplicaciones X — ) si es que |X| =k
e |Y| = n (revise el lector el ejemplo 2.2.5 y cambie alli los papeles de n y k).

Nuestro problema requiere un analisis diferente. Vemos primero un ejemplo sencillo, que
nos dara la pista para el argumento general. Digamos que hay que repartir n bolas numeradas
en 3 cajas numeradas, con a; bolas en la primera caja, ao en la segunda y as en la tercera,
donde a1 + as + a3 = n. Contamos cuantas distribuciones hay con el siguiente proceso:

1. Elegimos cudles (recordemos que las bolas son distinguibles) son las a; bolas que van
a la caja 1. Esto se puede hacer de (;ll) formas distintas.

2. Elegimos las bolas de la segunda caja de entre las n — a; bolas que quedan; tenemos

(”;2‘”) maneras de hacerlo.

3. A la caja 3 irdn las restantes, asi que no habra que decidir nada en este paso. Aunque
también podriamos argumentar como en los dos pasos anteriores y observar que las
bolas de la caja 3 se pueden elegir de ("7%.7%?) = (%) =1 forma.

as a3
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La regla del producto nos dice entonces que el niimero de posibles distribuciones es

n\(n—a\ a3\ n! (n—ay)! (n—ay —az)! n!
ay as az)  ay!(n—ay) as!(n —ay — az)! a3!0! aylaglas!’

El lector podrd comprobar que el mismo argumento se puede aplicar al caso general, para
obtener que el nimero de distribuciones de n bolas distinguibles en k cajas numeradas con a;
bolas en la primera caja, as en la segunda, etc., donde a; 4+ az + - - - + a = n, viene dado por

el coeficiente multinémico
< n ) n!
ar,ag,...,ar a1!a2!...ak!

Note el lector que el caso k = 2 es algo especial, pues si a; + a2 = n, entonces as = n — ay,

asi que
< n > n! n! <n>
- - - )
ai,as (11!(12! al!(n—al)! ay

y recuperamos el coeficiente binémico habitual. Una cierta ambigiiedad de notaciéon que

confiamos en que no cause confusiéon®.

EJEMPLO 5.1.4 Se pretende repartir los 25 empleados de una empresa en 4 grupos de trabajo:
el de relacion con los clientes debe constar de 4 personas; el de desarrollo de proyectos, de 6
personas; T personas irian al grupo de contabilidad, mientras que las 8 restantes trabajarian
en tareas de organizacion interna. ;De cudantas maneras se pueden estructurar estos grupos?

En el lenguaje de bolas y cajas, queremos distribuir 25 bolas numeradas (las personas)
en 4 cajas numeradas (los grupos de trabajo), con 4 en la primera, 6 en la segunda, 7 en la
tercera y 8 en la cuarta. Respuesta:

25 25! o
<6, 4,7, 8) = HeTal 4417238826000 formas distintas,

casi cuatro billones y medio, una cantidad por cierto enorme. &

.Y por qué aparecen estos coeficientes multinémicos en el multinomio de Newton,

(.1‘1+$2+"'+.Z‘k)n: Z < "

.Z‘laleaQ s xkak ?
-y Ak
aty..,ap >0

ai, ag, ..

Para argumentar combinatoriamente, habriamos de contar cuantas veces aparece cada término
z{' - 2% en el desarrollo de (1 + - -+ + z3)™. El lector que construya un esquema como el
que aparecia al principio de la seccién 5.1.2 dedicada al teorema del binomio, poniendo en
columna los n factores (z1 + -+ + xy), se convencerd que para que aparezca xi' xzk hay
que escoger aj veces el x1, ag veces el xo, etc. Lo que nos da el coeficiente multinémico
correspondiente.

43Por cierto, los coeficientes binémicos cuentan conjuntos, jpero los multinémicos no cuentan multiconjuntos!
Véase la seccién 5.1.3.
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Cerramos este breve apartado insistiendo en la interpretaciéon en términos de listas, no
tanto por el resultado, que ya es conocido, sino por una manera de argumentar que es 1util
en muchas ocasiones. Queremos contar cuantas n-listas podemos formar con los simbolos
{1,...,k} de manera que haya a; unos, as doses, etc., donde a; + - -+ + a = n. Ya sabemos
que la respuesta esta en el coeficiente multinémico correspondiente.

Pero argumentemos de la siguiente manera: hagamos que los simbolos sean distingui-
bles. ;Cémo que distinguibles?, jpero de qué manera vamos a poder distinguir, por ejemplo,
dos unos entre si?, protestara el lector, alarmado ante este nuevo artificio. Pues justamente
etiquetando de cierta manera cada simbolo. Para ello consideramos el nuevo conjunto de
simbolos

1,00, ey 200 ooy 2a0s e oo Kty e Ky s

en el hay tantos “clones” del simbolo 1 como nos indica el valor de a;, tantos del 2 como
indique a9, etc. Ahora, en total hay n simbolos distinguibles, que podemos disponer en una
n-lista de n! maneras distintas. Pero, para contrarrestar la diferenciacién ficticia y auxiliar
que hemos introducido, por ejemplo, entre los unos, deberemos dividir por un factor a;!
(construya el lector explicitamente la aplicacién ai! a 1 que hay detrds de este comentario).
Lo mismo deberemos hacer con los doses, con los treses, etc. Asi llegamos, de nuevo, al

resultado
n! B < n )
allagl---ak! ai, ag,...,a

EJEMPLO 5.1.5 s Cudntas listas de longitud 8 formadas por 2 aes, 3 bes y 3 ces hay?

Las listas estan formadas por los simbolos a,a,b,b, b, c,c, ¢, pero por supuesto no todas
las 8! permutaciones posibles dan lugar a listas distintas. Aplicamos de nuevo el truco ci-
tado antes: hacemos distinguibles los simbolos, a1, as, by, bs, b3, c1,ca,c3, v formamos las 8!
permutaciones posibles. Obtenemos asi, por ejemplo, listas como

[afaz[ba[ba|bs]es|ez]a] v |aa]a|bi|be|bs|cs]|ea]e]

que, al borrar los subindices de las aes, dan lugar a la misma, (a, a, b, b, b, ¢, ¢, ¢). Solucionamos
esta proliferacién espuria de listas dividiendo por los factoriales correspondientes:

8! 8 8XxTx6x5x4
e — = = 560.
21313! <3, 2, 3)

2x2x%x3
5.1.7. Férmulas de inversién bindmica

Vamos a ver ahora cémo muchos de los resultados que hemos visto hasta ahora pueden
entenderse como ejemplos de aplicacion de unas férmulas de “inversién” que involucran coe-
ficientes binémicos. El plural aqui es relevante: habrd dos, una “inferior” y otra “superior”.
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