Tema 3: Estimacion estadistica de modelos
probabilistas.

(tercera parte)

Estructura de este tema:

@ Técnicas de muestreo y estimacién puntual.
@ Estimacién por intervalos de confianza.

© Contrastes de hipdtesis.
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Contrastes Paramétricos & No Paramétricos

Contraste de Hipétesis Paramétrico:

Dada una variable poblacional X, asumimos que conocemos su
funcién de distribucion, Fy, pero el parametro 6 es desconocido:
X ~ Fy.

Un Contraste de Hipdtesis Paramétrico es la técnica estadistica
que se usa para decidir si una afirmacién o hipétesis sobre el
pardmetro poblacional € se acepta o se rechaza a partir de los
datos de una muestra extraida de dicha poblacién.

Contraste de Hipodtesis no paramétrico

Dada una variable poblacional X, queremos averiguar si sigue una
determinada distribucion Fy: j X ~ Fy?. En este caso tanto la
funcién de distribucién F como el pardmetro poblacional 8 son
desconocidos.
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Contraste de Hipoétesis Paramétrico

Planteamiento del problema de contraste de hipdétesis
paramétrico: Hipodtesis nula e hipodtesis alternativa.

o Hipétesis nula (Hp): Es la hipdtesis que mantendremos
como cierta a no ser que los datos muestren de forma
evidente su falsedad.

e Hipotesis alternativa (H;): Es la hipdtesis que refleja la
situacién contraria a la hipétesis nula.

Ejemplo “Principio de presuncién de inocencia”: Como se quiere
evitar condenar a una persona inocente, sélo se hard cuando haya

quedado claramente demostrada su culpabilidad. En caso de duda, se
primara la inocencia frente a la culpabilidad. El contraste propuesto seria

Ho @ Inocente
H; : Culpable

Obs: Los contrastes que estudiamos son muy conservadores con Hy: sélo
rechazamos Hy cuando hay una fuerte evidencia muestral en su contra.
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Elementos de un Contraste de Hipétesis Paramétrico

Paso 1. Plantear el contraste: Se establece una hipétesis bésica,
que llamaremos hipdtesis nula y denotaremos Hp, y contraria a ella
otra hipdtesis Hi, o hipdtesis alternativa.

Paso 2. Fijar una regla de decision para aceptar o rechazar Hp:
un test estadistico queda perfectamente especificado, en cuanto
hayamos definido la region de rechazo de Hj.

Espacio muestral

Decision

Region critic
o de rechazo
R Rechazo H,

""" TEST
o ’Iiegién de
aceptacion A

Acepto H0

Paso 3. Tomar la decision: Con los datos recogidos a partir de la
muestra, se decide finalmente si se acepta o se rechaza Hj.
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Rechazar Hy Aceptar Hy
Hy cierta Error de Tipo | Decisién correcta
Hp falsa | Decision correcta | Error de Tipo Il

Ejemplo “presunciéon de inocencia” (cont.):
Hop :  Inocente

H; : Culpable

Rechazar Hy Aceptar Hy
Hy cierta | Se condena a un inocente | Se absuelve a un inocente
Hp falsa | Se condena a un culpable | Se absuelve a un culpable

De los dos errores sélo vamos a poder controlar el Error de Tipo |,
por ello, se deben definir las hipdtesis de forma que éste sea el mas
grave. Para ello: H; debe ser la hipétesis que queremos confirmar.
Lo que se hace es fijar un nivel de significacion a € (0, 1) tal que

a = P(Error de tipo 1) = P(Rechazar Hy | Hy cierta)
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Eleccion de la hipoétesis nula H

Los contrastes de hipdtesis se clasifican en:

e Contraste bilateral:

H02(9:90
H1:(9759()

”

En el caso bilateral no hay duda de cémo elegir Hyp: la de la "=".

o Contraste unilateral:

H029290 H()ZHSQQ
Hy -0 <6 Hy : 0> 09

En el caso unilateral, y teniendo en cuenta que los contrastes de
hipdtesis son conservadores con Hy, debemos tomar como H;
aquella que deseemos “probar” estadisticamente, es decir, Hy debe
de ser la contraria de la que queremos ‘“probar”.
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Construccion de la regién de rechazo R

Ejemplo “ilustrativo”: La resistencia de ciertos componentes
eléctricos fabricados en un proceso es una v.a. que sigue una
distribucién N(u, o). Una empresa que suministra dichos
componentes asegura, basada en estudios previos, que la
resistencia media es superior a 18 ohmios. Para simplificar la
cuestién asumimos o conocido.

Se trata de un contraste unilateral con pp = 18, con el contraste
de hipdtesis propuesto por la empresa:

Ho:p <18
Hy o p>18
Sélo se rechazard Hy si los datos muestrales dejan clara evidencia

de lo contrario, e.d. si la media muestral, X, es “mucho mayor” de
o =18: R ={X — po > C} para cierto valor de C a determinar.
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El grado de “alejamiento” permitido dependerd del tamafio
muestral n, y del nivel de siginificacién «, fijado:

a=P(R) = P(X — o > C)

)_< — Mo C g
= > C = Zn—F—
tipificamos ( O'/\/ﬁ - (T/ﬁ) - “ \/ﬁ
(0,1)
~N s Zo

Por lo tanto

R:{R—HOZZQ%}

Il
—
X
|
=
o
Vv
&
——

a
Ho uo"'zuﬁ
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Contrastes en poblaciones normales

e Sea Xi,..., X, una m.a. de X ~ N(u,0) con o conocido.
Ho:p= R=<(x Xn) X — po| > z 7
0: M= Ho = 1,5y %Xn) - Ho| = 04/2\/5

— g
HO:.U“S/LO R:{(Xlw'wxn):x_luozza_

)

— g
Ho : > po R={(X1,---,Xn)1X—M0321—a%}
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Contrastes en poblaciones normales

e Sea Xi,..., X, una m.a. de X ~ N(u, o) con o desconocido.
Ho:pn= R (x Xp) X —po| >t >
0+ M= Mo = 15--+5%n) - Mo_n—l;a/Z\/ﬁ
Ho : 1 < po R:{(Xb --aXn):)_(_,UfOZtnl;a%}
_ s
Ho : v > o R:{(Xh --aXn):X_NOStn—l;l—a%}
(n—1)s?
Hy: 0 =09 R = {T ¢ (X?,_l;l_a/p X?,_La/z)
0
—1)s2
Ho: 0 < oo R:{(n 2)5 ZX%—I'&}
0'0 '
—1)s2
Ho:0>00 R= {(n 2)5 < X%l'la}
a§ '
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Ejemplo 3.10: Se certifica que un material estandar de referencia
de un suelo contiene 94,6 ppm de un contaminante orgdnico. Un
anélisis repetido arrojé los siguientes resultados:

98,6 98,4 97,2 946 96,2  ppm

A un nivel de significaciéon o = 0,05 j hay suficiente evidencia
estadistica para concluir que los resultados mantienen el valor
esperado?

Si se hace una medida mas y se obtiene 94,5 jcambiaria la
respuesta?
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Relacién entre contrastes de hipoétesis bilaterales e intervalos
de confianza

En un contraste bilateral con nivel de significancia « y regién de
rechazo R,
Ho 10 = (90

H1:07é¢90

se verifica:
o Rechazar Hy con nivel de significacién a < 6 ¢ I1Ci_(6).

» No rechazar Hy con nivel de significacién o < 0 € IC_,(0).

t

n-1

a/? 1-a a2

— R, —« R =IG_4(0) >«— R, —>
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Ejemplo “ilustrativo” (cont.): Dada la variable X ="resistencia
de ciertos componentes eléctricos” ~ N(u, o) (asumimos ahora la
situcién, mucho mds real, de o desconocida).

Paso 1. Plantear el contraste. Se trata de estudiar el contraste
unilateral con pg = 18:

Ho:p <18
Hyp>18

Para comprobar la veracidad de la empresa, la persona que
supervia los componentes eléctricos obtiene una muestra de
tamano 10 y obtiene los siguientes resultados muestrales:
x=19.02y s=1.196.

La pregunta que trata de responder un contraste de hipdtesis es, a
partir de los resultados muestrales que tenemos

iproporcionan estos datos evidencia de que la resistencia
media de los componentes es mayor que 18 ohmios?
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Ejemplo “ilustrativo” (cont.):

Paso 2. Fijar una regla de decision. Queremos contrastar
Hp: p <18 frente a Hy : p > 18 a nivel a = 0, 05.

Como ¢ no es conocida utilizamos la regién de rechazo:

_ s X —
R:{X_,Uloztn—l;a\/ﬁ}:{ s,UfO Ztn—l;a}
Vn

donde
n . n . x%)2
% = =15 _ 10 2z 06 Z Xy g6
n n—1
% — 1.02-0
to0.05 = 1,833 X~ Ho _ 697

s/vn  1.196/Y10 ?
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Ejemplo “ilustrativo” (cont.):

Paso 3. Tomar la decisiéon. Como 2,697 > tg.905 = 1,833
estamos en la regién critica y rechazamos Hp a nivel o = 0, 05.

0.4

t(9)

0.3

0.2

0.1

[ B
IN

|
N

.

2 697
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Ejemplo “ilustrativo” (cont.):
i Cudl es la conclusién si fijamos o« = 0.017

0.4

t(9)

0.3

0.2

0.1

Probabilidad y Estadistica. Profesora: Eva Touris Contrastes de hipétesis



Critica a la seleccion del nivel de significaciéon «

(a) El resultado del test puede depender mucho del valor de «
elegido, que es arbitrario, siendo posible rechazar Hy con
a = 0.05 y aceptarlo con a = 0.01.

@=0,01

4

SR | 2697 * SRR | 2607

(b) Dar sélo el resultado del test (aceptacién o rechazo) no
permite diferenciar el grado de evidencia que la muestra indica
a favor o en contra de Hj.

N(0,1)

2 0
1,75 3,09
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El p-valor de un contraste

A medida que el nivel de significacién disminuye es mas dificil
rechazar la hipétesis nula (manteniendo los mismos datos).

Hay un valor del nivel de significacién llamado p-valor, a partir del
cual ya no podemos rechazar Hy. Es decir, para cualquier nivel de
significaciéon menor que el p-valor: o < p-valor; no se rechaza Hy.

Interpretacion: El p-valor indica el punto de division entre el
rechazo y la aceptacion:

e Si o < p-valor, no podemos rechazar Hy a nivel a.
e Si o > p-valor, podemos rechazar Hy a nivel «.
Utilizacion: Es mas informativo utilizar el p-valor que fijar un

nivel de significacién ya que proporciona una idea de hasta qué
punto la informacién muestral soporta Hy.
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Contrastes para dos poblaciones normales

e Sean Xi,...,Xn, e Y1,...,Yn m.a. independientes de
X ~ N(u1,01) e Y ~ N(uz,02) respectivamente con o1 y 02
conocidas. X e Y son v.a. independientes.

2 2

- — g g
Ho:ppi=p2 R=4IX=y]2> 24 n—1+n—§
2 2
g a.
Ho : p1 < o R={X~7>z4 |1+ 2
m np
2 2
— _ g g
Ho:pi>pp R=Sx-y<zqo\| L +-2
n np
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Contrastes para dos poblaciones normales

e Sean Xi,...,Xp, € Y1,..., Y, m.a. independientes de
X ~ N(p1,01) e Y ~ N(u2,02) respectivamente con o1 = 05
desconocida. X e Y son v.a. independientes.

_ 1 1
Ho:M]-ZIUQ R:{|X_y|2tn1+n22;a/2sp n_1+n_2}
- 1 1
Hotpp<pa R={X=y 2 thin-20a5 _+n_2
_ 1 1
Ho : M1 = o R=4¢x—-y< thi+n—2:1—a Spt/ — + —
n n»

donde
2 (m- 1)sf 4 (m2 —1)s3

P ni+ny—2

Contrastes de hipétesis
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Contrastes para dos poblaciones normales

e Sean Xi,...,Xp, e Y1,..., Yy, m.a. independientes de
X ~ N(p1,01) e Y ~ N(u2,02) respectivamente con o1 # 0>
desconocidas. X e Y son v.a. independientes.

o s?  s2
Ho : pn = pio R=<IXx=y| > trapy/— +—=
n ny

2 2

_ s s

Ho :p1 < o R={X—7>tray| L+ 2
n

2 2

- s s

HO:,UIZ,UQ R = X_}/Stf;l_a _1+—2
ni

2 2\2
il+iz
np o om

donde f es el entero mas préximo a AR

n11 n21
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Contrastes para dos poblaciones normales

e Sean Xi,...,Xp, e Y1,..., Y, m.a. independientes de
X ~ N(p1,01) e Y ~ N(uz,02) respectivamente con o1 y 0
desconocidas. X e Y son v.a. independientes.

Ho : 01 = 02 { = ¢ (Fo—1:m—1:1-a/2; Fnll;nzl;a/2)}

5
Hy:01 <09 R_{ > Fpi—1:np— 1a}

2
2
)
2
2
5

S
H020'1202 R_{ <Fn1 1;np—1;1— a}
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Ejemplo 3.11: Con el objeto de averiguar si difieren de forma
significativa los pesos entre nadadoras y corredoras olimpicas se
eligieron al azar 13 nadadoras y 10 corredoras y se observé:

Nadadoras Corredoras

Tamafo muestral 13 10
Media muestral 63.9 67.8
Cuasi-desviacién tipica muestral 9.16 8.37

Asumiendo normalidad, con nivel de significacién o = 0.1, jqué
conclusién podemos extraer de estos datos?
El p-valor jes mayor o menor que 0.17
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Contrastes para distribuciones no normales

Contrastes sobre una proporciéon p de una Bernoulli

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una v.a. X~Bernoulli(p).
Suponemos que n es grande.

n

_ 1-
Ho: p=po R:{|X_P0|>Za/2 M}

n

po(1 — Po)}

Ho:p < po RZ{?—P0>Za

po(l — Po)}

Ho:p > po R={*-Po<21—a -
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Comparacion de dos proporciones Bernoulli

Sean Xi,...,Xn, € Y1,..., Y, muestras de X ~ Bernoulli(py) e
Y ~ Bernoulli(py), v.a. independientes. Entonces

- - _ _ 1 1
Ho: p1=p2 R:{|x—y\>za/2\/p(l—p)<nl+n2)}

X FY Y mE 4 noy
donde p = ==L~ j=17 _ 2y
ni+ n ny + n2
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Ejemplo 3.12: El presidente de un cierto partido politico quiere
averiguar si saldra elegido en las préximas elecciones. Para ello,
como sabemos, seleccioné una m.a.s. de 1000 habitantes a los que
les pregunté si tenian intencidn de votarle o no, a lo que el 55%
respondié que si. A la vista de estos datos y con a = 0.01
ipodemos afirmar que saldra elegido?
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Contrastes para distribuciones no normales

Contrastes sobre una proporcion A de una Poisson

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una v.a. X~Pois(}\).
Suponemos que n es grande.

A
Ho:A=X R= {|>‘<—>\0| >za/2,/7°}

Ho: X< X R:{)_(—)\0>Za )\—:}

A
Ho: )\ > )o R:{)?—)\o<zl_a\/70}
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Datos emparejados:

Sea (X1, Y1),...,(Xh, Yn) una muestra aleatoria de (X, Y) donde
X e Y no son independientes, pero los pares (X, Y;), para
i=1,...,n, son independientes entre si.

Denotemos E(X) = u1 y E(Y) = p2 y supongamos que
D=X-Y ~ N(u=p1 — p2,0). Entonces
D1 =X1—Y1,...,D, =X, — Y, es una muestra aleatoria de D.

Podemos realizar los siguientes contrastes de hipétesis basandonos
en los tests “correspondientes”:

Ho:p1=p24 Ho:pp=0
Ho:p1 <poe Hop:pp <0

Ho:p1 > p2 < Ho:pp >0
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Ejemplo 3.13:

Se usan cinco dosis de una sustancia ferrosa para determinar si
existen diferencias entre llevar a cabo un anadlisis quimico de
laboratorio o un andlisis de fluorescencia por rayos X para
determinar el contenido de hierro. Cada dosis se divide en dos
partes iguales a las que se aplica cada uno de los dos
procedimientos. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Dosis 1 2 3 4 5
Rayos X 20 20 23 21 24
Analisis Quimico | 2.2 19 25 23 24

Se supone que las poblaciones son normales. jAportan los datos
suficiente evidencia a nivel &« = 0.05 para afirmar que el contenido
medio de hierro determinado con el anilisis quimico es diferente
del contenido medio determinado cuando se utilizan rayos X?
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Ejemplo 3.13 (cont.):

Variables:
e X es el contenido de hierro detectado por rayos X
e Y es el contenido de hierro detectado por anilisis quimico.

Parametros:
e 17 es el contenido medio detectado por rayos X
e up es el contenido medio detectado por anélisis quimico.

Hipotesis: Cuando las muestras no son independientes, lo
reducimos a una sola variable
e D = X — Y: diferencia en el contenido de hierro detectado
por ambos procedimientos, D ~ N(u, o)
e 1= 1 — pp: diferencia en el contenido medio detectado por
ambos procedimientos
y en lugar de contrastar Hp : 11 = o frente a Hi @ pi1 # o, se

contrasta
Hyo: =0 frentea Hy:pu#0,
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Ejemplo 3.13 (cont.):

Dosis 1 2 3 4 5
X; 20 20 23 21 24
Vi 22 19 25 23 24
d; —-02 01 —-02 -02 0O

Regidn critica:

—_ Sd
R=1<|d— th 1o/
{| pol > t,_1; ﬁﬁ}
donde d = —0.1, sy = 0.1414 y t4.0.025 = 2.776.

Por tanto R = {0.1 > 0.18} no se cumple, es decir los datos
disponibles no permiten afirmar a nivel 0.05 que los dos métodos
proporcionan cantidades medias de hierro diferentes.
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Contrastes no paramétrico

A diferencia de los paramétricos, ahora, el desconocimiento de la
poblacién que vamos a estudiar no se reduce al valor de un
parametro poblacional 6, sino que es mucho mas amplio.

La pregunta que nos hacemos ahora es: ;Es razonable aceptar esa
modelizacién, a la vista de los datos disponibles?

El estadistico que se usard para realizar el contraste tendra una
distribucién x2.
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Contraste de Bondad de Ajuste: primer caso

Sea X una variable aleatoria poblacional con distribucién
desconocida. Extraemos una m.a.s. de la poblacién (X1, -, X,).
A la vista de la muestra y para un ¢ conocido, jes razonable
admitir que X sigue la distribucién F,?

Hp: X sigue la distribucién Fy
Hi: X no sigue la distribucién Fy

Paso 1.: Hacer una particién del espacio muestral (posibles valores
de X) en k clases Az, -+, Ax.

Paso 2.: Calcular las siguientes frecuencias absolutas:

O; = frecuencia observada en A; = nimero de elementos de la
m.a.s (x1,- -, Xp) que se han situado en la clase A;

e; = frecuencia esperada en A; si Hy es cierta = nP(A;)

Paso 3.: Utilizar el estadistico
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Region de Rechazo

Observacidn 1: Si Hp es cierta, las frecuencias observadas, O;, y
las frecuencias esperadas, e;, deben ser parecidas y, por tanto,

(Oi—e)*
> =0
-z . k (Oi—e)* e)? 2
Observacion 2: Para que realmente > ; e ™~ Xk-1 -
ademads de que n debe ser grande, se requiere e; > 5.

Conclusién: Rechazamos Hj si:

K (0 — e)2
R {2 )
i=1

Nota: Por comodidad, normalmente se usa la siguiente expresion,
equivalente a la ya dada:
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Ejemplo 3.14: Se quiere averiguar si el nimero de hijos por
matrimonio, X, sigue una distribucién binomial de pardmetros
n=3y p=_0.5. Para ello se encuesté a 100 matrimonios
obteniéndose los siguientes resultados.

i Qué podemos afirmar a la vista de estos datos?

X|]o 1 23
O;j| 22 42 28 8
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Ejemplo 3.15: Se desea saber si el nimero de altas diarias de un
hospital difiere dependiendo del dia de la semana (X). La siguiente
tabla muestra la frecuencia observada para cada dia en un total de
589 altas por semana.

i Qué podemos afirmar a la vista de estos datos?

X| L M X J VvV S D] Total

Oj| 78 9 94 89 110 84 44| 589
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Contraste de Bondad de Ajuste: segundo caso

En ocasiones queremos averiguar si los datos se ajustan a un
determinado tipo de distribucidén pero sin precisar los valores de los
parametros que la caracteriza, e.d., no conocemos 6 donde

6= (61, .6,)

Hp: X sigue la distribucién Fy
Hi: X no sigue la distribucién Fy

Paso 1.: Hallamos 6 = (01,--- ,6,).
Paso 2.: Repetimos exactamente los mismos pasos que para el
caso anterior pero ahora:

k

k
(O; — &)? (0; — &)?
Z I e o~ X12<—1—r; R = {Z I e > Xlz(—l—r,a}
i=1 ! i

i=1

L e)2 2
Nota: YK, (Oi—e)” _ Sk % —n

€ i
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Ejemplo 3.16: Para averiguar si el nimero de descendientes de
cierta especie, X, sigue una distribucién de Poisson se extrajo una
m.a.s. de la poblacién obteniéndose los siguientes resultados. j Qué
podemos afirmar a la vista de estos datos?

X|] 0 1 2 3 456
Oj| 25 30 24 14 5 1 1

Probabilidad y Estadistica. Profesora: Eva Touris Contrastes de hipétesis



Contraste de homogeneidad de poblaciones

Sea X es una v.a que queremos estudiar en p poblaciones
independientes. Extraemos m.a.s. de cada poblacién, a la vista de
las muestras, jes razonable admitir que las poblaciones son
homogéneas, es decir, que todas ellas siguen la misma distribucién?

Hp: Las p poblaciones siguen la misma distribucién
Hi:  Las p poblaciones no siguen la misma distribucién
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Region de Rechazo

Paso 1.: Hacer una particién del espacio muestral comtin a las p
poblaciones en k clases A1, - - - , Ak.

Paso 2.: Calcular las siguientes frecuencias absolutas:

O;; = frecuencia observada en A; con la muestra j-ésima.

ejj = frecuencia esperada en A; con la muestra j-ésima si Hy
es cierta = n;P(A;) (ejj es la esperanza de una Bin(n;j, P(A;)))
Paso 3.: Utilizar el estadistico

k
iz(oij’_eij)zN 2 )
o X(k=1)(p—1)’
1] ij

Jj=1i=1
P 2
(04 — &)
= {2 > e
j=1 i=1 u
0; 07
Nota: De nuevo: 77, Sk % =3P S -

i i
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Ejemplo 3.17: Un estudio sobre tabaquismo en las comunidades
de Galicia, Madrid y Catalufia proporciondé los siguientes datos

Comunidad | Fumadores No Fumadores | Total
Galicia 13 87 100
Madrid 17 83 100
Catalufia 18 82 100

i Pueden considerarse homogéneas las tres poblaciones en cuanto a
sus habitos fumadores?
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