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Examen final

APELLIDOS Y NOMBRE D.N.I.

Justificar todas las respuestas.

. (1 punto) Un grupo de 81 personas se sienta en una fila que consta de 88 sillas. Prueba que hay, al menos, 11 sillas
consecutivas ocupadas. (Nota: observa que quedan 7 sillas vacias.)

. (1 punto) En una carrera participan n personas. A cada una de ellas se le asigna un dorsal con un nimero entre 1y
n. Supongamos que todos los participantes alcanzan la meta y no hay empates. De todos los posibles resultados ;jen
cuantos de ellos el ganador no lleva el dorsal con el nimero 1, el segundo finalista no lleva el dorsal con el nimero 2 y
el tercer finalista no lleva el niimero 37

. (1 punto) Sean n y m dos enteros positivos. Demuestra la siguiente igualdad usando argumentos combinatorios:

3 (:’;) S(n, k) k! = m™.

k>1

Aqui, S(n, k) denota un nimero de Stirling de segunda especie. (Nota: recuerda que m™ cuenta, por ejemplo, el niimero
de aplicaciones que hay entre el conjunto A = {1,2,...,n} y el conjunto B = {1,2,...,m}.)

. (1 punto) Determina si los siguientes grafos son o no isomorfos

BH&

. (3 puntos) Consideremos el conjunto R de 16 puntos del plano definido por
R={(a,b) €eZx7Z:0<a,b<3}

(a) Queremos colorear los puntos de R de tal forma que (a,b) lleve un color distinto de (¢, d) siempre que a+b = c+d.
Si disponemos de 12 colores, jde cuantas formas distintas podremos hacerlo?

(b) Ahora queremos colorear los puntos de R de tal forma que (a,b) lleve un color distinto de (¢, d) siempre que a = ¢
y b=d+ 1. Ademas, el punto (1,0) debe llevar color distinto del punto (2,0), y el punto (1,3) debe llevar color
distinto del punto (2, 3). Disponemos, de nuevo, de 12 colores. {De cudntas formas distintas podremos hacerlo?

(c) Calcula (en los dos casos) el minimo niimero de colores necesario para colorear los puntos de R.

. (3 puntos) La sucesién {a, }52, viene definida por

apg = 17
ay = 27
Ay = 20p_1 — Qp_o + 2™ sin> 2.
(a) Resuelve la ecuacién de recurrencia.
(b) Da una expresién explicita para la funcién generatriz f(z) de la sucesién {a,}.
(c) Calcula las funciones generatrices:
i. g(z) de la sucesién {b,} dada por b, = na, + (—2)", n > 0.
ii. h(z) de la sucesién {c,} dada por ¢, =bo+ by + -+ + bp, n > 0.
(Nota: observa que si no resuelves el apartado (b) puedes hacer el (¢) dejando la solucién en términos de f(z).)



