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Curso 2015-2016

14 de enero de 2016

Examen final

Apellidos y Nombre D.N.I.

Justificar todas las respuestas.

1. (1 punto) Un grupo de 81 personas se sienta en una fila que consta de 88 sillas. Prueba que hay, al menos, 11 sillas
consecutivas ocupadas. (Nota: observa que quedan 7 sillas vaćıas.)

2. (1 punto) En una carrera participan n personas. A cada una de ellas se le asigna un dorsal con un número entre 1 y
n. Supongamos que todos los participantes alcanzan la meta y no hay empates. De todos los posibles resultados ¿en
cuántos de ellos el ganador no lleva el dorsal con el número 1, el segundo finalista no lleva el dorsal con el número 2 y
el tercer finalista no lleva el número 3?

3. (1 punto) Sean n y m dos enteros positivos. Demuestra la siguiente igualdad usando argumentos combinatorios:∑
k≥1

(
m

k

)
S(n, k) k! = mn.

Aqúı, S(n, k) denota un número de Stirling de segunda especie. (Nota: recuerda que mn cuenta, por ejemplo, el número
de aplicaciones que hay entre el conjunto A = {1, 2, . . . , n} y el conjunto B = {1, 2, . . . ,m}.)

4. (1 punto) Determina si los siguientes grafos son o no isomorfos
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1.5 Show, by labelling the vertices, that the graphs below are isomorphic. (You need not
label the edges.)
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1.6 Sort out the following into families of isomorphic graphs. (There is no need to display
isomorphisms, just write down (a) is isomorphic to ... etc..)

(a) (b) (c) (d)

(e)

(f) (g) (h)
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1.7 Let G be a simple graph with n ≥ 2 vertices. Can G have a vertex of degree 0? Can
G have a vertex of degree n − 1? Can G have a vertex of degree n or more?

(a) Show that G cannot have degree sequence (0, 1, . . . , n− 1). [Hint: Consider the
vertex of degree 0 and that of n − 1.]

(b) Show that G must have 2 vertices of the same degree.

1.8 The Maple package networks. In this and all other Maple exercises `Q:` is used
to denote the drive `\\campus\software\mathematics and statistics\course
data`, which is normally mapped to the `Q:` drive. (See the instructions at
http://www.mas.ncl.ac.uk/oracle/datadrive.html.)

AJD January 7, 2005

5. (3 puntos) Consideremos el conjunto R de 16 puntos del plano definido por

R = {(a, b) ∈ Z× Z : 0 ≤ a, b ≤ 3}
(a) Queremos colorear los puntos de R de tal forma que (a, b) lleve un color distinto de (c, d) siempre que a+ b = c+d.

Si disponemos de 12 colores, ¿de cuántas formas distintas podremos hacerlo?
(b) Ahora queremos colorear los puntos de R de tal forma que (a, b) lleve un color distinto de (c, d) siempre que a = c

y b = d + 1. Además, el punto (1, 0) debe llevar color distinto del punto (2, 0), y el punto (1, 3) debe llevar color
distinto del punto (2, 3). Disponemos, de nuevo, de 12 colores. ¿De cuántas formas distintas podremos hacerlo?

(c) Calcula (en los dos casos) el mı́nimo número de colores necesario para colorear los puntos de R.

6. (3 puntos) La sucesión {an}∞n=0 viene definida por{
a0 = 1,
a1 = 2,
an = 2an−1 − an−2 + 2n si n ≥ 2.

(a) Resuelve la ecuación de recurrencia.
(b) Da una expresión expĺıcita para la función generatriz f(x) de la sucesión {an}.
(c) Calcula las funciones generatrices:

i. g(x) de la sucesión {bn} dada por bn = nan + (−2)n, n ≥ 0.
ii. h(x) de la sucesión {cn} dada por cn = b0 + b1 + · · ·+ bn, n ≥ 0.

(Nota: observa que si no resuelves el apartado (b) puedes hacer el (c) dejando la solución en términos de f(x).)


