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La estadistica descriptiva que en este capitulo se presenta es material basico, que
el alumno, en gran medida, ya conoce al menos desde el bachillerato®.

Los dos primeros apartados 1.1 y 1.2 de este capitulo estdan dedicados a unificar
lenguaje y formalizar notaciones y conceptos (elementales) que permiten describir
y resumir datos. En el apartado 1.3 se analiza el modelo de regresion lineal para
datos bidimensionales (o multidimensionales). Finalmente, el apartado 1.4 contiene
algunas instrucciones tutiles de Excel.

1Como quiera que se denomine ahora.
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1.1. Representaciéon de datos

Notaciones

De los miembros de una poblacién nos interesa una cierta cantidad. Esa cantidad
de referencia es la variable de estudio, que genéricamente denotamos por X.

Disponemos de un conjunto de valores (que llamamos datos) de esa variable en
esa poblacién. A ese conjunto de valores nos referiremos como una muestra.

Supondremos en lo que sigue que tenemos una muestra de una determinada
variable de nuestro interés en una poblacion especifica. Por ejemplo,

= saldo medio de un determinado ano en cuentas corrientes de 5000 personas
fisicas residentes en Espana entre 25 y 45 anos,

= notas en examen de entrada en la universidad,

= conexiones diarias a paginas web,

= rendimientos diarios del Ibex35,

Estas de arriba son variable cuantitativas: sus valores son numeros reales con
un numero determinado de decimales y a veces simplemente ntimeros enteros —edad
en anos—, jcuestion de unidades!

Por el contrario, para una variable categorica los valores son categorias; por
ejemplo, grupo sanguineo, color de ojos, provincia de nacimiento, ...

Notaciéon sistematica. Usaremos sistematicamente
T1,T2,...,Tp

para denotar los datos de una muestra. El tamano de la muestra es el niimero n
de datos.

El orden en que aparecen los datos no sera relevante en lo que sigue.
A esos mismos datos ordenados de menor a mayor los denotamos por

xilgxigg"'gxina

para indicar que se ha utilizado una permutacién de {1,...,n} para ordenar los
datos.

Representacién de datos

Nos centramos, en lo que sigue, en variables cuantitativas. Digamos que la mues-
tra en cuestién consta de los datos x1, ..., x,. Si el tamano n de la muestra es grande,
suele ser conveniente, para su representacién y analisis, agrupar los datos de la mues-
tra en clases. De hecho, es frecuente que, en lugar de disponer de los datos en bruto,
éstos vengan ya agrupados en clases.
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1.1. Representacion de datos 3

La estructura de las clases es discrecional. Si por ejemplo la muestra consiste
Unicamente de numeros enteros, por ejemplo ceros y unos, las clases seran, cémo
no, la clase del cero y la clase del uno. Si por el contrario los datos son nimeros
reales (presentados con una determinada precisién), lo habitual es tomar como clases
a intervalos consecutivos de una determinada longitud fija (el paso o ancho de la
clase), con quizds una primera y una tltima clases especiales, reservadas para agrupar
datos pequenios y datos grandes, respectivamente.

En general, denotaremos las clases por C1, ..., C}, donde k es el nimero de clases
consideradas. Todos los datos de la muestra han de caer en alguna de estas clases.

EJEMPLO 1.1.1. Muestra de tamano n = 10000 de la variable “altura en cm”.

Fijamos clases de ancho 5 cm,

Cy =10,150), Cy =[150,155), ... , Cy4 = [210,215), Ci5 = [215,00),
excepto la primera y la tltima, que son especiales. &
Dados unos datos 1, ..., %, y unas clases C1, ..., Ck, llamamos

» frecuencia absoluta de una clase al nimero de datos en la clase. Denotamos
estas frecuencias absolutas por nq,...,n.. Asi que

» La frecuencia relativa (o simplemente frecuencia) de la clase C; es la pro-
porcién f; = nj/n que los datos de esa clase C; representan del total de datos.
Asi que

= Por marca de clase se entiende un valor representativo de esa clase: tipica-
mente se escoge el valor medio del intervalo, aunque en los intervalos extremos
se suelen elegir marcas en funcién de cuan dispersos estdn los datos en esas
clases. Usaremos la notacion

Y1,Y2,-- - Yk

para las marcas de clases, que en el ejemplo 1.1.1 anterior podrian ser
yo = 152.5, y3 = 157.5,..., y14 = 212.5

y para las clases de los extremos y; = 145 e y15 = 220, por ejemplo.
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4 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA

Como ya se ha mencionado mas arriba, es frecuente que los datos de la muestra
de partida vengan ya agrupados en clases, es decir, que se disponga sélo de

» las clases (', ..., Cy,
= las marcas de clase yi, ..., Yk,
= y las frecuencias absolutas ny,...,ny (y por ende?, el tamafio n de la muestra

y las frecuencias relativas fi,..., fr);

y no de los datos en bruto x1,...,z,.

Representacién grafica de los datos. Para datos ya agrupados en clases dadas
por intervalos, el histograma es un diagrama de barras verticales. Para cada clase,
se dibuja una barra con base el intervalo de la clase y con altura la frecuencia de la
clase (preferiblemente, frecuencias relativas).

Si los datos no vienen agrupados, conviene agruparlos en clases, tomando por
ejemplo un cierto ancho de clase comun. Para que el histograma resultante sea infor-
mativo, el ancho no debe ser muy pequeno (habria muchas clases, pero probablemente
contendrian muy pocos elementos) ni demasiado grande (quedarian pocas clases).

nimero de datos 1334 18,00%
16,00%
datos x Histograma
1 -1,15947 14,00%
2 0,35253 frecuencias | frecuencias 12,00%
marcas clases .
3 0,45858 absolutas relativas 10,00%
4 0,58237 42 <-4 0 0,00%
8,00% -
5 -2,61563 39 38 0 0,00%
6 0,41927 3,7 3,6 0 0,00% 6,00%
7 0,90431 35 34 0 0,00% 4,00% |
8 -0,11321 33 32 0 0,00% 2,00%
9 -0,34396 31 30 0 0,00%
0,00% -
10 -2,81868 29 2,8 2 0,15%
11 0,46550 2,7 2,6 4 0,30%
12 0,26764 25 2,4 4 0,30%
13 -0,25731 23 22 5 0,37%
14 -0,99053 21 2,0 14 1,05%
15 -0,01991 1,9 1,8 30 2,25%
16 2,40061 1,7 16 45 3,37% 1
17 -0,13079 15 1,4 58 4,35%
18 1,09168 1,3 1,2 77 5,77%
19 -1,22362 11 -1,0 95 7,12%
20 0,04922 09 08 123 9,22%
21 -0,54684 0,7 0,6 148 11,09%
22 0,60299 05 04 161 12,07%
23 -1,54120 03 02 195 14,62%

1= I Nota 1.1.1. En un histograma se suele requerir que el area total encerrada por los rectangulos sea 1.
Las alturas de los rectdngulos, que son las frecuencias relativas f;, suman 1, pero falta tener en
cuenta las longitudes de la bases de los rectdngulos. Para por ejemplo comparar (graficamente) con
funciones de densidad, los f; deberfan ser reescalados a fj = fj/bj, dividiendo por las longitudes b;
de las clases, de manera que

k k
érea:ijbj:ij:I.
i=1 =1

Si, como es habitual, el ancho de cada clase es fijo, b; = b para cada j = 1,...,k, se trata sélo de |
un cambio de escala en la figura.

2Si los datos que se suministran son las frecuencias relativas fi,..., fx, entonces perdemos la
informacién sobre el tamano n de la muestra original.
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1.2. Medidas descriptivas. Restimenes cuantitativos 5

| Nota 1.1.2. Suavizado de histogramas. Por razones varias (diluir papel del azar o de errores), a
veces se “suaviza” el histograma. Véase la seccion 9.2 para mas detalles.

Pongamos que las clases son C; = [a+ (j—1)h,a+ jh) para j € Z. El paso es h. N6tese que hay
infinitas clases cubriendo todo R. Para ciertos ji y jo, las frecuencias de las clases C; para j < j1 y
para j > jo seran todas 0. Sea f; la frecuencia de la clase Cj.

Para suavizar el histograma, podemos tomar, por ejemplo, en lugar de la frecuencia observada f;,

la frecuencia suavizada ~
fj = 0.25fj_1 =+ 0.5f]' =+ 0.25f]’+1.

De que ZjEZ fi = 1 se sigue que ZjEZ f] = 1. Este procedimiento asignard frecuencia positiva a |
algunas clases (a la izquierda de j1 y a derecha de j2) que antes tenfan frecuencia 0.

1.2. Medidas descriptivas. Restimenes cuantitativos

La que sigue es una clasificacién (un tanto bizantina, y hasta maniquea) de las
distintas medidas cuantitativas que se usan para resumsr una muestra.

Medidas de centralizacién ‘ Medidas de dispersion ‘ Medidas de simetria

media varianza y cuasivarianza | coeficiente de asimetria
mediana (cuasi)desviacién tipica
rango y cuartiles

1.2.1. Medidas de centralizacién
A. Media

Denotamos la media (aritmética) de los datos de la muestra como

1 n
1=

Nota 1.2.1. Si no disponemos de los datos en bruto, sino que ya vienen agrupados en k clases (con

;

frecuencias fi,..., fr y marcas de clase y1,...,yr), la media se calcularia como
k
(1.2) T=> fiy-
j=1

En la férmula (1.1) se promedian los datos z; todos con el mismo peso, 1/n, mientras que en (1.2)
se promedian los y; con las ponderaciones dadas por los f;.

Estas dos expresiones no coinciden en general. Aunque si la marca y; de la clase C; es justamente
la media de los datos de la clase Cj,

entonces . .
Zlijjzzl% i > mz:lz > xi:lzwu
Jj= Jj=

- y Uz n - n <
z,€C5 j=1lz;€C;y i=1
y las definiciones (1.1) y (1.2) coinciden. |
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6 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA

Obsérvese que siempre

minz; <7 < méxx;
7 7

Ademas, si transformamos unos datos x1,...,x, en unos datos zi,...,z2, me-
diante una transformacién (lineal) del tipo z; = a + bx;, parai =1,...,n, donde a,b
son contantes, entonces

n

ZZE, lzi:EZ;(a—Fbxi):a—i-bE.
= =

En estas transformaciones lineales exigimos, como parece razonable, que b # 0.

B. Mediana

Ordenamos los datos:
Tiy STjy <00 <5, ,

(obsérvese que los datos pueden repetirse). La voluntad de la mediana es ser el valor
que deje tantos datos a la izquierda como a la derecha. Denotamos con MED a la
mediana.

Si n es impar, escribimos n = 2r + 1 y se toma

MED = &, ;

a la izquierda y a la derecha quedan r datos de la muestra.
Si n es par, escribimos n = 2r y se toma (habitualmente)
MED = i T i1 T Ziria ;
2
a la izquierda y a la derecha quedan r datos de la muestra. En este caso, en general,
MED no es un valor de la muestra.

Nota 1.2.2. Aunque no se trate propiamente de una medida de centralizacién, resenamos aqui que
la moda es el valor que aparece con més frecuencia en la muestra; en datos agrupados, la moda es
la clase Cj con la frecuencia f; mas alta. Puede haber mas de una moda, y podria situarse en los
extremos de los valores y no en la zona central.

;

1.2.2. Medidas de dispersion (respecto de la media)

Estas medias responden a la pregunta: ;jcudn dispersos o cuan variables son los
datos?

Digamos, por ejemplo, que medimos una cierta cantidad con dos instrumentos
distintos. Con el instrumento A las medidas son 68 = a1 < --- < ajg9 = 72, con
@ = 70. Con el instrumento B, 5 = b; < --- < by = 220, con b = 70. Las medidas
con A estdn més concentradas que las de B en torno a la media (comin) 70. Queremos
cuantificar esta diferencia.
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1.2. Medidas descriptivas. Restimenes cuantitativos 7

Digamos que la muestra es x1,...,x,. La cantidad x; — T mide la dispersién del
dato x; respecto de T. La dispersién total seria

n

> (@i —7)

=1

pero esto es
n

Zn:(xi_j): (sz) —nTr=nT —nzx =0,

i=1 i=1
asi que no informa de nada: las dispersiones positivas y negativas se compensan
exactamente.

Para evitar compensaciones, podriamos tomar como medida de dispersion total a

n
Z |xl - E| )
=1

que tiene las mismas unidades que los datos originales, y que a veces se usa. Pero para
cuestiones analiticas, el valor absoluto = — |z| es incémodo porque no es derivable
en x = 0, y preferimos usar cuadrados, como se muestra a continuacion.

A. Varianzas y desviaciones tipicas

A1l. Varianza y cuasivarianza. Dada una muestra zi,...,,, se define su va-
rianza como

(1.3) Ve==> (z;—7)

j=1

El subindice hace referencia a la muestra, que genéricamente denotamos por .

Se trata de un promedio de las dispersiones (de los datos) con respecto a la media,
medidas en términos cuadraticos.

Si se divide por n — 1 en lugar de por n, se dice cuasivarianza de la muestra,

que se denota por s2, haciendo de nuevo referencia a la muestra:

(1.4) 2= ! > (@ -

n—1

J=1

La razén por la que conviene dividir por n — 1 se aclarard mas adelante (en el
capitulo 4 dedicado a la formalizacién de la nocién de muestreo aleatorio).

La varianza (o la cuasivarianza) mide la dispersién total: no hay cancelacién entre
los sumandos.

A igualdad de medias T =z = m, si V,, < V., entonces los datos = se concentran
mas alrededor de m que los datos z.

NOTAS DE ESTADISTICA I —20 de septiembre de 2017 — JOSE L. FERNANDEZ Y PABLO FERNANDEZ



8 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA
= I Nota 1.2.3. Para datos agrupados (y; = marca de la clase C;), definimos

k
Vy = Zfa (y; _y)Q

(aqui, la media g se habrd calculado segiin (1.2)). |

Para calcular:

= Obsérvese que

(n—1)s2 =nV,

» Las expresiones alternativas recogidas en (1.5) para s2 y para V, resultardn
utiles mas adelante. Si desarrollamos el cuadrado en la suma de las expresiones
anteriores de s2 y V, se obtiene que

n

==\2 2 —2 — 2 _9 _
E§ (xj — ) :Eg (7 +7 —2:13]'.’13)25' 15+ _2’%5' x;
Jj=1 J=1 J=1 j=1
N——
=x2

=224 7% - 27% = (22 - T?),

donde, por simplificar notacién, llamamos 22 a la media de los datos al cua-
drado. De manera que

(1.5) 2=—"_ (32 —7?) y | Ve=22 -7

Letania al uso: la varianza de los datos es la media del cuadrado de los datos menos
el cuadrado de la media de los datos.

Obsérvese que
si =0 <= V,=0 <= todoslos x; son iguales
(v, de hecho, si y sélo si z; = 7, para 1 < i < n). Asi que s2 = 0 o V, = 0 significa

dispersion 0.
Veamos. Como nV, = >_"_(z; — 7)? es una suma de términos no negativos, si

j=1
Vz = 0, entonces (x; — T)?> = 0 para cada j = 1,...,n, y por tanto z; = T, para
j = 1,...,n. Reciprocamente, si los x; son todos iguales, digamos x; = m, para
j=1,...,n,entonces T=my (z; —T)? =0, para j = 1,...,n, por lo que V, = 0.
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1.2. Medidas descriptivas. Restimenes cuantitativos 9

A2. Desviacién tipica y cuasidesviacion tipica. Las unidades de la cuasiva-
rianza son el cuadrado de las de los datos (si datos son metros, cuasivarianza viene
en metros cuadrados). Para regresar a las unidades originales, se definen:

desviacion tipica cuasidesviacion tipica
1.6 1 _ IR _
(1.6) Vi = ;;uj—xv 50 = n_1;<xj—x>2

;

Nota 1.2.4. Obsérvese la asimetria notacional: Vi y s2 (en el lado de las varianzas), y v/Va y S« |
(en el lado de las desviaciones tipicas).

A3. Cambios de escala. Tenemos una muestra x1,...,x,, a la que nos referimos
abreviadamente como x. Definimos ahora la muestra a + bz, que es la que se obtiene
a partir de la muestra x con el cambio lineal z; — a 4 bz;, para cada i =1,...,n.
(Aunque las férmulas que siguen con validas para cualesquiera ntimeros reales a y b,
supondremos siempre que b # 0.)

Entonces se tiene que

a+br=a+b7, Vaibe = 02V y sg+bm = b%s?

x )

Veamos. La primera expresién para la media ya se ha visto antes. Con ella,
tenemos que (a + bxj; —a + bx) = b(x; — T) para 1 < j <n, y por tanto,

n n

1 — 1
v, m:_E br: — b 2:52_§ T2 =b2V,.
+b nj:1(a+ zj —a+ bx) nj:1(a:] T)

A4. Tipificacion. Un cambio lineal x; — a + bx; no altera la naturaleza de los

datos (es cambio de origen y de escala/unidades).

El cambio _
Ty, — &

VVa

transforma los datos x; iniciales en datos z; sin unidades (y por tanto, comparables
con los de otras muestras). Esta tipificacién requiere que V, # 0.

Ti > 2 =

Los datos z; tienen media Z = 0 y desviacién tipica /V, = 1 (aunque la cuasi-
desviacion tipica no seria 1, sino s, = \/n/(n — 1)).
Los datos z; se dicen tipificados (de los x;).

A5. Media, varianza y minimizacion. Tenemos una muestra z1,...,z,. Bus-
camos un valor de a que minimice la cantidad
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10 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA

La cantidad d(a) es la dispersién cuadrética (media) de los valores z; con respecto
al punto a. Vamos a comprobar que ese “punto de equilibrio” se alcanza justamente
en la media muestral, en a = 7.

Veamos. Reescribimos

n

1 o 1 & _
d(a):—g (l’i—a)QZ—E x?+a2—2a—g z; = a® — (2T) a + 22,
n n

asi que d(a) es un polinomio cuadrético en a (que es aqui la variable, tanto T como z2
son calculados a partir de la muestra).

Esta parabola tiene un (inico) minimo, que se calcula con el procedimiento ha-
bitual de calculo de puntos criticos:

0=d'(a) =2a — 27,

lo que nos dice que, como anuncidbamos, el minimo se alcanza en T.
Por cierto, el valor minimo® de la funcién d(a), es decir, el nimero d(%), es
justamente la varianza de la muestra V.

B. Cuartiles y rango intercuartilico

Se trata de dividir la muestra (una vez ordenada) en cuatro bloques, cada uno
con una “cuarta” parte de los datos de la muestra, y marcar dénde se producen las
transiciones entre cuartas partes sucesivas.

Pongamos que los datos de la muestra ya ordenados son

1 <o <o <y,

Los cortes entre los bloques son los cuartiles. Idealmente se querria que los cortes
fueran elementos de la muestra, pero eso, en general, es imposible. Una notacién
estandar para la informacién cuartilica es

Q07 Q17 Q27 Q37 Q4 .

Para empezar, se toma Qy = min;{z;} = z1 y Q4 = méx;{x;} = z,; el minimo
y el maximo de la muestra. A la diferencia QQ4 — @y se le conoce como rango de la
muestra; es una medida de dispersion de la muestra.

El valor @2 es, naturalmente, la mediana (con su casuistica en cuanto a su de-
terminacion, en funcién de si n es par o impar).

Querriamos que ()1 dejara a su izquierda 1/4 de la muestra y a su derecha 3/4 de
la muestra y que Q3 deje 1/4 a su derecha y 3/4 a su izquierda. Una receta simple para
determinar Q1 y Q3 que cumplan (aproximadamente) esta especificacién consiste en:

3Si interpretamos d(a) como una energia, la minima energfa se alcanza en 7, y el valor de ese
minima energia es V,. Sugerente.
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1.2. Medidas descriptivas. Restimenes cuantitativos 11

= sin es par n = 2r: se toma
(21 = mediana de z1,...,7,, (3 =mediana de x,41,...,2, = To;
en este caso, Q2 = (x, + x,41)/2.
= Sin esimpar, n = 2r + 1, se toma
()1 = mediana de z1,...,x,, @3 = mediana de Z,y9,...,Tn = Tor41;
en este caso, Q2 = Tyy1.

Asi, si n = 100, tendriamos que Q1 = (w25 + 226)/2, Q2 = (x50 + x51)/2 ¥
Qs = (w75 + 776) /2.
Se llama rango intercuartilico a la diferencia

[RIC =@Q5 — Q1

Es una medida més de dispersion, y mide la longitud del rango donde se encuentra
el 50 % central de la muestra.

Se suelen considerar valores atipicamente grandes aquellos valores de la mues-
tra que superan (3 + 1.5 x RIC, y valores atipicamente pequenos aquellos valores
de la muestra por debajo de Q1 — 1.5 x RIC.

Si Qo — Q1 < Q3 — @9, los valores bajos estan concentrados, y los valores altos
estdn dispersos. La comparacién de Q9 — @1 con Q3 — ()2 es una medida de asimetria
(véase el apartado siguiente).

=

Nota 1.2.5. Una representacién grafica habitual: diagra- .
mas de cajas (bozxplots), que sirven fundamentalmente
para comparar unas muestras con otras.

El primer paso consiste en marcar, en vertical, una ca-
ja que va desde altura Q1 hasta altura ()3, marcando una 1,5-RIC
raya horizontal a la altura de la mediana Q2. Luego, se
trazan unas lineas verticales (conocidas a veces como bi-

gotes‘*)7 una por arriba y otra por debajo, cuyos extremos Qs Qs
se p.ueden marcar de diversas maneras. Dos posibilidades RIC RIC
habituales son: Q2 Q2

a) prolongar las lineas hasta alcanzar (por debajo) el @1 Q1

minimo de la muestra, y por arriba, el méximo (véase la
primera figura de la derecha);
b) o bien

= prolongar la linea superior hasta el mayor dato no atipico (mayor dato inferior a Q3+1.5 RIC),
= y la inferior hasta el menor dato no atipico (menor dato superior a @1 — 1.5 RIC),
= para después senalar los datos atipicos superiores e inferiores. Véase la segunda figura, con

simbolos “o”para estos datos atipicos. |

4No, no es broma.
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1.2.3. Medidas de asimetria (respecto de la media)

Queremos medir si los datos de la muestra por encima de la media estdn mas
dispersos (respecto a la media) que los que estan por debajo.

La dispersién individual seria (x; — T); aqui el signo si es relevante, asi que no
tomamos valor absoluto ni cuadrado. Pero el promedio de estas cantidades, como
hemos visto, es siempre 0. Por eso se suele considerar la cantidad

1 n
_E (xi_f)?)?
n <

=1

que también preserva los signos (aunque la potencia 3 distorsiona las unidades, claro).
Si esta cantidad es positiva, hay mas dispersién a la derecha que a la izquierda de la
media, y si es negativa, al revés, mas a la izquierda que a la derecha..

Para tener una medida de la asimetria que no dependa de las unidades/dimensiones,
se considera el coeficiente de asimetria®, asim,, dado por

LS =D
. _n =1\
(1.7) asim, = V3P
Los datos representados en la figura tienen T = —0.5 y asim, = —1.9.

14,00%

12,00%

10,00%

0,00% —— —— ——

-6,5-61 -57 -53 4,9 -45 41 -3,7 -33 -2,9 -25 -21 -1,7 -1,3 -09 0,5 01 03 07 1,1 15 19

= Obsérvese que, si a y b son dos constantes, con b # 0,
asimgyp, = signo(b) asim,, ,

donde signo(b) es 1 si b es positivo, y —1 si b es negativo. Es decir, el coeficiente
de asimetria no depende de traslaciones; y para los cambios de escala, sélo es
relevante el signo (y no su magnitud).
= Para datos x; tipificados, se tiene que asim, = % Sy xf’
3

= Hay quien define la asimetria dividiendo por s;.

= I Nota 1.2.6. Otras medidas posibles de asimetria, también adimensionales, son
T — MEDy Q3+ Q1 — 2MED,

VA Y Qs—Q1 |

5En inglés, skewness.
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1.3. Datos multidimensionales. Regresiéon lineal

Con frecuencia interesa analizar la relacién de dos cantidades (variables X e Y)
y se dispone de una muestra de datos que son pares (simultdneos) de valores de esas
variables. Por ejemplo:

= peso y tensién arterial de poblacion de individuos,

= numero de habitantes y gasto por habitante en bibliotecas publicas de una lista
de ciudades,

= variacion diaria de la cotizacién de Telefénica y variacion diaria del Ibex,

= variacion de ventas de Zara y variacion del PIB de una sucesion de meses.

Se busca habitualmente explicar una variable
en funcién de la otra, e, incluso, intentar predecir
el valor de una variable en funcién de la otra.

Ahora la muestra consiste de n datos, cada L

, [y I T R )

uno de los cuales es un par de ntimeros: .- ,-.z;;"":igfj- K
. t\'i.? “" ‘.‘i' X
» G S ‘.',,‘:-' f .‘.;.'. 2 3 B

($17y1)7($27y2)7~~~7(«Tn7yn)~ ."‘...‘)“?q A
e - :. ..:~ ‘..
e . CN

De nuevo, n es el tamano de la muestra del par
(X,Y) de variables. A la muestra de (X,Y) (o a
su representacién gréfica) se le dice a veces nube

de puntos. El centro (baricentro) de la nube es
el punto (Z,7).

jAtencion!, antes de explorar los datos como pares, conviene describir (estadisti-
camente) las muestras marginales:

L1, X2, ,Tn, € Y1,92,- - Yn -
1.3.1. Medidas de dependencia (lineal)

A. Covarianza

La covarianza es la principal medida de dependencia. Se define como sigue:

(1.8) COVyy = % D (i —7) (i — V)

i=1

Los subindices hacen referencia a las dos series de datos en cuestion. Las unidades
de la covarianza son (unidades de X) x (unidades de Y).

A.1. Significado del signo de la covarianza. Si en general valores grandes (pe-
quenos) de z; —es decir, por encima (debajo) de su media T— se corresponden con

NOTAS DE ESTADISTICA I —20 de septiembre de 2017 — JOSE L. FERNANDEZ Y PABLO FERNANDEZ



14 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA

valores grandes (pequenos) de y;, por encima (debajo) de su media g, entonces, en
general,

(z; — %) > 0 se corresponde con (y; —y) > 0,

y, claro,
(x; —T) < 0 se corresponde con (y; —7) < 0.

En este caso, se tendré que los sumandos (x; —T)(y; —¥) son, en general, positivos
y, por tanto, covg, > 0.

Por el contrario si valores de x; por encima de T se corresponden con valores ¥;
por debajo de su media ¥ entonces se tendréd cov, , < 0

En términos generales, cov,, > 0 indica dependencia positiva (relacién directa
entre las variables X e Y') mientras que cov,, < 0 indica dependencia negativa
(relacién inversa entre las variables X e Y).

Datos con covarianza positiva Datos con covarianza negativa

Abundando en esta interpretacién, obsérvese que si para ciertas constantes a,b
se tiene que

¥y =a+bx;,

es decir, si los pares (z;,y;) yacen todos exactamente sobre la recta de ecuacién
y=a-+ bz, entonces Yy =a+bT y

covyy =bV,.
A.2. Propiedades de la covarianza.

® COVyy = COVy .
» COVy, = Vg, mientras que covy _, = —V;.

= Para constantes a,b,c,d se tiene que covgipgctdy = bdcovy,. Es decir, la
covarianza cambia bajo cambios de escala en los datos.
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= Desarrollando el producto que conforma cada sumando en la definicién (1.8),
se obtiene la siguiente férmula alternativa para la covarianza:

(1.9) ‘covm,y :@—Eﬂ‘

Aqui, Ty es la media de la muestra (unidimensional) formada por los datos
(producto) x;y;, parai=1,...,n.

Como se ha mencionado antes, la covarianza tiene unidades. Por eso, en muchas
ocasiones se utiliza la versién adimensional conocida como:

B. Coeficiente de correlacion

La desigualdad de Cauchy—Schwarz en R™, que dice que, dados dos vectores no

nulos (a1, ...,0) v (B1,..., Bn), se tiene que
Saaf < (3a) (X 8).
i=1 i=1 i=1

con igualdad siy sélo si o; = k ; para cierto k € Ry todo i =1,...,n (es decir, si
un vector es miltiplo del otro), nos da la acotacién

(1.10) [covayl < VVa/Vy

pues

lcova |2 = ‘Zn: (xz‘\/%f) (Z/z‘\/—ﬁﬂ) < (; (@ ;90) )(Z (i ;y)

j=1

Ademds, se tiene igualdad si y sélo si el vector de coordenadas (x; — T) es un
multiplo del vector de coordenadas (y; — ¥); es decir, si y solo si se tiene que para
ciertas constantes a,b se da que y; = a + bz, para cada 1 < ¢ < n; esto es, si los
datos (xj,y;) estdn todos sobre una misma recta.

Se define el coeficiente de correlacién p, , como

COVyy

Y,

El coeficiente de correlacion no tiene unidades.

(1.11)

Esta definicién, claro, requiere V,, # 0 y V,, # 0. Es decir, que ni los datos z; ni
los y; sean constantes.

B.1. Propiedades del coeficiente de correlaciéon.

. pmzy:pyzm'

" Py = ly Px,—x = -1
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16 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA

" Datbr,c+dy = Pry- Bs decir, el coeficiente de correlacién es invariante por tras-
laciones y cambios de escala.

» El signo de p; , es el mismo que el de covg .

» Por la desigualdad de Cauchy—Schwarz (1.10) se tiene siempre que
(1.12) —1< ppy < +1.

De manera que el coeficiente de correlaciéon es un nimero entre —1 y 1. O en
la terminologia habitual, entre —100% y 100 %.

= Por el caso de igualdad de Cauchy—Schwarz se tiene que |p; | =1 si y solo si
y; = a+ bx;,1 < i <n, para ciertas constantes a y b. El signo de b es igual al
valor de p;, (+1 0 —1).

1.3.2. Ajuste lineal: recta de regresién

Tenemos una muestra de tamano n > 2 del par de variables (X,Y):

(xl)yl)v(xQ)QQ)a---a(xn)yn)-

Planteamos la siguiente cuestion: de entre todas las rectas y = a + bz, jcudl es la
que “mejor” aproxima/explica la muestra?

A. La recta de regresién

Suponemos de partida que n > 2, claro, y también que V, # 0 y que V, # 0.
Si alguna de las varianzas es 0, los datos de la muestra correspondiente son todos
iguales, y el ajuste es bien directo: por ejemplo, para el caso de V, = 0, los datos x
son constantes, de manera que la nube de puntos se ubica en una recta vertical (que
claramente es la recta de mejor ajuste). En el otro caso, V,, = 0, la nube de puntos
esta sobre una recta horizontal.

Tenemos dos grados de libertad a y b. Definimos la funcién que a cada (a,b) € R?
le asocia E(a,b) dada por
(1.13) Ea,b) = zn:(y (a + b))’

. ) = i 7
o

y=a+bx
La notacién alude a que E(a,b) es el error

cuadratico medio que se comete al reempla-
zar y; por su pretendida “explicacién” a+bz;. En
términos geométricos, para cada ¢ tomamos un
error vertical. Intentamos explicar las muestras

de Y en funcién de X; los papeles de X e Y no /
son simétricos: Y es la variable que se pretende
explicar, y X es la variable “explicativa’”.

Usamos cuadrados por conveniencia analitica (de calculo).

NOTAS DE ESTADISTICA I —20 de septiembre de 2017 — JOSE L. FERNANDEZ Y PABLO FERNANDEZ



=

;

1.3. Datos multidimensionales. Regresion lineal 17

Nota 1.3.1. Tenemos, por un lado, el vector (y1,...,yn) € R"™ procedente de la muestra, y por otro
el vector (a + bx1,...,a+ bxy) € R™, que seria el vector de imédgenes de (z1,...,2zn) si el modelo
lineal se cumpliera. En la férmula (1.13) estamos calculando la distancia euclidea (en R™) entre estos
dos vectores. El objetivo es hallar a¢ y b que minimicen esa distancia.

;

Podemos escribir (1.13) como
E(a,b) = a® + 22> — 25a+ 2T ab — 2Ty b+ 32,

para hacer patente que F(a,b) es un polinomio cuadratico en a y b. Las expresiones
que involucran medias de x e y (o de los cuadrados, o de xy) son los coeficientes, y
las variables son a y b. La funcién E(a,b) es no negativa, como resulta evidente a
partir de su definicién (1.13) (aunque, je, no tanto en la tltima férmula).

En la siguiente reescritura

1 pa I
E(a,b) = (a,b) < _ ;—2 > < Z > —95a—2Tgb+ o2
————— ~—

términos lineales constante

forma cuadrética

separamos las distintas contribuciones a F(a,b). La matriz de la forma cuadrética
tiene, como determinante, a la varianza V, (jups!). En cualquier caso, es definida
positiva, y por tanto E(a,b) tiende a +oo cuando (a,b) — oorz (es decir, cuando
va? +b?> — 400). Este andlisis preliminar garantiza que F(a,b) tiene (al menos) un
minimo.

Como E(a,b) es (infinitamente) diferenciable, esos minimos deberan estar en
los puntos criticos, cuya ubicacién determinamos igualando a 0 las dos siguientes
ecuaciones:

OE(a,b) = 2a + 2Tb — 27y,
da
% = 222b + 2Ta — 277,

Nota 1.3.2. En consonancia con la discusiéon de mds arriba, observamos que el hessiano de F es la |
matriz Hg = ( 2z )7 que es definida positiva. Obsérvese que det(Hg) = 4V, > 0.

27 222

Asi que el inico punto critico es la solucién del sistema

y=a+bT,
(1.14) _
Ty = a7 + bx?
Despejando (multiplicando por ejemplo la primera ecuacién anterior por T y restan-
dole la segunda, etc.), deducimos que el minimo de E se alcanza en el punto (a,b),
donde

-~ cov
b= v
v,
(1.15)
a=y-br=g- ()
Vi
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18 CAPITULO 1. RECORDATORIO: ESTADISTICA DESCRIPTIVA BASICA

La recta de ecuacién

(1.16) y=a+bx

que da el minimo error cuadratico medio, es la recta de regresién de Y sobre X.

1= I Nota 1.3.3. El nombre proviene del articulo Regression towards mediocrity in hereditary stature,
publicado por Galton en 1886 en una revista de Antropologia. La expresiéon “regression towards
mediocrity” describe la tendencia a regresar o retornar a estados menos extremos, tras observar
(Galton) que de padres altos salian hijos mds bajos; y que de padres bajos, salian hijos mds altos.
En los términos de la ecuacién (1.16), el papel de x se reserva para la altura de los padres (promedio
de las alturas de los dos padres, tomaba Galton), y la y refleja altura de los hijos.

RATE oF REGRESSIGNFIN(H‘EREDITARY STATURE .
ig (a)

HEIGHT

‘The Deviates of the Children are to those of DEVIATE

in their Mid-Parents as 2to 3. m

inches inches
B

72 H

246 Anthropological Miscellanea.

71 | When Mid-Parents are taller than mediocrity,
their Children tend i be shorter than they.

0 M

ANTHROPOLOGICAL MISCELLANEA.

89

e | I
REGRESSION fowards MEDIOCRITY in HEREDITARY STATURE. i |
By Fraxcis Gavrow, F.R.S,, &c. 67 H i i

4 When Mid Pavents are shoreer than mediocrity, || 2
42 their Children tend to be taller than they:
S

[Wire Prares IX asp X.]
66
Ta1s memoir contains the data upon which the remarks on the Law
of Regression were founded, that I made in my Presidential Address
to Section H, at Aberdeen. That address, which will appear in
due course in the Journal of the British Association, has already A
been published in “ Nature,” September 24th. I reproduce here

65 H

El pardmetro a da el corte de la recta de regresion con el eje vertical OY. El
parametro b es la pendiente, que tiene el mismo signo que covg .

Ambos pardmetros a y b (y por tanto la recta de regresién) estan univocamente
determinados por la muestra.

Usando que § = a + bT (véase la primera ecuacién de (1.14), o la propia solu-
cién (1.15)), observamos que la ecuacién de la recta de regresién puede escribirse
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como

(1.17) y—7J="b(x—T)

que nos dice que la recta de regresién pasa por el punto (Z,7), el centro de la nube
de puntos.

Supongamos, por ejemplo, que b>0.Sib< 1, entonces la pendiente de la recta
queda por debajo de la de la bisectriz del primer cuadrante, y se produce el fenémeno
de “regresion a la mediocridad” de que hablaba Galton. En caso contrario, si b> 1,
se produce una dispersion hacia los extremos.

Escribiendo la pendiente b como

S

Y

YV

obtenemos la (sugerente) escritura alternativa para la recta de regresién:

(1.18) b=p

Yy—1 r—7T

I

(1.19)

E

B. Algunas observaciones

a) Paran = 2, la recta de regresion es la recta que pasa por los puntos (x1,y1)
y (22,y2). En este caso, b = (y2 — y1)/(x2 — 71).
b) Si cov,,, = 0, la recta de regresién es la recta horizontal y = 7.

c) Si los datos x e y estdn de partida tipificados (es decir, siT =7 = 0 y
Vi =V, = 1), entonces la recta de regresiéon de y sobre x es, simplemente,

Y= PzyZ,

que pasa por el origen y cuya pendiente es la correlacion p.

d) La recta de regresién de x sobre y (z = ¢+ dy) no coincide con la recta de
regresion de y sobre x (y = a + bx), es decir, no es cierto, en general, que b = 1/d
o que a = —c¢/d. A pesar de que se trata de aproximar una recta a una misma
nube de puntos, cuando se regresa a y sobre x el error es vertical, (y; — (a + bx;) =
(yi — a — bz;), mientras que cuando z se regresa sobre y el error que se mide es
horizontal, (x; — (¢ + dy;) = (x; — ¢ — dy;).

Como ilustracién, si los datos x e y estuvieran tipificados, la recta de regresién
de y sobre x seria

Y=PzyZ,

mientras que la de regresién de z sobre y seria
T = Pryy-
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Como ejemplo adicional, para datos regresion y sobre x regresion x sobre y
X|of1] 1| ‘ . , .
Y[o[1]-1] v

tendriamos las rectas de regresién de
las figuras de la derecha.

C. Bondad de ajuste

Supongamos que ya hemos calculado la recta de regresion. Podemos obtener el
minimo error cuadratico medio, es decir, el error cuadratico medio que se comete
con la recta de regresién, sustituyendo los valores @ y b en E(a,b). Las cantidades

-~ ~

E(a,b), 0 mejor, E(a,b),

~

miden ese error cometido: E(a,b) en términos cuadréticos, y la versién con la raiz,
en unidades mas convenientes.

_ Usando que la ecuacién de la recta de regresion se escribe en la forma y —y =
b(x —T), y la formula (1.18) para b podemos escribir

N NN 2
E(a,b) = EZ ((yi —9) = bl — 7))
i=1
=V, - 2/b\covx,y + b2V, = Vy (1 — piy).

Asi que

(1.20) error de ajuste = \/ E(a,b) = V1 =02,

Nota 1.3.4. Datos tipificados. Traslademos la nube de puntos para que la media sea (0,0) y
cambiemos unidades para que las varianzas sean unidad, es decir, hagamos

;

T; — T Y-y

BV T

Nétese que pgy = pw. Con esta transformacién lineal R* — R? llevamos la muestra (z,y) en la
muestra (z,w). La recta de regresién de (z,w) pasa por el (0,0) y tiene pendiente p. . = paz,y. El

error de ajuste es \/1 — p2 .

Zi =

Esta forma de medir el error tiene las unidades de y. FEs mds natural definir la
siguiente cantidad, que no tiene unidades:

(1.21) error de ajuste _ /[ 2,
V' Vy '
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y que se conoce como la bondad de ajuste por la recta de regresion. Un valor
de p%y préximo a 1 significa buen ajuste.

La cantidad pg’y es conocida también como coeficiente de determinacién®, y
se escribe R?. Asi que un valor de R? préximo a 1 significa buen ajuste. Hay quien
situa el listén para adjudicar el adjetivo “bueno” al ajuste en 0.8 0 0.9.

(Nétese que la correlacién es un niimero menor, en médulo, que 1, y por tanto
elevar al cuadrado decrece su magnitud. Por ejemplo, un coeficiente de correlacién
(muy) alto como un 90 % se corresponde a R? = 0.81).

En la practica, tras un andlisis de regresién lineal, se dan

= los coeficientes a y b de la recta de regresion;

» y el valor de R?, que cuantifica la bondad del ajuste de la recta a la nube de
puntos.

Nota 1.3.5. Si definimos una nueva variable ¥ como ¥ =a —&—/l;X, es decir, con los valores y dados
por la recta de regresion, entonces

;

o~ N2
E@b) = (yi—9)" =V, .
i=1
La cantidad
2
Vy*@ = Vy(l - pz,y)

se conoce como varianza Aresidual. Es la varianza de los datos de la muestra de Y cuando se les
resta la explicacion lineal Y en términos de los datos de X, es decir, la varianza “no explicada”:

varianza de y Vy

i idual d 1-—p?
error de ajuste = Vvarianza residual, vy Yarlanza resicua oy _ Vi ) =1- p2 . |

EJEmMpPLO 1.3.1. Muestra

X||-3]-1]o0o]o]1]5
vijf—2lof-1]1]1]3
Se tiene
T=1/3 p=1/3
- V, =5.88 V, = 2.55
s o s2=7.06 s, =23.06
R Ademss, cov,, = 3.55 y pry = 0.91. La rec-
¢ ta de regresién tiene @ = 0.132 y b = 0.604. El
coeficiente de determinacién es R? = 0.84, rela-
tivamente cercano a 1. &

“Parece excesivo acufiar un nuevo nombre para una cantidad, el coeficiente de correlacién (al
cuadrado), ya conocida. Sin embargo, en més de dos dimensiones, el correspondiente coeficiente de
determinacién R? tiene una expresién mas complicada. Véase el apartado 1.3.3, y en particular la
férmula (1.30).
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D. Extrapolando con la recta de regresion

St el ajuste lineal a los datos de la muestra que nos da la recta de regresion
es “bueno”, entendemos que los datos de la muestra siguen la tendencia lineal que
marca esa recta. Eso permite extrapolar. Si quisiéramos el valor de y que deberia
corresponder a un valor x* que no es uno de los xz;, tomariamos el dato dado por la
recta de regresién

o~

y* =@+ bz*.

BEJEMPLO 1.3.2. Los récords del mundo de los 100 metros lisos.

Los que siguen son los datos de la evolucién del record del mundo de los 100
metros lisos. Los tres tultimos corresponden a Usain Bolt.

oy R?=0,8838
fecha tiempo N .

15/10/1964  10.06 ” el e

20/06/1968  10.03 .

13/10/1968  10.02 J

14/10/1968  9.95 F

03/07/1983  9.93 .

24/09/1988  9.92

14/06/1991  9.90

25/08/1991  9.86

06/07/1994  9.85 ) R = 09518

27/07/1996  9.84 o e

16/06/1999  9.79 T e

14/06/2005  9.77

09/09/2007  9.74 o o,

31/05/2008  9.72 T~

16/08/2008  9.69

16/08/2009  9.58 :

/1964
/1970

1975
/1981
/1986
/1991

o

/2002
/2008

2013

En la primera figura, que contiene todos los datos, se aprecia un ajuste razo-
nablemente bueno; véase el valor de R?. Destacan, como valores un tanto atipicos:
un dato al principio, que corresponde a los Juegos Olimpicos de México”; y los dos
ultimos puntos, que son los récords de Usain Bolt. Extraiga el lector conclusiones.

En la segunda grafica hemos quitado los tres tltimos récords (época pre-Bolt). La
recta de regresion tiene una pendiente algo menos acusada (hacia abajo), y el ajuste
es algo mejor (mayor R?). La extrapolacién de esa recta estd marcada en rojo. Con
esa extrapolacién, alla por 2009, el record del mundo deberia estar en torno a 9.73
(en lugar del increible 9.58 del Mundial de Berlin). En ocasiones, extrapolar llevaa
a conclusiones precipitadas. &

"En los que, por circunstancias particulares (altitud, etc.), se consiguieron otros resultados ex-
traordinarios, como el record de longitud de Bob Beamon.
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E. Transformacién de datos: ajustes logaritmico y exponencial

La recta de regresiéon es el mejor ajuste lineal a los datos de la muestra. Si la
bondad de ajuste es buena, los datos de la muestra siguen (bastante aproximada-
mente) una relacién lineal, y podremos usar la recta de regresién para interpolar,
extrapolar, ...

Es habitual que la relacién aparente entre x e y no sea lineal. Hay dos casos bien
frecuentes de relaciones no lineales para los que la recta de regresion sigue siendo 1til.

Caso 1. Los datos (x;, y;) parecen seguir una
relacién logaritmica, es decir, queremos ajus-
tarles una curva de la familia

y=DBln(x) + A.

En ese caso los x; han de ser z; > 0.
Introducimos una nueva variable Z = In(X),
transformamos los datos de la muestra: definimos z; = In(z;),
los pares (z;,y;) son muestra de (Z,Y),

ajustamos recta de regresion a los (z;,y;),

digamos y =@ +/l;z,

A S

el ajuste a los datos originales serd

y=bln(z)+a

7. A=dyB=b=

Caso 2. Los datos (x;, y;) parecen seguir una
relacién exponencial, es decir, queremos ajus- - /
tarles una curva de la familia . /

y = CeP" .

En ese caso los y; han de ser y; > 0.

1. Introducimos una nueva variable W = In(Y); equivalentemente, ¥ = €',
2. transformamos los datos de la muestra: definimos w; = In(y;),
3. los pares (x;,w;) son muestra de (X, W),
4. ajustamos recta de regresién a los (x;, w;),
5. digamos w = @ + b,
6. el ajuste a los datos originales sera
y = eV — eaebx
_ ~  cov
7. C=cyD=b=—2W,
|2
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EJEMPLO 1.3.3. Mads sobre récords del mundo.

La siguiente tabla contiene las mejores marcas mundiales de las carreras incluidas
en el programa olimpico. Se incluye una columna con los tiempos en segundos, y otra
con la velocidad en kilémetros por hora.

40,000

35,000 b R2 = 0,3567

distancia | tiempo | velocidad 30000 for

100 9.58 37.578 25000 | ®q '

200 19.19 37.520 20,000 .

400 43.18 33.349 15,000

800 100.91 28.540 10,000

1500 206 26.214 5000

3000 440.67 24.508 0000

5000 757.35 23.767 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

10000 1577.53 | 22.820

42195 7377 20.591

A la derecha representamos la nube de puntos (distancias-velocidades), recta de
regresién incluida. Obsérvese, graficamente o con el valor del R?, cémo el ajuste es
bastante pobre.

Adelantamos ya que el objetivo en este
ejemplo es extrapolar los datos para, por . R?= 0,7929
ejemplo, predecir a qué velocidad deberia  *°° “*e
irse en una carrera muy larga, de 100 km o~ 2>
mas. Con este planteamiento, conviene no
considerar, en la lista anterior, los récords  ime
de carreras cortas (que en realidad es otro
deporte), y limitarnos a los récords de fon- .
do; digamos del 1500 en adelante. La figura =~ © 5% w0 500 200 2500 3000 35000 40000 450
de la derecha recoge el analisis correspon-
diente; obsérvese que el ajuste es bastante mejor. La extrapolacién con esta recta
nos daria, por ejemplo, que la velocidad para la prueba de 100 km deberia ser 14.02
km/h, lo que se traduciria en un record de 7:08:02 (el record mundial esta 6:13:33).
Aunque para, por ejemplo, la carrera de 400 km, el modelo predeciria una velocidad
inegativa/

Buscando mejor ajuste, y a la vista de la forma de la nube de puntos, podemos
proceder como en el Caso 2 descrito antes, tomando logaritmos en los datos de
velocidad. Serfa el caso de la primera figura siguiente. Con este ajuste, que tiene
mejor R?, se predice un record de los 100 km de 6:28:30, y una velocidad en los
400 km de 3.7 km/h (esto es, de paseo mirando escaparates). Si el lector queda
aun insatisfecho, puede repetir el procedimiento, es decir, tomar un logaritmo de los
logaritmos anteriores, obteniendo una recta como la de la segunda figura.

30,000

5,000
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R?=0,8346

2,000 08
1,500 06
1,000 04
0,500 02

0,000 0
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

Este ajuste adicional predice 6:20:30 como record de los 100 km (lo que estd
bastante bien), y una velocidad en los 400 km de 5.7 km/h (que, bueno, sigue siendo
andar, pero ya a ritmo ligero). &

1.3.3. Mas de dos variables: regresiones multiples

Para evitar excesos notacionales, vamos a ilustrar el analisis de datos multidi-
mensionales con el caso de dimensién 3.

Supongamos que la muestra estd formada por tripletes de nimeros. Digamos que
las variables son X, Y y Z, y que la muestra tiene tamafio n:

(xlayla Zl)7 ($27y27 Z2)7 ey (‘T?"wy?h Zn)'

Suponemos ya realizado el andlisis de cada componente de la muestra, es decir,
de las muestras marginales (medias, varianzas, etc.). Obsérvese que ahora, como
medidas de dependencia lineal, tenemos tres covarianzas: covy,, COVy . y COVy -, ¥
tres correspondientes coeficientes de correlacion: py o, pz. ¥ py,z-

A. Regresion de Z sobre X e Y

El objetivo es “explicar” una de las variables, por ejemplo Z, en términos de las
otras dos. Més concretamente, pretendemos determinar (el plano de) la regresién
multiple de Z sobre X e Y. Para ello, escribimos la funcién

(1.22) E(a,b,c) = %Z (2 — (a+ba; + Cyj))2
j=1

con el firme proposito de minimizarla. Las variables aqui son a, by c.

Para los célculos de esta seccién, y por unificar notacién, para las varianzas, en
lugar de por ejemplo V., escribiremos cov ;.

Para minimizar la funcién E definida en (1.22), calculamos las tres derivadas
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parciales de F e igualamos a 0 para obtener el sistema de ecuaciones siguiente

E
Oz%gz2g—a—bf—c@

F J—
0:%322@§—a5—hﬁ—cﬁﬂ

OF —
0:5522@§—a§—M@—cﬁ)

que, escrito en forma matricial, es

z 123/ a
zt | =T 22 TY |- | b
zy v Ty oy c

Eliminando gaussianamente (restamos de la segunda fila la primera multiplicada
por T, y luego restamos de la tercera fila la primera multiplicada por 7), llegamos al
sistema equivalente

z 1 =z 7 a
(1.23) covy, | =| 0 covyp covgy
COVy » 0 covgy cCOvyy

en el que, por conveniencia, separamos la primera ecuacion de las otras dos: por un
lado,

(1.24) Z=a+bT+cy

y por otro

(1.25) < COVy » ) _ < COVy gz COVgy ) . < b )
COVy - COVyy COVyy c
Llamemos (Zi,/l;, ¢) a la solucién del sistema de ecuaciones (1.23). La ecuacién
matricial (1.25) permite hallar b y ¢ para luego sustituir en (1.24).
El lector interesado puede hallar una expresién explicita para (a,B, C), pero no
seguimos ese camino. Aunque si queremos apuntar ya que b y ¢ no dependen de las
medias de las muestras, sino solo de varianzas y covarianzas.

B. Coeficiente R? de determinacién multiple

En el punto de coordenadas (/d,/b\, ¢), la funcién E definida en (1.22) alcanza su
minimo. Llamemos

(1.26) EM = E(a,b,0),

donde EM significa “error (cuadrético) minimo”. Recuérdese que EM sélo depende
de los datos z;, x; e y;.
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Obsérvese que
E(z,0,0) = cov, 2,

de manera que, como E(a,b,¢) es un minimo,

E(z,0,0) _ E(@,b,0)

(1.27) 1= >
cov , cov, .
lo que permite escribir
E(a,b,¢
(1.28) M —1-R?
Cov ,

Con la notacién R? recogemos ya que R? es una cantidad positiva (por la condi-
cién (1.27)) que, ademds, es a lo sumo 1 (pues E es siempre positiva). Es decir,

0< R?><1.

A esta cantidad, R?, nos referiremos como el coeficiente de determinacién multi-
b b

ple. Como en el caso de dos dimensiones, R? cercano a 1 querrd decir “buen ajuste”,

y R? cercano a 0 se corresponderd con un “mal ajuste”.

Por consistencia con el caso de dos dimensiones, la bondad del ajuste se mide

con la cantidad v1 — R2.

;. Cémo se calcula R%? El procedimiento visto hasta aqui exige:

= partiendo de las muestras de Z, X e Y, hallar las medias, varianzas y cova-
rianzas;

» luego resolver el sistema (1.23) para obtener los valores (/d,/l;, c);
= insertarlos en la expresién (1.22) para el error E para obtener el EM;

» que, dividido por la varianza de la muestra de Z (y restado de 1) nos da
finalmente el R?.

Expresién explicita de R?. Desarrollamos seguidamente la expresién explicita
de R? que se recoge mas adelante en la férmula (1.31).

Lector, si no tiene otra cosa que hacer, puede aplicarse a la tarea de obtener
expresiones explicitas de @, /l;, ¢, para luego llevarlos a (1.22), ponerse a simplificar. . ..
Pero es mucho mas instructivo argumentar como sigue.

Observamos primero que el error minimo EM no depende de @. Veamos. Como
el triple (/d,/b\, ¢) es solucién de (1.23), en particular se tiene, por la primera ecua-
ci6én (1.24), que

Z=0a+bT+ 7.
Llevando esta identidad en (1.22) observamos que
n
E@b8) =% [z -2 -0 -2)+ey -]
j=1

donde ya no aparece a.
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Desarrollando el cuadrado,

DN ~9 ~9 ~ -~ ~
E(a,b,c) =cov, , +b”covy, + ¢ covy, +2bccovy,y —2bcov, , — 2Ccovy .

~ cov cov b ~ [ cov
= cov,., + (b, c) < T,T Y ) . < A) _ 2(1),0) < T,z )
COVzy COVyy c COVy »
Ahora, usando las ecuaciones de (1.25), concluimos que

(1.29) EM = E(@,b,¢) = cov.. — (b,0) < COVa,2 ) ,

COVy, -

una expresion bastante mas sencilla. Recuérdese que la cantidad de interés (para el
cdlculo de R?) es EM/cov, .. Los célculos se simplifican m4s si observamos que:

Lema 1.1 La expresion EM/cov, , es invariante bajo cambios de escala en las mues-
tras de Z, X eY.

Y como ya hemos comprobado que EM/cov, . tampoco depende de traslacio-
nes de las muestras, podremos proseguir el argumento suponiendo que las series de
partida estan tipificadas. Pero antes:

DEMOSTRACION DEL LEMA 1.1. Si partimos de las muestras de Z, X e Y, los valores
by ¢ que minimizan la funcién de error verifican, por (1.25),

< COVy » ) - < COVy gz COVgy ) . < b )
COVy - COVyy COVyy C

y el error minimo es
~ [ COVgy .
EM = cov, . — (b,¢) < ’ > .

COVy »

Digamos ahora que las muestras son Z, X’ = AX e Y, donde A\ > 0. Llamemos

by & a los valores que minimizan la funcién de error en este caso. Estos valores

verifican, por (1.25),
COVyr o \ [ COVgr gt COVyry v
COVy - COVyr gy COVyy c

Acovg . \ /\2covx,x ACOVy y ' v
COVy. - ACOVyy — COVyy )’

usando las propiedades de varianzas y covarianzas, lo que nos dice finalmente que
podemos escribir ¥’ y @ en términos de los b y ¢ originales como

v\ [ b/A
7 ) c
El error minimo seria

EM’ = cov. . — (0,7) < CoVat,z ) = cov.. — (b/\, ) < Acovg,; > ,

COVy, - COVy, -

que coincide, tras cancelar un factor A, con el EM original. Asi que EM no varia bajo
cambios de escala de X, y tampoco EM/cov, ., claro.
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Exactamente el mismo argumento se aplica para cambios de escala en Y.

Veamos, finalmente, qué ocurre cuando cambiamos la escala de Z. Digamos que
las muestras son de Z/ = A7, X e Y. Volvemos a llamar ' y ¢ a los valores que
minimizan la funcién de error en este caso, que verifican

< COVy 2/ ) B < COVyy COVgy ) < b )
— e
COVy 1 COVyy COVyy C

A cov cov cov v
— < \ z,z _ T, z,y . 2 ’
COVy - COVyy COVyy c
Ahora tenemos que
"\ [ b
d Ac )’

EM = cov.r . — (0, @) < Ve, ) = A2cov... — (AD,A0) < AoV 2 ) = \2EM.

COVy -/ Acovy .

y el error minimo seria

El error minimo cambia en esta ocasién, pero

EM’ A2 EM EM

COVy o A2cov,,  covy,
lo que concluye la demostracion. |

A la vista del lema anterior, y para obtener una férmula cerrada para R?, podemos
suponer que las muestras de Z, X e Y estdn ya tipificadas, de manera que las medias
son 0, las varianzas valen 1, y las covarianzas son, simplemente, correlaciones. Para
este caso, el valor del coeficiente de determinacién es

R*= (b, < Pz )
LA

(véanse (1.28) y (1.29)), donde b y ¢ verifican, siguiendo (1.25),

(5 )=(on ) ()
Py,z Py 1 c)’

o lo que es lo mismo, usando que la matriz anterior es simétrica (y trasponerla no
causa efecto alguno),

(b,/C\) - (Pm,z,py,z) < x17y ) = 71_ 2 (pm,zap%z) < 1x,y ) .

P,y 1 p%,y Py

Asi que, finalmente,

1 L —p p
1.30 R? = , @y ) < @2 )
(1:30) 1—pz, (P Py < “Pzy 1 Py.z
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que también se puede escribir como
1

RP=——
1_p%,y

[:0:25,,2 =202y Pyz Pzt P;Zj,z] .

Aunque el lector harfa bien en recordar la expresién (1.30), o mejor,

-1
1 x T,z
(1.31) R* = (pr,2py,2) < Pou ) <p ’ )

Pxy Py,z

(con la inversa de la matriz de correlaciones entre X e Y') si es que quiere extender
este andlisis al caso de la regresion de Z sobre unas variables X1, ..., X, con k > 2.

1.4. Comandos de Excel

1.4.1. Una variable

Suponemos que los datos z1,...,x, estdn recogidos en un rango de celdas al que
llamaremos rango.

= Tamano de la muestra: =contar (rango).

= Media muestral: =promedio(rango).

s Mediana: =mediana(rango).

= Moda: =moda(rango).

= Cuasidesviacion tipica muestral: =desvest(rango).

» Cuasivarianza muestral: =var (rango) (o elevar al cuadrado desvest).

= Varianza y desviacion tipica muestrales: =varp(rango) y =desvestp(rango).
» Méximo y minimo: =max(rango), =min(rango).

= Cuartiles: =cuartil(rango;n), donde n = 0,1,2,3,4,5. Si n = 0, da el mini-
mo; si n = 5, el méximo, y n = 1,2,3 da el primer, segundo (mediana) y tercer
cuartiles.

= Coeficiente de asimetria: la funcién =coeficiente.asimetria(rango) calcula

n zn: (z; — )3
(n—1)(n—2) s3

i=1

donde s, es la cuasidesviacién tipica. Obsérvese que no coincide exactamente
con la definicién de (1.7).

Si los datos vienen agrupados en clases C', ..., Cg, con marcas de clase y1, ..., yi
en rangovalores y frecuencias relativas fi,..., fr en rangofrecuencias, entonces
la férmula (1.2) para la media muestral se escribe

=sumaproducto (rangovalores;rangofrecuencias).

Para la confeccién de histogramas, puede ser 1til la instruccion contar.si:
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= con una instruccion del tipo =contar.si(rango;F4) contamos cuantas celdas
del rango contienen el valor que aparece en la celda F4;

= con una instruccion del tipo =contar.si(rango;"<="&F4) contamos cuantas
celdas del rango contienen valores menores o iguales que el valor que aparece
en la celda F4.

1.4.2. Dos variables

Suponemos que los datos x1, ..., x, estan recogidos en el rango de celdas al que
llamaremos rangol, y los datos yi,...,y, en rango?2.

s Covarianza muestral: =covar(rangol;rango2).

= Coeficiente de correlaciéon muestral: =coef.de.correl(rangol;rango2).
Recta de regresion. Dibujamos nubes de puntos con graficos de dispersiéon. Luego,
pinchando con el botén derecho del ratén sobre el grafico, “agregar linea de tenden-

cia” permite dibujar la recta de regresiéon, y da la opcién de senalar la ecuacién del
recta y el valor de R

Formato de linea de tendencia

. v-0,9601x+0,0225

.t R®=0,5136

Opciones de linea de tendencia

Color de linea
Estio de inea
sombra

Tuminado y bordes suaves

Opciones de linea de tendencia

Tipe de tendendia o regresién

i Exponencial

A © Lineal
_‘l © Logaritmica
J @ Polinémica
J Potendal
g © media mévil

orden |2

periodo: |2

Nombre de |z linez de tendencia

@® Automético:  Lineal (Series1)

(@ Personalizado:

Extrapolar
Adelante: 0,0

Hadia atrés: 0,0

periodos

periodos

[7] sefidlar interseccién = (0,0

Presentar ecuacion en el grafico

Presentar el valor R cuadrado en el grifico

Cerrar

Por supuesto, estos valores se pueden calcular también con las férmulas corres-

pondientes (1.15), o utilizando las funciones

» =interseccion.eje(rango2;rangol) para a,

= =pendiente(rango2;rangol) para b,

» =coeficiente.R2(rango2;rangol) para el coeficiente de determinacién R2.

Nétese el orden en que se escriben los rangos en las dos primeras (en la tercera

es irrelevante).
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