Curso 2011/2012. Ejercicio. 10.10.2010

ANALISIS MATEMATICO 1.
Sucesiones definidas por recurrencia y fracciones continuas.

Problema. Estudiar el comportamiento de las siguiente sucesién definida por recurrencia:
0<d<c?.

d
ap =1, pi1 =C+ —, conc>1 y
Qp

Solucién.
(i) Cotas bdsicas. Antes que todo notamos que la sucesién es no-negativa. De hecho podemos

probar por induccién que a,, > ¢ para todo n > 2:
s n=2Dadoquea; =1>0yay;=c+d>c>0,recordando que ¢,d > 0.

= n=Fk = n==Fk+ 1. Probamos que si a; > ¢ > 0 entonces a;,1 > c. Es evidente, dado

que akH:c—i-% > ¢, ya que ag,d > 0.

Hemos probado que la sucesion a,, esta acotada inferiormente:
1 1
— < - Vn2>2.
c

0<c<ap1 Yn>2, es decir
an
Estas cotas inferiores ayudan a encontrar una cota superior:
Vn > 2. (1)

d
pyr=c+— <c+ —
n c

Entonces la sucesion esta acotada. Podemos también mejorar un poquito las cotas inferiores,

usando la cota superior (1), en la forma
45y
Upp1=C+—>¢
+1 i d

1 1
— > i Vn > 2, ==
an, c+ - ap, P
y notamos que
R B o M G ) <1(1 d ) )
(p—1Gm—1 (c 4 %)2 (2 + 2d)2 2 (c?+ 2d)2 e c+2d
ct+2
Hasta ahora esta tltima acotacion no es indispensable, pero servird en el apartado (iv).
(ii) Posible limite. Si la sucesion tuviese limite, ¢ := lim a, = lim a,1, entonces ¢ seria
n—ro0 n—ro0
d + V2 +4d
t=c+§ = Pod-d=0 = ei—%

descarto la raiz ¢_ dado que es negativa y la sucesion es de términos positivos, y
d

V2 +4d
(= % recordando también que {=c+ 7



(iii) Monotonia. Tratamos de ver si la sucesién es monétona: a,41 = ¢+ ai < a, siy solo si
n

S c+\/c2+4d_

ai —ca, —d>0 es decir cuando Qp >
2

Entonces la sucesion empieza a decrecer cuando supera £. De hecho se puede ver de la misma
manera que empieza a crecer cuando a, < £. Eso nos indica que la sucesion no es monotona:
de hecho podemos probar que si a,, < ¢ entonces a,, 11 > ¢y ademas a,o < {. En efecto:

(.

1 1 d d
a, </ = — > - = pr1=Cc+—>c+-=1.
a, ¥ an, /¢
ademas
1 1 d d
Apiy >0 = - = Gpio = C+ <c+-=V1.
any1 A Q41 14

lo cual prueba que la sucesiéon no es monotona.

(iv) La sucesion es de Cauchy: fijamos € > 0, tenemos que encontrar Ny = Ny(e) tal que
la, — a,n| < e para todo m,n > Ny, y notamos que no es restrictivo suponer m > n > Nj.

Calculamos
_ d‘an_l - am—l‘ < i (1 _ d ) |an_1 - Clm—1|

Ap_i Ay C2 2+ 2d

d d

Gp—1 Am—1

d
< (1 — m) lan—1 — am—1| = Klan—1 — @p-1|

/

|an — am| =

P
K<1

hemos usado la acotacién (2) y el hecho que d < ¢®. El hecho esencial es que

O§K2<1— )<1 asi que K'——0

(32 =+ 2d n— 00
Puedo iterar la desigualdad de arriba (n — 1)-veces para obtener

|an - am‘ S K|an—1 - am—1| S K2|an—2 - am—2| S Kg’&n—:s - a'm—3|3

<. < K" Yay = apmon| = K" e+ —1'
Am—n—1
n—1 n—1 d
=K +c—1‘§K ——i—c—l‘
Am—n—1 C
<d 20
n—1 d n—1 n—1
K (c+ ¢ —1>§K (2c—1):2cK <e
<
<c

ahora basta con elegir Ny = Ny(¢) suficientemente grande, tal que

log i

2c KNo-1 - o (No_l)longlogKNoASIOgi — No>1+
<2 2¢ log K

<0



(puedo elegir por ejemplo Ny como la parte entera del cociente de logaritmos mas 10000) para
tener que, para todo m > n > Njy:

|y — | < de K"t < 2c KMt < ¢
con lo cual probamos que efectivamente la sucesién es de Cauchy y entonces convergente a un
limite. Dicho limite es tnico, y gracias al apartado (ii), ya sabemos que tiene que ser ¢. [

Observacién 1. El apartado (iv) se podria hacer también usando directamente la definicién
de limite. Fijamos ¢ > 0, tenemos que encontrar Ny = Ny(¢) tal que |a, — {| < € para todo
n > Ny. Calculamos (uso que ¢ = ¢ + %)

d d|  ap—t _d d
— (] = e e S S (5 . ) P
[an = 4] Ap—1 E‘ an1 0 — 2 ( c? +2d) fn-1 = 1]
d
= (1 B m) (an—1 =] = Klan— = 1]

~
K<1

hemos usado la acotacién (2) y el hecho que d < ¢®. El hecho esencial es que

OSK:<1— )<1 asi que K'——0

c?+2d n—00
Puedo iterar la desigualdad como en el apartado (iv) y obtener
an — | < Klan_1 — €] < K?*|ap_y — 1] < K3|ap_5 — (?
<. <K"Yay -l =K"' -1 <¢

ahora basta con elegir Ny = Ny(¢) suficientemente grande, es decir tal que

log £

€ [e—1]
— Ny>1

0—1] R Ty

10— 1| KM < «—= (Ny—1)log K =log K™™' <log ——
~——

<0

(puedo elegir por ejemplo Ny como la parte entera del cociente de logaritmos mas 43227) para
tener que, para todo n > Ny:

lap, — 0] < [0 = 1| K" < [0 — 1| KMt < ¢

con lo cual probamos que efectivamente la sucesion es convergente a £. []

Observacién 2. En el caso que 0 < d < ¢? (el menor estricto es esencial), las cosas son mas
faciles. Usamos solo las cotas bésicas

d 1 1
c<a, que implica (medio sandwich) c<l=c+ 7 asi que oS < =
Calculamos
d d lan—1 — ¢ _d
|an—€|: a 1—Z‘:da—lf§§|an_1—€|:B|an_1—f|
V2 +4d
<. . <K"Map ! = Bt - ¢F ;+ > 0
n—oo




El hecho esencial ahora es que d < ¢?, asi que

d
0<B=-5<1 asi que B" —— 0.
C n—oo

ahora podemos concluir gracias al lema del sandwich:

B c+ Ve +4d

2

1 pasando al limite 0< lim |a, — ¢ <0
n—oo

0<la,—¢ < B"!

lo cual claramente implica que

lim |a, —¢| =0 que es equivalente a lim =/. O
n—0o0

n—o0

Observacién 3. Aplicacion a fracciones continuas. Observamos que las fracciones conti-

nuas
L d
C _—
c+ dd

C+c+m

son generadas por la sucesion definida por recurrencia

d d d d
CLn+1:C+—:C+ﬁ:C++—d—C+ i d
n C Cc d (& d
an—1 c+an_2 C+C+ai3

y cuando ¢ > 1y 0 < d < ¢2, hemos probado que

c+c?2+4d

S an ===

Por ejemplo,

1 1 5
1+ corresponde a c=d=1,/1= V5
1+ —2 2
1+ﬁ
mientras ]
2+ T corresponde a c=2,d=1,0=1+V2.
o bien /3
1 1 1 3
1+ corresponde a c=1,d=—-,(= + .
1
24— 2 2
+2+14}..




