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Curvas suaves en una variedad
Definicidn

Una curva suave en una variedad M es una aplicacion diferenciable ¢ : | — M
donde | es un intervalo abierto en R.

Expresion local de una curva suave en una carta (U, ¢):

Sea (U, ¢) una carta de M con c(/)N U #
(). La expresion local de c en (U, ¢) es la
aplicacién

c=(¢oc): 1 - R"

Como es una aplicacién de R a R” tiene el
aspecto

c(t) = (xa(t), ..., xa(t))

donde todas las funciones son diferenciables.
Se llaman las coordenadas de c.
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Vectores tangentes en un punto p € M
Sea p € M un punto.
Definiciéon

Sea O C M un entorno abierto de p, y f : O — R una funcién diferenciable. La
derivada direccional de f a lo largo de ¢ en p es (f o ¢)'(0).

Calculos locales:

@ Escribimos la expresién local de la curva ¢ : | — M usando las cartas (/, 1d)
en R,y (U,¢) en M:

c(t) = ¢ocold™i(t) = (xa(t),. ., xn(t))
@ Escribimos la expresién local de f:

f=fop t:p(U)—R, f(x1,...,x,) =Ffog?

@ Escribimos f o ¢ : | — R usando lo anterior:

(X1 -y Xn)

foc(t)=(fogp M o(poc)(t)=(fop H(xl(t), ...,x,,(t))_:

= F(x(t), ..., xn(t)) = Fo(t) (1)
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Vectores tangentes en un punto p € M

f y € son ambas aplicaciones entre abiertos de espacios euclideos y se pueden
diferenciar de la forma usual usando la regla de la cadena:

(Foc)(0) = (Foo)(0) = 3 DiF(2(0)x/(0)
i=1

Es importante notar que en lo que respecta a c, el valor de (f o ¢)'(0) sélo
depende de (x{(0),...,x,(0)).
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Vectores tangentes en un punto p € M

Ahora vamos a fijar la curva ¢ : | — M con ¢(0) = p, y a derivar direccionalmente
funciones diferenciables en un abierto de p.

Fp denota el conjunto de funciones diferenciables con dominio un entorno de p.

Si f € F,, denotaremos por
c(0): Fp, = R, c(0)(f) = (foc)(0)
al funcional que deriva direccionalmente funciones de F,.
Definicién
Un vector tangente a M en p es un funcional
v:F, =R

donde v = ¢/(0) para alguna curva suave c : | — M con c(0) = p.
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Vector tangente en p € M

Propiedades de vectores tangentes:

v(f +g) = v(f) +v(g)

v(af) = av(f) para cualquier a € R, f € F,

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)

v(a) = 0, donde a denota la funcién constante que toma el valor a € R.

©00O0

Definicién
El plano tangente de M en p es el conjunto cuyos elementos son los vectores
tangentes a M en p. Lo denotaremos T, M.
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Curvas coordenadas
Sea (U, ¢) una carta de M en p. Supongamos que las coordenadas de p en M son
é(p) = (a1, .-, an)
Definicion
La curva coordenada i-ésima por p es la curva

¢ (—ge) =M, c(t)=0¢ Yar,. - ai-1,a3 +t,ai11,.-.,an)

Lema

Las curvas coordenadas por un punto p son curvas suaves.

Demostracion.

poci(t)=¢o¢ Nar,...,a-1,a + t,ai41,...,35) =

= (81, .o, ai-1,ai Htaiv1, ..., an) (2)

y por lo tanto sus funciones coordenadas son diferenciables. O
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Vectores coordenados en p

Sea (U,¢ = (x1,...,x,) una carta de M en p. Las curvas coordenadas por p son
suaves y tienen un vector tangente correspondiente. Le damos un nombre especial:

Definicion

El vector coordenado i-ésimo en p en la carta (U, ¢) es el vector tangente a la
i-ésima curva coordenada en p. Lo denotaremos como

0

8x,-

P

. .0 , . 0
iCoémo actiia —| ? (i.e, jcémo se calcula —

(f)7)

Xi Xi
1 P 1 p
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Vectores coordenados en p

Lo calculamos usando la definicidn:

0
8x,-

d

(A= 4

fo¢_1(31, Lo aitt, ., an) =

f o, aitt, L., =
o dt _ ((ala ,da + an)

= D,?(a) (3)
donde f es la expresién local de f en (U, ¢).

Como esto lo tenemos que usar repetidamente, aqui va otra vez la férmula pero
recordando que ¢(p) = a:

0
f) = D;(f -1
Ox p( ) = Di(f o ¢~ ")(6(p))
.. 0 . .
y por favor, no confundais 3 con una derivada parcial. Es un vector.
Xi p
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——
T,M es un espacio vectorial

Vamos a definir dos operaciones en el plano tangente T,M que lo convierten en
espacio vectorial:

@ Una suma de vectores, definida como
(v+w)(f)=v(f)+w(f), parav,we T,M,feF,
@ Un producto por numeros reales, definido como

(av)(f) = a(v(f)), dondeaeR,ve T,M

Es fécil (pero aburrido y largo) comprobar que estas operaciones hacen de T,M
un espacio vectorial.
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Una base de T,M

Si (U, ¢) es una carta de M en p, entonces los vectores coordenados

0 0

x|, O,

)
P P
forman una base de T, M.

Para demostrar esto, necesitamos primero el siguiente lema:

Lema
o}
| (x) =65
J i

8X,' p
donde 6 vale 1sii=j, 0sii#j.
Demostracién.
La funcién x; : U — R coincide con 7j o ¢, donde mj(us, ..., u,) = uj. Por lo tanto
su expresion local en (U, ¢) serd

xjod Mur,...,up) = m(un,. .., Up) =y
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Una base de T,M

1. Los vectores coordenados son linealmente independientes:

Supongamos que hay nimeros reales a; € R con

0

_— =0
o (9x1

P

+---+a i
"Ox,

P

Entonces para cualquier f € Fp,

0

(31571

0

+...+anaixn

p

2
y por tanto

)+ Fanp—| (g)=23=0 (4)

(X)+..+ai
J JaXJ

p p
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Una base de T,M

2. Los vectores coordenados generan todo T,M: Si v = ¢’(0) para alguna
curva con ¢(0) = p, entonces de lo visto anteriormente,

v(f)=(foc) ZDf xi(0)

donde (x1(t),...,xa(t)) son las coordenadas de c(t) en (U, ¢). Como c(0) =p, y
- s,
DF(8(p)) = 5

Ilp

(f), obtenemos

f) para cualquier f € F,

=3 %(0)
i=1

y por lo tanto

- 0
v= ;x, (O)ax,- ’p
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Coordenadas de un vector en una base de vectores
coordenados

1. El vector esta dado como v = ¢’(0): Este es el caso que hemos tratado

anteriormente, y ya vimos que si (xi(t),...,x,(t)) eran las coordenadas de c(t)

en (U, ¢), entonces
n

v = Zx,’(O)

i=1

0
8x,-

p

El vector v esta dado como como un funcional: Primero veamos cudles
deberian ser las coordenadas de un vector dado:

n n
0
V= Zaia : = v(x) = Za"(?ix,- (%) = a
i=1 i=1 P
y por tanto
n
0
v = v(x)=—
i=1 Oxi p
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Cambio de base en T,M

Supongamos que

o (U, ) es una carta con ¢ = (x1,...,Xn),
o (V,4) es una carta con ¥ = (y1,...,¥n)
e UNV #(

Tomamos un p € UN V. Entonces en T,M tenemos dos bases de T,M:

K
8X1

o
p? ) 8Xn

0

: también —| ,..., —
y b 38yn

p n

p P
i Cémo podemos cambiar coordenadas de una base a la otra? Estd dada por una
matriz de cambio de base, y para hallarla debemos escribir los miembros de una
base en la otra. Para esto usamos la seccién anterior:

)

p 9%

o
0%

0
(}/i)aT/i

p p
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Cambio de base en T,M (cont.)

P 0
Ahora calculamos los términos —

% (vi):

p

91 () = Dilys 0 6~ 1)(é(p))

ox; p
por la definicién de vectores coordenados y de su forma de actuar (que estudiamos
anteriormente).

La matriz de cambio de la base i ,...,i a la base
8y1 p 8yn p
{ ) ) }es
8X1 p 8x,, p

Di(y1o¢™1)(4(p) --- Dalyro¢™")(¢(p)

Di(vno 6 )(@(P)) ... Dalynod~")((p))

que no es mas que la matriz Jacobiana de la aplicaciéon de cambio de coordenadas

1 o ¢~ evaluada en ¢(p).
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E—————————————————
Cambio de base en T,M (cont.)

Y por recordarlo, si v € T,M tiene

0

@ coordenadas (a1,...,a,) en labase ¢ —| ,..., —
8X1 p aXn

},
2

}, entonces
2

by Di(y10¢7)(¢(p)) .- Dalyro¢ 1)(4(p))\ [a

@ y coordenadas (by, ..., b,) en la base 9
on

p,...,ai-yn

be]  \Di(vo 6 )(@(0) .. Dalynod)6(R)) |an
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SEE————————————
Algunos ejemplos:

1. R™ Sea p=(x1,...,X,) en R". Tomo la carta (U, ¢ = Id). Los vectores
coordenados acttian como

0 -1
fY=D;(fold Id
B p( ) (fold™")(Id(p))
donde f : R" — R es una funcién diferenciable.
En este caso, fold Y(x1,...,x,) = f(x1,...,X,), por lo que (y sélo en este caso)
0
—1 (f) = Di(f
| (1) = AP

y el vector acttia como una derivada parcial.

Sic:l =R, c(t) =(xi(t),...,x,(t)) es una curva con c(0) = p, entonces las
coordenadas de la curva ¢ en la carta mencionada son:
Idoc(t) = 1d(x1(t), ..., xa(t)) = (xa(t), ..., xn(t))
y ¢’(0) se calculard como
0 0
"(0) = x/(0)— S X(0
(0 =X O]+ x5 |
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Algunos ejemplos:

2. 5%: Sea p € S2 un punto diferente del polo norte. p € 5%\ {N}, con lo que

(S2\ {N}, ¢n) es una carta en p, donde ¢y era la proyeccién estereografica desde
el polo norte.

$(x,y,2) = (——, —2—),

1-2z"1—2
_ 2u 2v v Hvi—1
¢1(UaV)_ 2 2 » o 2 )2 2
v+ v+l v +ve+1 w4+ vi+1

Sea c: (—¢,e) — S% la curva c(t) = (cos t,sin t,0). Vamos a calcular sus
funciones coordenadas en la carta anterior:

(u(t), v(£)) = o(c(t)) = (f"sg 15””0) — (cost,sint,0)
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Algunos ejemplos (cont).

La base de vectores coordenados en un punto p estd dada por

9
ou

9
pjavp

Si p=¢(0) = (1,0,0), vamos a escribir ¢’(0) en esta base. Por lo visto
anteriormente,

0

¢(0) = v/ (0) -

0
PR / PR
ou tv (O)av

p

P p

Como actiian los vectores coordenados: sea f : §2 — R una funcién suave.
8 —1 -
55| ()= Dulf oo™ (u,v))(4(p)) = Du(F)(4(p))

p
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Alguno ejemplos (cont.)

Si por ejemplo, f(x,y,z) = x +y + z, entonces

_ 2u 2v P +vi—1
(u;v) ¢ (uv) <u2+v2+1’u2+v2+1’u2+v2+1>

72u+2v+u2+v271 (5)
- w2+ v24+1

0
hallar —
y para hallar En

lo obtenido vy v por las coordenadas de p en la carta (U, ¢), i.e, ¢(p).

() tendriamos que diferenciar esa expresidn en wu, y sustituir en
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Campos de vectores

Definicién
Sea O un abierto de una variedad diferencial M. Un campo de vectores X en O es

una correspondencia que asigna cada punto p € O un vector X, tangente a M en
p.

Si f: O — R es una funcién diferenciable, entonces podemos definir una nueva
funcién combinando X y f como sigue:

X(f): 0 =R, X(F)(p) := Xp(f)
Definicion

Diremos que el campo de vectores X es suave si para cualquier funcién
f: O —R, la funcion X(f): O — R es diferenciable.
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Operaciones con campos de vectores

1. Suma de campos de vectores: Sean X e Y campos de vectores suaves. La
suma de X e Y es el campo X + Y definido como

X+Y)p =X+
X + Y es suave, ya quesi f € Fp,

(X+Y)(F)(P) = (X + Y)p(f) = Xp(F) + Yp(f) =
= X(F)(p) + Y(F)(p) = (X(F) + Y())(p) (6)

que es diferenciable porque X(f) y Y(f) son diferenciables.
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Operaciones con campos de vectores (cont).

2. Producto de un campo de vectores por una funcién: Sea g : M — R
funcién diferenciable. Definimos el producto de X por g como el campo de
vectores gX definido como

(8X)p = g(pP)Xp

gX es un campo de vectores suave porque

(8X)(F)(p) = (&X)p(F) = (8(P)Xp)(F) = &(p) - Xp(f) =

asi que como funciones en p, tenemos

(eX)(f) = (g - X(f))

que es diferenciable.
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——
Campos de vectores coordenados

Definicién
Sea (U, ¢) una carta de M, donde ¢ = (x1,...,x,). Los campos de vectores
coordenados en U son los campos de vectores que asignan a cada p € U, los

0 .
vectores tangentes , i=1,...,n
Xi
P

Los denotamos como Si f: U — R es una funcién diferenciable, entonces

0

ox;’
0
0x;

es una funcién que en un punto p € U toma el valor

5% P = 5| ()= DTGP

(AH:U—=R

o también
2 ()p) = (0iF) o ) p)
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Campos de vectores coordenados

De lo anterior, se sigue que como funciones en U,
0 -
—(f) = Di(f
5 () =Di(P) o0

Y por lo tanto su expresién local en (U, ¢) es

T (f)oo = (D)0 9) 00 = D)

que es diferenciable en ¢(U) C R” por serlo f. Hemos demostrado

Lema
Si(U,¢=(x1,...,%,)) es una carta en M, sus campos de vectores coordenados
0 0
Ox1’ " O,

son suaves en U.

y
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Expresion local de un campo de vectores X en una carta

Sea X un campo de vectores en M. Sea (U, ¢) una carta de M, con

¢ =(x1,..yXn)

0 0
Paracadape U, X, € T,M, y I Sk es una base de T, M,

X1 p Xn p
asi que por lo ya visto,

1o} 0

X. =X i o Xy (X)) —
P P(Xl)axl p+ + P(X )6Xn ,

Pero X,(xi) = X(x;)(p) por la forma en que definimos funciones del tipo X(f),

asi que

X, = X0a)(p) | 0+ X(n)(p)

9
O0xp

p p
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Expresion local de un campo de vectores X en una carta

0 0
Xp = (X(Xl)axl +o X(X")8x>

donde hay que recordar que p € U.

p

Definicién
La expresion local del campo de vectores X en U es

0

0
X|y=X0a)5 - +W+X(X”)87x,,

8x1
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Proposicién
Un campo de vectores X es suave si y sélo si para todo p € M hay una carta
(U,p=(x1,...,%,)) de M en p con X(x1),...,X(x,) funciones diferenciables.

Demostracién.

Si X es suave, entonces la defnicién de campo suave nos da que las funciones
X(x;) : U — R son diferenciables. Por otra parte, si las funciones X(x;) : U = R
son diferenciables, entonces para cualquier funcién diferenciable f : M — R, en
puntos de U,

X(F) = X() () + -+ X () (1)

que es diferenciable por ser suma de productos de funciones suaves. ]

Luis Guijarro ( UAM) Derivadas en variedades 9 de diciembre de 2010 29 /68



Ejemplo:

Sea M = R2. Tomamos la carta (R?, ¢(x,y) = (x,y)), que nos da los vectores
0

0
coordenados % a—y
Sea ¢ : A= (0,00) x (0,27) — R? la parametrizacién definida como
&(r,0) = (rcosf, rsinf),

que induce una carta (£(A), ) = £71)

: - 0 0
Esta nos da otros dos campos de vectores (definidos en £(A)): 3 80" Vamos a
r
L . 0
escribir su expresion local en —, —:
ox’ dy

Primero hallamos el cambio ¢ o ¢)~1(r,0) = (rcosé, rsin ). Esto nos da (x, y)
como x(r,0),y(r,0).
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Ejemplo (cont.):

A continuacién aplicamos lo que ya sabemos de cémo escribir un campo de
vectores con respecto a los campos coordenados:

9._9 )g+8()8 coseg—ks HQ

ar  arax TarY gy ax "7y
De forma similar

o o, .0 o, .0

.0 0
2 = %(x)— + —(y)a—y = —rsin Oa + rcosﬁa/
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Ejemplo (cont.):

Vamos a hacer el camino inverso y a buscar la expresién local de

Ox
(R%, ¢(x,y) = (x,y)):
Primero necesitariamos el cambio de coordenadas
Voo Hx,y) = (r(x,y),0(x,y)).
arctan y/x, x>0
arctany/x+m, x<0,y>0
r=+vx2+y2, 0O(x,y)={arctany/x—m, x<0,y<0
arccot(x/y), y >0
arccot(x/y) —m, y <0
0] 0 0 0]
P — = —(rN=— + =—(0)=, hallar —(0 toso.
ero en " 8x(r)6r + ax( )89 allar 8x( ) es un poco costoso
Derivadas en variedades 9 de diciembre de 2010
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E—————————————————
Ejemplo (cont.):

e 0
En este caso, es mas facil resolver —

— de la pantalla anterior:
ax 7 dy P

or| [ cosf  sinf Ox
"~ |—rsinf rcos@

y despejando

o | e =07 |

sin 6
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E—————————————————
Ejemplo (cont.):

Para dejarlo en coordenadas (x, y), usamos que r = y/x? + y?,
cosf = x/r = x//x2 + y2, etc. para tener

9 _ x 9 _(_y 9
Ox  \\/x2+y2 ) Or x2+y? ) 00

9 _ y 9 _(_x O
dy Vx24y2) or x2+y2 ) 06
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La diferencial de una aplicacién entre variedades

Sea F: O C M — N una aplicacién diferenciable. Tomamos un p € My
queremos "diferenciar F en p".

Si a: (—¢,€) = M es una curva con a(0) = p, entonces o/(0) € T,M.
Lacurva B =(Foa: (—&,e) = N essuavey 3(0) = F(p) € N.
Por lo tanto, 3 tiene vector tangente 3'(0) € Tr(,)N

M N
¥ F B
_— .
/_.ﬁ /—-;’F)
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La diferencial de una aplicacién entre variedades:definicién.

Definicidn
La diferencial de F en p es la aplicacién lineal
dF, : ToM — TepyN

definida como
dFp(v) = (F o a)'(0)

donde « es una curva a: (—e,e) = M con a(0) = p y &/(0) = v.

Para que la definicidn sea correcta, hay que comprobar dos cosas:

@ hay que ver que dF,(v) no depende de la curva o : (—¢,¢) — M escogida
siemrpre y cuando «(0) = p, o/(0) = v;

@ hay que comprobar que, efectivamente, df, : T,M — Tg(,)N es lineal.
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|
La diferencial de una aplicacién (cont.)
Vamos a comprobar ambas a la vez. Para ello ponemos coordenadas:
@ Tomo una carta (U, ¢ = (x1,...,X,)) de M en p,
e tomo otra (V,% = (y1,...,¥m)) de N en F(p), con F(U) C V;

@ supongo que la curva « : (—e,e) — M tiene coordenadas (xi(t), ..., xy(t))
en (U, ¢). Recordad que

(xa(t), -, xn(t)) = o(e(t)),
asi que
at) = ¢ H(xa(t),. .., xa(t))
Como «(0) = p, (x1(0),...,x,(0)) son las coordenadas de p. Ademds

a/(0) = v, con lo que

0
A
4+ 4 X"(O)ax

nip

v =xi(0)

9
8x1 p
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La diferencial de una aplicacién (cont.)

La curva (3: Sus coordenadas en la carta (V, ) estdn dadas por

Yo f(t) = (yi(t), -, ym(1))
con lo que

9
ot ym(0) 5 -
F(p) Yem

F(p)
De la definicién, 8 = (Foa), y a(t) = ¢~ (xa(t), ..., xa(t)), asi que

(), ym(t)) = w0 Fo o™ (xa(t), ..., x(t))

Pero po Fog~t:¢(U) CR" — R™ es la expresion local de F en las cartas
(U,9) y (V,4). La denotamos F, y como va de R"” a R™, se escribe como:
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E—————————————————
La diferencial de una aplicacién (cont.)

Sustituyendo en lo anterior

(YI(t)’ s a)/m(t)) = I_:(Xl(t)v s 7Xn(t)) =
= (FL(xa(t), ..., xn(t), ..o, Fm(xa(t),. .., xa(t)) (8)

que estd escrita como composicién de aplicaciones entre espacios euclideos, y por
tanto se puede derivar usando la regla de la cadena:

¥1(0) DiFy ... DnF x{(0)
¥/n(0) DiFm ... DaFm] . Lxa(0)
donde la matriz DF est4 evaluada en (x;(0),...,x,(0)), que eran las coordenadas

de p.
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E—————————————————
La diferencial de una aplicacién (cont.)

Esta férmula tiene dos consecuencias:

@ dF,(v) no depende de la curva o usada:

Si a: (—e,e) = M fuera otra curva con @(0) = «(0) = p, y con
a’(0) = o/ (0) = v, entonces en la expresién anterior, ¢(p) y
(x1(0),...,x}(0)) coincidirian, asi que

(Foa@)'(0) = (Fea)(0)

@ Las coordenadas de dF,(v) en la base 9 ey 9
Wilr) — Omlrp)
multiplicando por una matriz las coordenadas de v en la base

o) 0
8X1

gee ey 67
X
p n
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La diferencial de una aplicacién (cont.)

Para futura referencia, ponemos como proposicién el resultado obtenido:
Proposicién
Sea F : M — N diferenciable. Si (U, ¢) es una carta de M en p, (V1) es una

0
carta de N en F(p), entonces en las bases { —| ,...,— de T,M y
6X1 p 8X,, p
0 0 o
— R de TrpyN, la aplicacidn lineal dF, : T,M — Tg,)N
Wlee)y — Omlre)

se escribe mediante la matriz

DiFy ... D,F
D(ip o Fo ¢ ) (o(p)) = :

DiFy, ... DpFp
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La diferencial de una aplicacién: definicién equivalente

Siv=2a'(0) € T,M, dF,(v) € Tr)N es tangente a 3= F o a. Por ello, es un
funcional
de(V) . .7:/:(,,) —-R

i Coémo actua?
Sea f € Fr(p) una funcién diferenciable en F(p).

Entonces

[dF,(V)](F) = (foB)(0)=(foFoa)(0)=[(foF)oa](0)=v(foF)

Podiamos haber empezado con esta definicién y haber deducido la otra.
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Regla de la cadena en variedades

Teorema

SiF:M— N, G: N — P son diferenciables con F(p) = q, G(q) = r, entonces

d(G o F), = dG, o dF,

Demostracién.
Si v e T,M, tomamos « : (—¢,&) = M con «(0) = p, &/(0) = v. Entonces
@ d(GoF)y(v)=((GoF)oa)(0);
@ por la definicién de diferencial, 5 = F o a es una curva con 5(0) = F(p) = g,
B'(0) = dF,(V), asi que
y=Gof=Go(Foa):(—e,¢e)— P,

es una curva con '(0) = dG4(5'(0)) = dGq(dFp(v)).
Como (Go F)oa = G o(F oa), tenemos que

d(G o F)p(v) = ((G o F)oa)(0) = (G o (Foa))(0) = dGy(dFy(v))
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|
Teorema de la funcidn inversa en variedades

Primero demostramos un lema facil pero necesario:

Lema

Sild: M — M es la aplicacién identidad |d(p) = p, entonces su diferencial
d(ld), : TyM — T,M es la identidad en T,M (i.e, dld,(v) = v para todo
veT,M)

Demostracion.

Si a: (—e,e) = M tiene «(0) = p, &/(0) = v, entonces
Idoa(t) = aft)

por lo que dld,(v) = (Idoa)’(0) = &/(0) = v O

Ahora enunciamos la versién del teorema de la funcién inversa para variedades:
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|
Teorema de la funcidn inversa en variedades

Teorema

Sea F : M — N diferenciable. F es un difeomorfismo local en p € M si y sélo si
dF, : ToM — Tgp)N es un isomorfismo lineal.

Demostracioén:
Supongamos que F es un difeomorfismo local en p € M. Entonces hay entornos U
de p, V de F(p), tal que F|,: U— V es invertible con inversa (F|,)7': V = U
diferenciable. Componiendo

(Fl,) o Fl,=1d|,
Si p € U, la definicién de diferencial da

dF, = d(F|,)p

Tomando la diferencial, y aplicando la regla de la cadena,

d(F| )iy © dFe = d(F| )Ly © d(F| )p = d((F|,) " o F|y)p = d (Id), = ld7,m

De forma similar, dF, o d(F| U)F(p)
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E—————————————————
Teorema de la funcidn inversa en variedades (cont.)

Ahora supongamos que dF, : T,M — Tg,)N es un isomorfismo lineal; entonces
su matriz (tras tomar bases en T,My Tr(,)N) debe ser cuadrada y no singular.

En particular, tomando cartas (U, ¢ = (x1,...,x,)) en p, (Vi,% = (v1,- -5 ¥Ym))
en N, sabemos que en las bases de vectores coordenados en p y en F(p), la matriz
de dF, es

DiFy ... D,F
DF(¢(p)) =D(o Foop ") (e(p) = | : ' :

DiFy ... DpFp

Como la matriz es cuadrada, dmM =n=m=dim N.

Ademis, como DF(¢4(p)) es no singular, el teorema de la funcién inversa en R"
asegura la existencia de entornos U de ¢(p), V de F(4(p)) tal que F U—V
es invertible con inversa diferenciable.
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E—————————————————
Teorema de la funcién inversa (cont.)

Pero en U, tenemos _
F=4¢oFog¢!,

asi que en el abierto ¢~1(U) = U

F|U: 1/)710I_'_|DO¢

(FI) =0t o(Flp)tow

nos da una inversa para F|U.
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|
Teorema de la funcidn inversa en variedades

La demostracién se ve mas clara con los siguientes diagramas:

—1
U Flu v U(F|U) v
TR TR
Fly (Flg)™*

El primero indica como escribir F|y usando F; el segundo indica cémo escribir su
inversa usando la inversa de F. La demostracién sélo indica cémo escribir la
inversa (local) de F usando la inversa (local) de F, la cudl existe gracias al
teorema de la funcién inversa en R".
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Vectores y campos de vectores en subvariedades

Sea S € M una subvariedad.

Un vector tangente a S en p es tangente a alguna curva a: | — S, con a(0) = p,
a/(0)=v e T,S5.

Pero como S C M, podemos ver la curva @ como yendo a parar a M. Para esto
nos hace falta la inclusién

i:S—= M, qg—q

Proposicién

i S — M es diferenciable, con diferencial di, : T,S — T,M inyectiva. J
Derivadas en variedades
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SEE————————————
Vectores y campos de vectores en subvariedades

Demostracion.

La primera parte estaba demostrada en el apartado de subvariedades del capitulo
anterior, donde vimos que si (U, ¢ = x1,...,x,)) era una carta adaptada a S en
p, entonces la expresion local de 7 en ella, y en la carta que induce en S era

(qboiog_l)(xl,...,Xk,O...,O)

"]

Como tiene rango igual a la dimensién de T,S, di, es inyectiva.

que tiene diferencial

Por ser di, : T,S — T,M inyectiva, se suele identificar T,S con
di,(T,S) C T,M, y considerarlo como un subespacio vectorial de T, M.

Luis Guijarro ( UAM) Derivadas en variedades 9 de diciembre de 2010 50 / 68



Vectores y campos de vectores en subvariedades

En el caso de subvariedades Euclideas, es facil identificar T,S dentro de T,R":

Para ello, en lo que sigue, identificamos T,R" con R" gracias a la base de
vectores coordenados de la carta (R”,1d), i.e,

0
+..._~_an7

0
(a1,...,a,) € R" corresponde a a; —
0x,

€ T,R"
X1 p

P

1. Si S esta definida implicitamente mediante F : R” — R"k:
Supongamos que S = F~1(a), a € R"X, donde a es un valor regular de F.

Proposicién

En la situacién anterior,
T,S = ker DF,
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SEE————————————
Vectores y campos de vectores en subvariedades

Demostracion.

Sia:l— S cumple o(0) = p, @’'(0) = v € T,S, entonces F(ioa))(t) = a, ya
que S = F~1(a). Por ello,

DF,(dip(v) = < fe—o(F(i 0 @))(t) = o ]eo(a) = 0

Esto implica di,(T,S) C ker dF,,, y como ambos son subespacios vectoriales de
dimensién k, deben coincidir. O

V.

2. p € S esta en el entorno coordenado correspondiente a una
parametrizacion £ : A — S: Supongamos que £(a) = p para algiin a € A.

En este caso, io & : A C R¥ — R” es una aplicacién diferenciable en el sentido
usual, y podemos trabajar con su matriz diferencial (calculada como en Célculo I1)

Proposicién
dip(T,S) C T,R" ~ R" coincide con el subespacio vectorial img(D(i o £)(a)). J

Luis Guijarro ( UAM) Derivadas en variedades 9 de diciembre de 2010 52 / 68



SEE————————————
Vectores y campos de vectores en subvariedades

Demostracion.

Si v e T,M con v =a’(0), entonces la curva & = 1oa: | — Aes una curva
con £ o & = «, asi que

d&,(a'(0)) =a’(0) = v
Y por tanto

dip(v) = dip(d&s(a'(0)) = d(i 0 £).(&'(0))

por lo que di,(T,S) C img(D(i o &)(a)). Como ambos subespacios tienen la
misma dimensién, son iguales. O
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——
Campos de vectores en variedades

Teorema

Sea X un campo de vectores suave en una variedad M. Supongamos que para una
subvariedad S C M tenemos que X, € T,S para todo p € S. Entonces X s esun
campo suave en S.

La condicién X, € T,S quiere decir que X, € di,(T,S), de acuerdo con la
identificacién anterior, asi que X, = di,(X;) para algtin X, € T,S. El teorema
dice que X es un campo suave en S.

Demostracidn.

Usaremos sin demostar que dada una funcién diferenciable f : O C S — R, existe
una extensién diferenciable f : O C M — R (al menos localmente, que es todo
cuanto nos hace falta).

X|s(F)(p) = X(F) o i(p)
que es una composicién de funciones diferenciables, por lo que X|, es suave en S.
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Flujo global

Definicion
Un flujo global en una variedad M es una aplicacion diferenciable
0:RxM— M, tal que

e 6(0,p) = p para todo p € M;

o 6(t,0(s,p)) = 0(s + t, p)

Para cada p € M tenemos una curva ¢, : R — M
cp(t) = 6(t, p)
Tomando su vector tangente en t = 0 nos da un campo de vectores X en M:

Xp = C;/J(O)

Definicion

X se llama el generador infinitesimal de 6. J
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I ——
Flujo de un campo de vectores
Para un p € M, vamos a examinar la curva c,(s) = (s, p) que describe dénde se
mueve p mediante el flujo 6.
Proposicién

La curva c, es siempre tangente al campo X, i.e, c;,(s) = Xeo(s)-

Demostracion.

Tomo la curva c(t) = 6(t, cy(s)). Por las propiedades de 6,
c(t) = 0(t, cp(s)) = 0(t, 0(s, p)) = 0(t +5,p) = cp(t + 5)

Calculo el vector tangente a cada una cuando t = O:

Xey(s) = c'(0) = cl(s)

Curvas integrales: ¢, : R — M se llama una curva integral de X.
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Curvas integrales

Si queremos hallar la curva integral por p de un campo de vectores X, usamos
una carta (U,¢ = (x1,...,x,) de M en p.

@ Suponemos que: la expresién local de X en la carta es

0
X=Xi— +---+ X,=——, donde cada X; es una funcién en U.
8x1 8X,,

@ Suponemos que ¢,(t) es la curva buscada; la escribimos en coordenadas:
(x1(t), ..., xa(t)), que son las funciones que queremos hallar.

@ La condicién de curva integral es
0 0
Xeo(t) = in(c(t))a = fo(t)a

@ Recordando que c,(t) = ¢~ (x1(t), ..., xn(t)), esto nos da el sistema de
EDO'’s de la siguiente pantalla:
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SEE————————————
Curvas integrales

O] Koo (x(t), . ale)

0] X0 0a(t), .. xa(8))

con una condicidn inicial

(x1(0), ..., xa(0)) = &(p)
correspondiente a la condicién ¢,(0) = p.

Este sistema tiene solucién al menos para pequefios valores de t. Ademas es lnica.
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SEE————————————
Ejemplo de cdlculo de curvas integrales

Sea M = S2. Consideramos el campo de vectores X en R3 definido como

— 9 9 3
X*ya X@v (X7y,Z)ER

Como S% = F~1(1) para F(x,y,z) = x*> + y2 + z? y 1 es valor regular de F,

T,S? = ker DF,,

y al tener DF,(X,) = 0 para puntos p € S2, tenemos que Y = X|s: es un campo
de vectores en 52. Vamos a calcular sus curvas integrales de dos formas:
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Ejemplo de cdlculo de curvas integrales

1. Usando una carta: Tomamos, por ejemplo, la parametrizacién

&(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv), (u,v) € (0,2r) x (0, 7).
con inversa

o(x,y,z) = (u(x,y, 2),v(x,y,2)), u=u(x,y,z),v=arccosz,

donde la férmula para u(x,y, z) es similar a la del dngulo polar.

En esta carta, la expresién del campo de vectores Y es

0 0
Y = Y(u)a + Y(V)E

y como no hay una buena férmula para u, puede ser un poco pesado de calcular.
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SEE————————————
Ejemplo de cdlculo de curvas integrales

En este caso, hay otra forma mas conveniente de hacer este célculo:

& = (—sinusinv,cosusinv,0) = o
& = (cosucosv,sinucosv,—sinv) = W
o tras identificar R con T,R3,
13 sin usin + cosusin g
= —sinusinv— usinv— = —,
“ Ox dy Ou
& COS U COS 0 + sin u cos si 4
= UCOSV— +SiNUCoSV— —sinv— = —
Y Ox dy 0z  Ov
Por otra parte,
Y, = y(u,v)5= —x(u V)ﬁ_SiHUSinv——cosusinv———g —_g
E(u,v) = YU, Ox ’ 8}/ = Ox 8}/ = u = 90
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Ejemplo de cdlculo de curvas integrales

Si &(u, v) = p, entonces las ecuaciones del flujo de Y son

con condicién inicial (u(0), v(0)) = (u, v), lo que da

(u(t), v(t)) = (v —t,v)

y para obtener el flujo en S?,

0(t,&(u,v)) = &(u(t), v(t)) = (cos(u — t)sinv,sin (u— t)sin v, cos v)

Luis Guijarro ( UAM) Derivadas en variedades 9 de diciembre de 2010 62 / 68



Ejemplo de cdlculo de curvas integrales

Otra forma de hallar el flujo de un campo tangente a una subvariedad es usar este
resultado:

Proposicién

Si S es una subvariedad de M, e Y es un campo de vectores en S obtenido como
restriccion de un campo de vectores X de M que es tangente a S en puntos de S,
entonces las curvas integrales de Y coinciden con las curvas integrales de X que
empiezan en puntos de S.

Demostracion.

Sea p € S. Denotamos por a: | — S la curva integral de Y con «(0) = p. La
condicién de curva integral da

o (t) = Yaq) = Xa(y)

por la definicién de Y como restriccién de X; luego « es curva integral de X. [

4
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SEE————————————
Ejemplo de cdlculo de curvas integrales

Volviendo al ejemplo, Y se obtenia restringiendo X = yai — xa2 desde R3 a S2,
X y

asi que nos basta calcular las curvas integrales de X. Usamos la carta usual de R3:

!/

X y
Y| =|—x
z 0

que tiene soluciones

(x(t), y(t),z(t)) = (xcost + ysint,—xsint + y cost, z)

Luis Guijarro ( UAM) Derivadas en variedades 9 de diciembre de 2010 64 / 68



Apéndice: La derivada direccional en R”

Sea O un abierto en R” y una funcién

F:0-=R, f=7Ff(x,...,%)
Sea p € M, y v € R" un vector. La recta que pasa por p en la direccién v es
c(t) = p + tv, que cumple ¢(0) = p, ¢'(0) = v.
La variacién de f a lo largo de la recta c(t) es la derivada (f o ¢)'(t) y si la
queremos calcular en p, entonces es (f o ¢)’(0).
Definicién

La derivada direccional de f en la direccion v es

D,(f) = (f o ¢)'(0)
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Apéndice: La derivada direccional en R” (cont)

La calculamos usando la regla de la cadena:

d of of
flc(t)) = flxa+tve, ..., xp+tvy), E|t:o(foc) = 67x1(p)v1+' -+ Ix (P)Vn

Por razones que serdn claras mds adelante, denotaremos la derivada parcial

como D;f

f
8X,'
Propiedades:

o Dv(f +g) = Dv(f) + Dv(g)'
e D,(fg) = f(p)D,(g) + g(p)D,(f).
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Apéndice: La derivada direccional en R” (cont)

Si c: 1 — R" es una curva suave con ¢(0) = p, ¢’(0) = v, podiamos haber hecho
un calculo similar:

(foc)(0) = (f(xa(t), ..., xn(t))i=o = D1f(p)x1(0) + - - + Dnf(p)x,(0) =
= Dif(p)vi + -+ Daf(p)va  (9)

que demuestra que una derivada direccional a lo largo de v no depende de la

curva usada para calcular (f o ¢)'(0), siempre que esta curva satisfaga c(0) = p,
c'(0) =v.

Observacién

Esto hace pensar en un vector v en p € R" como en algo que deriva funciones a lo
largo de curvas tangentes a v en p:

v(f) := D,(f) = (foc) (0)
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Teorema de la funcidn inversa

Teorema

Sea F: O C R" — R" una aplicacién diferenciable donde O es un abierto. Si
det DF(a) # 0, entonces existen entornos A de a, B de F(a), tal que F(A) =B, y
F|s: A — B es invertible con inversa diferenciable.

F : O1 — O es un difeomorfismo si es diferenciable, biyectiva, con inversa
diferenciable.

F es un difeomorfismo local en a € A si existen entornos A de a, B de F(a) tal
que F(A) = B,y F|,: A— B es invertible con inversa diferenciable.
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