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Definicién
Una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio topolégico Hausdorff M tal
que cada punto p € M tiene un entorno homeomorfo a un abierto de R".

Si M es una variedad topoldgica, p € M, existen
@ un abierto U en M conteniendo p;
@ un abierto A en R”;
@ un homeomorfismo ¢ : U — A C R"

Definicién
(U, ¢) se llama una carta de M en p. U se llama un entorno coordenado. ¢ es la
aplicacion coordenada.
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Parametrizaciones.

(U, ¢) una carta de M; A= ¢(U) C R". Entonces ¢~ : A— M es un
homeomorfismo sobre su imagen U.

Definicion
Sea A C R" un abierto de R" y & : A — M una aplicacién con imagen U = £(A).

Si U es abiertoen M, y si £ : A — U es un homeomorfismo, entonces £ se llama
una parametrizacion en M.

Lema

&:A— M es una parametrizacion de M con imagen U si y sélo si (U,£71) es
una carta de M.
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Ejemplo: coordenadas polares en R2.

Tomamos M = R? con su topologia usual. Vamos a construir una parametrizacién
en R? usando coordenadas polares.

Sea A= (0,00) x (—m,7) en R2, y &(r,0) = (rcos, rsinf). Tenemos:
Q §(A)=R*\{(x,0): x < 0}

@ ¢ continua, biyectiva sobre su imagen.

Para concluir que £ es una parametrizacién, tenemos que calcular €1 y comprobar
su continuidad. Un célculo elemental da £7(x,y) = (1/x2 + y2,0(x,y)), donde

arctan y/x, x>0
0(x,y) = { arccot(x/y), y>0
arccot(x/y) —m, y <0
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Ejemplo: coordenadas polares en R? (cont).

Recordad que arctan : R — (—m/2,7/2) y que arccot : R — (0, 7). Los m,—7 que
anadimos estdn ahi para poder asegurarnos que los valores de 6 estan en el
intervalo (—m, 7).

(Ejercicio: j Cémo cambiarian los valores de 6 si A = (0,27) x (0,00)?)

r(x,y) = V/x2+ y? y 0(x, y) son continuas, asi que £~ es continua. Esto nos da:
@ ¢: A— R? es una parametrizacién (de un abierto de R?);

Q@ (R?\ {(x,0): x <0},&") es una carta de la (por ahora) variedad
topoldgica R2.
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Algunas cosas tiles sobre cartas en un punto.

Sea py € M. Entonces siempre podemos asumir que tenemos cartas especiales en
Po:
‘1. Una carta (U, ¢) con ¢(py) = O:‘

Tomamos (V/, 1) una carta cualquiera en py y hacemos U =V,

o(q) = ¥(q) —¥(po).

2. Una carta (U, ) con ¢(U) = B-(0) y ¢(po) = 0]

Tomamos una carta (V, 1) con 1(pg) = 0; como (V) es un abierto de R" que
contiene a 0, entonces hay un € > 0 con B.(0) C (V).Tomamos

U=14"YB(0)) y ¢ =lu.

‘3. Una carta (U, ¢) con ¢(U) = (—¢,¢)" y ¢(po) = O:‘
Idéntico al caso anterior, pero reemplazando B.(0) por (—¢&,¢)".

Esto lo usaremos en demostraciones, teoria, etc, pero a menudo no tiene mucho
uso en problemas de célculo.
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|
Cambios de coordenadas

Sea M una variedad, y (U, ¢), (V, %) dos cartas de M con UN V # (.
@ UnNV es abierto en M (U, V lo son);
Q@ H(UNV), v(UN V) son abiertos en R”;
@ v o ¢! tiene dominio ¢(U N V) e imagen y(UN V) C R";
Q ¢ o1t tiene dominio ¥)(U N V) e imagen ¢(UN V) C R".

Definicion
oot ¢po~! se llaman cambios de coordenadas. J

Son siempre homeomorfismos, y uno es el inverso del otro.

Notacién: 1) o ¢! es una aplicacién de un abierto de R" a un abierto de R". Por
ello tendra el siguiente aspecto:

Yo Hxt,....xn) = (X1, Xn)s oo VX1, oy Xn))
e.g, algo del estilo (x1,x2) — (€™ cos x, €™ sin xy).
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SEE————————————
Ejemplo de un cambio de coordenadas.

En M = 52 vamos a calcular el cambio de coordenadas entre las cartas dadas por
las proyecciones estereogréficas desde el polo norte y el polo sur.

e U=S52\{(0,0,1)}, ¢(x,y,z) = (1XTz7 lyfz> es la carta estereogréfica desde

el polo norte.

e V=252\{(0,0,-1)}, ¥(x,y,z) = (ﬁ, ﬁ) es la carta estereogrifica
desde el polo sur.

Uunv=52\1{(0,0,1),(0,0,-1)},

@ El dominio del cambio es ¢(U N V) = ¢(U) \ $(0,0, —1) = R?\ {(0,0)};
o La imagen del cambio es (U N V) =R?\ {(0,0)}.
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E—————————————————
Ejemplo de un cambio de coordenadas (cont).

¢ Hu,v) = (x,y,z)siysélosi x> +y?+22=1, (x,y,z) # (0,0,1) (i.e,
(x,y,2) € U),y ¢(x,y,2) = (u, v).

Esta ultima identidad nos da

De aqui sacamos
u(l—2z)=x, v(l—2z)=y

Ahora usamos que x? + y? + z2 = 1:
P1-2P4+v(1-2P2=x+y’=1-2°

Simplificamos (observad que estamos usando que z # 1 en U, ya que si no
dividirlamos por cero):

(P +v?)(1 -2 =1-2% (P + V)1 -2)=(1+2)
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E—————————————————
Ejemplo de un cambio de coordenadas (cont).

Y de aqui queda:

2 2
2 2 _ 2 2 _uttvi—1
U+V_1—(1+U —|—V)Z7 Z—m
2 2u 2v
‘ w4+v241’ x=u(l-2) u? +v2+1’ y=v(1-2) w4+v241

La inversa es:

6N, v) 2u 2v w+vi—1
u,v)=
’ v+ U2+ v+ 1w +v2 41
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Ejemplo de un cambio de coordenadas (cont).

Ahora ya podemos calcular el cambio de coordenadas:

Yoo Hu,v) =
— 2u 2v wHvi—1 _ u v (1)
a WCRHv24+ 17w+ v2 4172+ v241)  \ w2+ v2 242

Observad que como el dominio de 1) o 1 excluye el (0,0), esta aplicacién
estd bien definida.
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Cartas compatibles

Definicién
Sean (U, ¢), (V, ) cartas de M. Diremos que las cartas son compatibles si
@eobienUNV =10,

@ obienpodp t:p(UNV)—=yp(UNV)ypop~t:p(UNV)— p(UN V)
son ambas diferenciables.

Notacién: 1) o ¢~ es una aplicacién diferenciable, asi que tendr4 el siguiente
aspecto:

1 o qﬁ_l(xh cesXn) = (X, oy Xn)y s VX, ooy Xn)

donde cada funcién y; = y;(x1, ..., x,) serd una funcién diferenciable en xi, ..., x,.
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No todas las cartas son compatibles

Una pareja de cartas de las misma variedad topoldgica pueden ser compatibles, o
pueden no serlo. Por ejemplo, ya en M = R hay cartas no compatibles:

o (R, #(t) =t) es una carta, ya que ¢ : R — R es un homeomorfismo.

o (R,9(t) = t3) es una carta, ya que 1) : R — R es un homeomorfismo.
Pero la carta (R, 9(t) = t3) no es compatible con (R, #(t) = t):
Demostracién.

U=V =R, pog¢(s)=s3 pero ¢ o1p~1(s) = s'/3, que no es diferenciable en
s=0. O
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Atlas diferencial de una variedad

Definicién

Una coleccién de cartas A = {(Uq, ¢a)a} se llama un atlas diferencial si:
QO M=U,U,,
@ las cartas son compatibles dos a dos.
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Estructura diferencial

Definicion
Una estructura diferencial es un atlas diferencial "maximal”, i.e, es un atlas
diferencial que contiene a todas aquellas cartas que sean compatibles con él.

Lema

Si A es un atlas diferencial en M, entonces existe una y solo una estructura
diferencial D que lo contiene.

Demostracion: Definimos

D ={(U,9) : (U,o) es compatible con (Uy, ¢,) para todo a}
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E—————————————————
Estructura diferencial (cont.)

Primero comprobamos que D es un atlas:

o A C D, ya que al ser A un atlas, sus cartas son compatibles entre si. Por lo
tanto los entornos coordenados de cartas en D cubren M.

@ Las cartas de D son compatibles entre si: si (U, ¢) y (V,1)) son cartas de D
con UNV # 0, tomo pe UN V. Como U, U, = M, hay algiin a con
pe Uy, yengp(UNVNU,),

oot =(opyl)o(daod ™)

que es diferenciable por ser composicidén de funciones diferenciables. Por lo
tanto 1 o ¢! es diferenciable en ¢(p), y por ser p arbitrarioen UN V,
1o ¢~ es diferenciable en ¢(U N V).

De forma similar se demuestra que ¢ o )~ ! es diferenciable.
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Estructura diferencial (cont.)

Ahora comprobamos que D es "maximal”, i.e, contiene toda carta que sea
compatible con las cartas de D:

A C D, asi que si una carta (U, ¢) es compatible con las cartas de D, debe serlo
también con las cartas de A. Pero la defincién de D obliga entonces a (U, ¢) a
estar en D. O

¢ Cémo sabemos si una carta estd en una estructura diferencial? J

Viendo si es compatible con las cartas del atlas usado para definir esa estructura.
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|
Variedad diferencial

Una variedad diferencial es una variedad topoldgica (Hausdorff, segundo axioma
de numerabilidad) donde hemos escogido una estructura diferencial.
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Diferencia entre estructuras y atlas diferenciales.

@ Las estructuras diferenciales son atlas diferenciales, sélo que en general, con
muchas cartas mas.

e Un atlas diferencial induce de forma tnica una estructura diferencial (por el
lema anterior), asi que,

para definir una variedad diferencial sin ambiguedad, basta dar un atlas diferencial
en una variedad topologica.

o Atlas diferenciales diferentes pueden definir la misma estructura diferencial:
basta que las cartas de un atlas sean compatibles con todas las del otro y
viceversa.

o Atlas diferenciales diferentes pueden definir estructuras diferenciales
diferentes: basta que alguna carta de uno de los dos atlas no sea compatible
con alguna del otro.
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Ejemplo: misma variedad topoldgica, diferentes variedades
diferenciales

En este ejemplo tomamos como variedad topoldgica R. Construimos dos atlas en
R:
Q Ay = {(R;(t) = t};
9 A = {(R;(t) =t}
Cada uno de ellos induce una estructura diferencial: Dy, D,. jCoinciden?
No: una carta de A; no es compatible con una carta de A,.

Esto nos da al menos dos formas diferentes de ver a R como variedad diferencial:
Q@ R con Dy;
Q@ R con Ds.
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Ejemplos de variedades diferenciales.

1. R" con su estructura usual o estandar. A = {(R",¢)}, con
¢((X17 s 7Xn)) = (Xl, R 7Xn)

2. Abiertos de R": Si A es abierto de R", podemos restringir la carta del caso
anterior: A = {(A, ¢)}, con ¢((x1,...,%n)) = (X1, ..., Xn).

3. Abiertos de variedades diferenciales: Si O C M es un abierto, entonces O
(con su topologia subespacio) es una variedad diferencial con el atlas

A(’) - {(Om Ua7¢o¢|0ﬂUa) : (Uaa(yboc) € A}
donde A = {(Uq, ¢a)}a es un atlas de M.

4. Esferas S"” C R"*! con su estructura diferencial usual: Es la inducida por

los atlas A; = {(S52\ (0,0,1), én), (5%\ (0,0,—1),¢s)}, donde ¢p, ¢s son las
proyecciones estereograficas.

Hay muchos atlas que dan la misma estructura diferencial que ésta. J
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Variedades producto

Sean M, N variedades diferenciales con atlas A; = {(Uy, ¢a)}, A2 = {(V3,935)}
respectivamente.

Construimos una atlas en M x N como A = {(Uy X V3, ¢q X ¢g)} donde se
toman todos los pares «, 3 posibles.

@ Sipe Uy, g€ Vs, entonces (p,q) € U, x Vg (las cartas de A cubren
M x N).

@ Los cambios de coordenadas son de la forma (¢ X 1¥5) 0 (¢ X ¥5/)~L. Un
pequeno calculo muestra que estos son

(¢a 0 05') X (50051
y por tanto diferenciables.
Definicién

La estructura inducida por A se llama la estructura producto, y M x N una
variedad producto.
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SEE————————————
Ejemplo: S! x R.

Calculamos un atlas, y sus cambios de coordenadas para la estructura producto en
ST xR.

@ Un atlas de R es (R, ¢(t) = t).

@ Un atlas de S! esta dado por las estereograficas:

S1 (0.1, on((xy) = 1
ST (0, 1), ¢s((x,¥)) = 7 j;y

Un atlas de R x S! esta dado por las dos cartas producto de éstas:
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SEE————————————
" Conjuntos con un atlas”

A menudo uno tiene un conjunto (sin topologia), pero en el que hay algo parecido
a cartas, y con cambios de coordenadas diferenciables. En esos casos, es posible a
menudo poner estructura de variedad diferencial en X usando el siguiente
"teorema”:

Teorema

Sea X un conjunto, U,V C X son subconjuntos, ¢ : U — R?, 1) : V — R? son
aplicaciones. Supongamos que

Q X=UuV;

@ #(U), ¥(V) son subconuntos abiertos de R?;
Q ¢:U— ¢(U), v:V — (V) son biyectivas;
Q@ #(UNV), ¥(UN V) son abiertos de R?;

@ Yoodlyopoy~! son ambas diferenciables.

Entonces X admite una tnica topologia con una base numerable de abiertos para
la que (U, @), (V, ) forman un atlas diferencial. Si esa topologia es Hausdorff,
entonces X serd variedad diferencial.

v
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E—————————————————
" Conjuntos con un atlas” (cont.)

El teorema admite una versién con un nimero arbitrario de cartas, pero para
nuestras aplicaciones nos bastara con esta versién.

No lo demostraremos, pero es facil ver que la topologia de X es aquella que hace
¢:U—=o(U)y¢:V — (V) homeomorfismos.

Ejemplo. X es el conjunto de rectas en R3 que pasan por el origen, salvo por la
recta de ecuaciones x = y = 0 (el eje de las z's).

@ U son aquellas rectas ¢ con ecuacién de la forma Ax+y = 0; Bx+ z =0,
A, B eR.

@ V son las rectas £ con ecuacién de la forma x + ay = 0,8y +z =0,
a,peR.

o ¢(f) = (A B): () =(a,B)
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Funciones diferenciables en variedades

Sea f : M — R una funcién que asigna valores reales a puntos de M.
Tomamos una carta (U,¢) en p e M.
Definicion

La expresién local de f en la carta (U, ¢) es la funcién f : ¢(U) C R" — R
definida como

?(xl, cey Xp) = f((b_l(xl, )

UcM- R G(X1s o Xn) = G —>F(q) = F(X1, -, Xn)
a7 ol
#(U) (X1, Xn)
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Ejemplo

Ejemplo: S?2 C R3, f : S2 — R definida como f(x,y,z) = x —y + z.

@ Si tomamos la carta (U, ¢) con U ={(x,y,z) : z>0},y
#(x,y,z) = (x,y), entonces f : D> — R estd dada por

flu,v) =u—v++/1—u2—v2
porque ¢(U) = D?, ¢~ (u,v) = (u, v, V1 — 12 — v2).

@ Si tomamos la carta (V, %) con V = {(x,y,z) z < 0}, y ¥(x,y,z) = (x,y),
entonces f : D? — R esta dada por

flu,v)=u—v—+1—-u2—v2
porque (V) = D?, =Y u,v) = (u, v, —V1 — u? — v2).
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E—————————————————
Ejemplo (Cont.)

© Si tomamos (52\ (0,0,1), ¢n) la estereogréfica desde el polo norte, entonces
f : R? = R esta dada por

- 2u 2v PHvi—1
f = —
(u,v) w?4+v24+1 u2—|—v2—|—1+u2+v2—|—1

Hemos hecho sélo un par de ejemplos con dimensién dos; en dimensiones
superiores es igual, salvo que con mas coordenadas.

Es bueno recordar que f nos permite conocer todos los valores de f en U, por la
férmula

f(p) = f(4(p))

Luis Guijarro ( UAM) Variedades: introduccién 22 de noviembre de 2010 28 /77



E—————————————————
Funciones diferenciables en variedades (cont.)
Definicién

f: M — R es diferenciable en p si para alguna carta (U, ) de M en p se tiene
que f = fop1: ¢(U) — R es diferenciable en ¢(p).

No importa que carta se use en la definicién anterior: f o 1 es diferenciable en
@(p) siy sdlo si f o1p~1 es diferenciable en (p).

Demostracion.

Suponemos que f o ¢~ es diferenciable en ¢(p). En el abierto (U N V) C R”,
foyp™ =(fop ) o(poy™)

¢ o1~ es diferenciable en v(p) (con imagen ¢(p)), y f o ¢~ es diferenciable en
#(p), asi que f o1)~1 es diferenciable en 1)(p). La otra implicacién es igual
intercambiando ¢ y 1. O

4
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E—————————————————
Funciones diferenciables en variedades (cont.)

Definicién
Diremos que f : M — R es diferenciable (o suave) si lo es en todo p € M. J

A menudo el dominio de f no es todo M, sino sélo un abierto O. En este caso, se
dice que f es diferenciable en p € O si para una carta de M en p,
fop=t:p(ONU)— R es diferenciable en ¢(p).

Ejemplo: f : O = §%\ {(£1,0,0),(0,£1,0)} = R, f(x,y,2) = {5
Comprobar que f es diferenciable.

Podemos tomar varios tipos de cartas; por ejemplo, (Uy, p1(x,y,2) = (x,¥))
donde U; = S? N {z > 0}, nos darfa

. (u,v) € D? = ¢ (U \ {(£1,0,0), (£(0,1,0)})

1—u?
que es diferenciable. Para el resto de puntos hay que usar otras cartas. El caso con
{z < 0} es similar.

Si Us = S2 0 {y > 0}, é3(x,y,2) = (x, 2), entonces é3(Us 1 0) = D2\ (0,0), y
f3(u, v) = . El caso restante se deja como ejercicio.
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Funciones diferenciables (cont.)

Lema

Sean U; conjuntos abiertos. Si O = U;U;, entonces f : O — R es diferenciable si y
sélo si f|y, : Ui — R es diferenciable para todo i.

Se demuestra usando simplemente la definicién de diferenciabilidad.

Lema

Sif,g : M — R son diferenciables, entonces f + g, fg : M — R son diferenciables.
Ademds f/g : O — R es diferenciable en el abierto O = M\ g~1(0).

Esta se demuestran tomando expresiones locales de f y g y usdndolas para
construir expresiones locales de las funciones dadas: Es trivial ver que si f, g son
las expresiones locales de f y g en una carta, entonces f + 3, - g, f/g son las de
f+g, f-g, f/g respectivamente.
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Aplicaciones entre variedades

Sean M, N, variedades diferenciales de dimensiones m y n respectivamente.
F:M— N,pe M, F(p) =g € N. Tomamos cartas:
Q (U,¢) de M en p;

Q (V,¥)de Nengq
Si F(U) C V, la expresidn local de F en estas cartas es la composicién

F(xt,...,Xm) =0 o Fo¢ (x1,...,Xmn)

Ucm—F VN

En diagramas, éste es el que muestra
qué aplicaciones se estan componiendo y ¢,—1T lw

en qué orden: "subir-cruzar-bajar”. F

P(U) CR" ——= (V) C R”
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E—————————————————
Expresion local de F : M — N en un par de cartas (cont.)

En el siguiente diagrama vemos el anterior, pero viendo cémo se construye para
saber qué tipo de aplicacién queda al final:

p=0¢"t(x1,...\Xm) — F 5 F(p) =Fop (x1,-.. Xm)

A R

(X15 e Xm) ————=F(x1, .-y xm) = o Fog Y (x1,..., xm)
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——
Aplicaciones: Ejemplo de una expresién local

Sea X es la variedad que aparecia como ejemplo en la seccién de " conjuntos con
un atlas”, i.e, X es el conjunto formado por las rectas que pasan por el origen en
R3, salvo por el eje Z.

Sea N el plano en R3 con ecuacién x = 1. N es un grafo sobre el plano YZ,
asi que tiene una carta con una séla carta: o(x, y,z) = (y,z). Tomamos la
estructura diferencial inducida por ese atlas de una sola carta.

Sea F: X — N, donde F lleva una recta £ en X a su punto de interseccién con
N. Vamos a dar la expresién local de F en la carta (U, ¢) de X y la carta (N, o)

Lo primero es asegurarse de que F(U) C V, ya que si no, habria problemas a la
hora de escribir F. En este caso, como V = N eso no es un problema.

Lo segundo es contar dimensiones para asegurarse de no perder variables por el

camino: F : ¢(U) C R? — R?.
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——
Aplicaciones: ejemplo de una expresion local

Ahora calculamos los ingredientes que nos hacen falta para construir F:
Q@ o (u,v)=0={ux+y=0,vx+2z=0}
Q@ F(¢) = interseccién de Ly N:

u-14+y=0,
v-14+z=0.

y el punto de interseccién es (1, —u, —v). Asi que F(¢) = (1,—u,—v), y

Yo F(l) = (—u,—v).

La expresidn local de F en estas cartas es por tanto

F:R?> - R?, Flu,v) = (—u,—v)
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——
Aplicaciones Diferenciables

Definicion

Una aplicacion F : M — N es diferenciable en p € M si existen cartas (U, ¢) de
M en p, (V,9) de N en F(p), tal que la expresién local de F en estas cartas es
diferenciable en ¢(p). F se dice suave si es diferenciable en cada punto de M.

Nota: en la definicién de diferenciabilidad de una aplicacién diferenciable en p, se
piden cartas (U, ¢), (V,%) con p€ Uy con F(U) C V. Tal (U, ¢) siempre se
puede obtener para cualquier V prefijada:

si (U',¢') es una carta arbitraria en p, F~1(V) es un abierto en M que contiene
p, con lo que U’ N F~1(V) es un abierto que contiene p y est4 contenido en U'.
Ahora hacemos U= U'NF~1(V)y ¢ =¢|u.

Observacion: La diferenciabilidad de una aplicacién F no depende de las cartas
elegidas para la comprobacién: si (U;, ¢;), (V;, ;) (i =1,2) son cartasen pyen g
respectivamente, entonces 12 0 F o ¢y ' = (o7 ) o (Y10 Foprt)o(pro¢st)
en un entorno de ¢a(p), que es diferenciable en ¢y(p) si 110 Fo ¢1_1 lo es en
¢1(p). El caso opuesto es similar.
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E—————————————————
Aplicaciones Diferenciables (cont.)

Composicion de aplicaciones: Si F : M — N es diferenciable, y G: N — P es
diferenciable, entonces G o F : M — P es diferenciable.

Demostracién.
Sea p € M arbitrario. Denotamos g = F(p), r = G(q) = G(F(p)).
o Como G es diferenciable en g, existen cartas (W, 7) de N en g, (V,1) de P
en r, con G(W) C Vycon G=r10Gor ! diferenciable en 7(q).

o Como F es diferenciable en p, existe una carta (U, ¢) de M en p tal que
F(UyC Wy F =10Fo¢ ! diferenciable en ¢(p).

En las cartas (U, ) en p, (V,4) en r, tenemos (G o F)(U) Cc G(W)C V,y
po(GoF)ogp t=(poGor )o(roFogp—1). ComoToFop—1es
diferenciable en ¢(p), manda éste a 7(F(p)) = 7(q), y o GoT ! es
diferenciable en 7(q), ¥ o (G o F) o ¢! es diferenciable en ¢(p). O
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Aplicaciones diferenciales

Un ejemplo dtil para las demostraciones es el siguiente:

Lema

Sea (U, ¢) una carta en una variedad diferencial M. Entonces como aplicacion de
U a R" (donde a R" se le da su ED usual y a U se le da la ED que tiene como
abierto de M), ¢ es diferenciable.

Demostracion.

¢_1(x1,...,x,,)¢—>(xl, s Xn)
S
(6t Xm) — = (31, %0)
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Difemorfismos

Definicién
Una aplicacién F : M — N se llama un difeomorfismo si
@ F es diferenciable;
@ F es biyectiva;
@ F1: N — M (que existe porque F es biyectiva) es a su vez diferenciable.

Definicién
Decimos que una variedad M es difeomorfa a N si existe un difeomorfismo
F:M— N.
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E—————————————————
Difemorfismos (cont.)

"Ser difeomorfo/a a” es una relacién de equivalencia en el conjunto de variedades:

o Es reflexiva, porque F: M — M, F(p) = p es un difeomorfismo (cuidado: la
estructura diferencial en M debe ser la misma en la salida y la llegada);

@ Si F: M — N es un difeomorfismo, entonces F~1: N — M es un
difeomorfismo;

eSiF:M—= N, G: N— P son difeomorfismos, entonces Go F : M — P es
un difeomorfismo.
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SEE————————————
Difeomorfismos: ejemplos

1. Vimos que R tenia dos estructuras diferenciales. Una estaba dada por el atlas
(R, #(t) = t); la otra por el atlas (R, (t) = t3). A R con la primera estructura lo
denotamos Rj, a R con la segunda R, para diferenciarlos.
Sea F : Ry — R, dada por F(t) = t3.
@ F es diferenciable: su expresién local es F(u) = u;
@ F es biyectiva: es claramente inyectiva, y dado cualquier t € R, t = F(t3);
© Su inversa es F1(t) = t3, que tiene como expresién local F~1(u) = u.
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Difeomorfismo local

Definicién
Una aplicacion F : M — N es un difeomorfismo local si para todo p € M, existen
entornos U de p en M, V de F(p) en N, tal que

Q F(U)=V,

@ Fly: U— V es un difeomorfismo.

Ejemplo: F: R — St
F(t) = (cos2rt,sin27t)

no puede ser un difeomorfismo porque no es inyectiva, pero es un difeomorfismo
local porque para cualquier t € R,

Flie—merm : (t—mt+7) = ST\ {=F(t)}

es un difeomorfismo.
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Cartas k-adaptadas

Sea M una variedad de dimensién n, P C M un subconjunto, p € P
Definicion

Una carta (U, ¢) de M en p se dice que estd k-adaptada a P en p si
¢(UNP)=¢(U)N (R* x {0}")

Notacién: Por {0}"~* indicamos una n — k-tupla de ceros. Cuando escribimos
R* x {0}"~* indicamos el conjunto de puntos de R" de la forma
(x1,. ..y %k,0,...,0) con x; € R, y un total de n — k ceros al final.
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Ejemplo de 1-carta adaptada

Sea 1
S CcR?% p:(—2

)

Sl

La carta de R? dada por

U:{(Xay) t-l<x< 1ay>0}a ¢(X7y):(Xay_ 1_X2)
tiene
o(U)={(u,v) : “l<u<l,v>—/1—u2}
yaquealseru=x,y>0yv=y—+1—x2 entonces v >0—+1— 2
Ests adaptada a S! en p:

@ si (x,y) € S'N U entonces y = V1 — x2y &((x,y)) = (x,0); esto implica
que

p(UNSY) C p(U)N (R x {0}!)
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E—————————————————
Ejemplo de 1-carta adaptada (cont.)

o Queda ver que ¢(U) N (R x {0}!) C ¢(UN S?):

e Como
o(U)={(u,v) : —-1<u<l,v>—-y1-1u?}

entonces

¢(U)m(}Rx{0}1):{(u,v) L -l<u<1l,v=0}

o Por otra parte, si —1 < u < 1, entonces (u,v/1—u2) € S'NUy

o(u,v/1— u?) = (u,0),

asi que

o(U)N (]R x {0}1) co(UNSY
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SEE————————————
Subvariedad regular de M de dimensién k

Definicién
Una subvariedad regular de M de dimension k es un subconjunto S de M que
tiene cartas k-adaptadas en cada uno de sus puntos.

Teorema

Sea S una subvariedad regular de M. Entonces S con su topologia subespacio
tiene una estructura de variedad diferencial de dimansion k.

Demostracion: Para cada punto p de S vamos a construir primero una carta de
Senp:

@ Primero tomamos una carta k-adaptada de S en p, (U, ¢);

@ denotamos por 7 : R” — R¥ la proyeccién
(X0, ooy Xy o e o3 Xn) = (X1y v oy Xk )
@ UNS es abierto en S;
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SEE————————————
Subvariedad regular de M de dimensién k

e mo¢:UNS — RK es continua;
o mo@(UNS) es abierto en R¥: para esto observad que la aplicacién
it RF S R {0V"7F i(xg,..x) = (%1, 05 %k, 0,...,0)

es un homeomorfismo cuando a R* x {0}"~¥ se le da la topologfa subespacio
desde R”; su inversa es precisamente 7|k fo}n—+-
Pero

p(UNS) = p(U) N (R x {0}")

es abierto en RK x {0}, asi que w0 ¢(U N S) es abierto en RX.

o Como 7|gky (on—« s inyectiva y ¢(UN S) C R¥ x {0}, entonces 7o ¢ es
inyectiva en UNS.
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SEE————————————
Subvariedad regular de M de dimensién k

@ 7 0 ¢ es sobreyectiva sobre su imagen, con lo que es biyectiva por el punto
anterior.

o (mo¢)7! estd dada por
E(xty .. x6) = 6 Hxt, ., Xk, 0, ..., 0)
ya que
mopob(xy,...,xk) =m0 (pod ) (X1, Xk, 0,...,0) = (x1,..., %),
asi que es continua.

Ahora que tenemos cartas de S en cada uno de sus puntos, vamos a ver que
podemos extraer un atlas diferenciable de ellas. Para acortar, denotaremos

¢p=mogencada UNS
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SEE————————————
Subvariedad regular de M de dimensién k

Para cada p € S, tomamos una carta k-adaptada a S en p, y las juntamos a
todasen A= {(U, NS, da}

Lema

A es un atlas diferencial en S.

Demostracion.

Como hemos escogido una carta adaptada para cada punto de S, es claro que

Ua(Us N S) = S.

Sélo queda por ver que las cartas son compatibles entre si. Suponemos que
(UaNS)N(UsNS)=U, NUgNS # 0.

bpodt(x1,...,xk) =T 0dgoda-i(x...,x0,...,0)

que es diferenciable porque ¢g o ¢,-1 es un cambio de coordenadas en M. ]
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Subvariedades (cont.)

Ejemplo En el caso de S* C R?, la carta con ¢(x,y) = (x,y — V1 — x2) da como
carta inducida

unst={(x,y)e S : y>0},  o(x,y) =x

ya que mo ¢(x,y) = x.
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Subvariedades (cont.)

Teorema

Si S es una subvariedad de M, entonces la inclusién i : S — M es una aplicacion
diferenciable (cuando se le da a S la ED que recibe como subvariedad)

Demostracion.

Tomamos p € S. Como i(p) = p, hasy que tomar cartas de S en p, de Men py
hallar la expresién local de i en estas cartas.

@ En S tomamos una carta k-adaptada (UN S, ¢);

@ en M tomamos la carta (U, ¢) que dié lugar a la carta anterior.

La expresién local queda:

6~ (xts. o %00, .., 0) —— ¢~ (x1,. .., Xk, 0,...,0)

] .. |+

(Xla"'axk)%(Xla"'vxkaoa""o)
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Subvariedades (cont.)

Teorema

Supongamos que S; C M; son subvariedades. Si F : My — M,_es una aplicacion
diferenciable con F(51) C S,, entonces la aplicacién inducida F : S; — S,
(definida como F(p) = F(p)) es diferenciable.

Demostracion.

Tomamos cartas adaptadas a 5 en p, a S en g = F(p): (U, ), (V) con

F(U) C V. Escribimos ahora la expresién local de F en las cartas
correspondientes de S; y Ss:

6 x ..., % 0,...,0) — > Fopx...,x.0,...,0)

5—1T la

(X1, X)) —————mothoFodL(x,...,x,0,...,0)

que es diferenciable por serlo 7, y 1) o F o ¢~ 1.
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——
Subvariedades del espacio Euclideo

Grafos. Sea A C R” un abierto, f : A — R¥ una aplicacién diferenciable. El grafo

de f era
Fr={(x,f(x)): xc A} C Rk

Una carta n-adaptada a s se obtiene como (comprobadlo)
o U= AxRk
e #(x,y) = (x,y — f(x)), donde x € R", y € R
Por lo tanto I'¢ es subvariedad de R"*%. EI mismo argumento funcionarfa (médulo

renombrar coordenadas) si se construye el grafo de una funcién con dominio
situado en otro plano coordenado.

Lema

Sea S C R™¥ un subconjunto donde para cada p € S existe un abierto O de
Rk tal que SN O es el grafo de una funcién diferenciable sobre alguno de los
planos coordenados. Entonces S es una subvariedad regular de R".
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Valores regulares

Definicion
Sea F : O c R"™* — Rk una aplicacién diferenciable.
@ Un punto critico de F es un punto p € O tal que rango DF(p) < k —1

@ Un valor critico de F es un ¢ € R¥ que es imagen de algiin punto critico de
F.

@ Un valor regular de F es un ¢ € R¥ que no es valor critico.

Ejemplo: F:R3 = R, F(x,y,z) = x> + y? + 2%,
DF(x,y,z) = [2x 2y 22]
con lo que rango DF(x,y,z) < 0'sii (x,y,z) = (0,0,0). Este es el tinico punto

critico. El dnico valor critico es F(0,0,0) = 0, y valores regulares son todos los
ceR, c#0.
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SEE————————————
Subvariedades regulares definidas implicitamente

Teorema

Sea F : O ¢ R"t% — Rk una aplicacion diferenciable. Si ¢ € R* es un valor
regular de F con F~(c) # (), entonces F~1(c) es una subvariedad regular de
R™k de dimension n.

Demostracion: Denotamos
F=(A,..., 1)

Si p € S, DF(p) tiene rango k; suponemos que el menor k X k que no se anula en
p es el formado por

o0f o
OMny1 OXngk
: . S| #0
Ofy Ofy
OXnt1 o OXnik

(si no, lo que sigue se adapta tras una reordenacién de los x!s).
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Subvariedades regulares definidas implicitamente (cont.)

Por el teorema de la funcién implicita, existe un abierto A x B C R"* de p con
ACR" B C R tal que

F )N (Ax B)={(x,g(x)) : xc A}
donde g : A — B es diferenciable. En otras palabras,
FY(c)N(Ax B)=T, elgrafodeg

y por lo tanto hay una carta n-adaptada a F~!(c) en p, i.e, F71(c) es
subvariedad de dimensién n. O
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Cartas en la estructura de subvariedades Euclideas

A menudo tenemos cartas (o parametrizaciones) de una n-subvariedad S C R™,
y queremos determinar si se hallan en la estructura diferencial de S como
subvariedad. Para esto, el siguiente resultado es dtil:

Teorema

Sea A C R" un abierto, £ : A — R"** una aplicacién diferenciable con
0 A)cCS;
Q ¢: A — &(A) es biyectiva;
@ para todo a € A, DE(a) : R" — R™"X tiene rango n.

Entonces & : A — £(A) es una parametrizacion de S con su estructura de
subvariedad diferencial (i.e, (§(A), (£l¢(a)) ™) es una carta de la ED de S).

La demostracién se da a continuacién, pero primero necesitamos una observacion
sobre cartas en general de R™ con su estructura usual.
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Cartas de R™

Lema

(U, ¢) es una carta de R™ con su estructura usual si y sélo si U es abierto en R™
y ¢ U— ¢(U) es un difeomorfismo en el sentido habitual de Cdlculo Ill (i.e, ¢
diferenciable, biyectiva, inversa ¢! diferenciable).

Demostracién.
Si (U, ¢) es carta de la estructura diferenciable de R™, entonces debe ser
compatible con la carta del atlas (R™,4(p) = p). Por lo tanto los cambios de

coordenadas ¢ o0 1 "1(p) = ¢(p) y 1 o ¢~1(p) = ¢~ (p) son diferenciables, luego
¢ es un difeomorfismo.

La reciproca es inmediata: como ¢, ¢! son diferenciables, los cambios de
coordenadas con (R™, ¢ (p) = p) son diferenciables, y la carta (U, ¢) se halla en la
estructura diferencial de R™. O

v

Luis Guijarro ( UAM) Variedades: introduccién 22 de noviembre de 2010 58 / 77



E—————————————————
Cartas en la estructura de subvariedades Euclideas (cont.)

Seaac A £a)=pcS,y(U,o) una carta de R""* adaptada a S en p. Como
¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo entre abiertos de R"** por la pantalla anterior,
tenemos que D¢(p) es un isomorfismo lineal, y por tanto

rango D(¢ o £)(a) = rango D¢(p) o DE(a) = rango DE(a) = n.

Pero ¢po&(x1,...,xn) = (A(x1,.. s Xn)s -, Falx1,. .., %), 0,...,0) porque
&(A) C S,y ¢ estaba adaptada a S.

Por lo tanto

o, o
8—X1(a) axn(a)
of, s
D(¢o¢)(a) = aXl(a) aX"(a)
0o ... 0
o o
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E—————————————————
Cartas en la estructura de subvariedades Euclideas (cont.)

Asi que
0f oh
aixl(a) e axn (a)
1 |#o0
of, of,
ox, (a) ... . (a)

Pero la carta de S que corresponde a (U, ¢) es (UN S, p=mo @). Asi que

po&(xts xn) = (A(Xts- s Xn)s s Fo(X, oy Xn))

tiene jacobiano no singular en a, y por el teorema de la funcién inversa es
localmente invertible con inversa diferenciable.

Ahora podemos establecer el teorema:
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E—————————————————
Cartas en la estructura de subvariedades Euclideas (cont.)

° 505 es diferenciable porque es composicién de aplicaciones diferenciables:
£ A RIUTK ¢ RUTK 5 RO o RUTR R

o £1o ¢ 1 es diferenciable: si b € £ o ¢(A), b= ¢ o ¢(a) para algiin a € A.
Como

£log = (go8)!

y ésta dltima es diferenciable en b por el argumento anterior, {1 o ¢~ 1
también lo es.

Esto demuestra que (£(A),£71) es compatible con las cartas de subvariedad de S.
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Acciones de grupos

Definicién
Sea G un grupo con elemento neutro e, X un conjunto. Una accion de G en X es
una aplicacion
0:GxX— X, (g,x) = g-x
tal que
Q@ e x = x para cualquier x € X
@ g-(h-x)=(gh) - x

Ejemplos:
e X=52G=Zy={1,-1}.1-x=x,-1-x = —x.
e X=R,G=7Z, m-x=x+m.
e X=R2 G=72 (mn)-(x,y)=(x+m,y+n).
@ X = Gy un grupo, G = H un subgrupo de Gi; h- g = hg, el producto del
grupo.
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——
Espacios cociente

La érbita de x es el subconjunto de X dado por
G-x:={g-x:geG}
El estabilizador de x es el subconjunto de G dado por
Gy:={geG:g x=x}
Hay una relacién de equivalencia en X dada por:
x~y<= hayunge Gtalqueg -x=y
Sus clases de equivalencia son las érbitas.
Definicion

X /G es el espacio cociente que se obtiene mediante esta relacién de equivalencia.
Se le suele llamar el espacio de drbitas.
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|
Acciones diferenciales

G un grupo discreto (i.e, un grupo con la topologia discreta, aunque para nuestros
efectos serd un grupo con una cantidad numerable de elementos, como Z, Z", Z,,
dihedrales, productos de estos o similares).

Fijamos g € G. Hay una aplicacién
Og : X = X, X =g X
que es una biyeccién con inversa 0-1:

O-100s(x)=g 1 (g-x)=(g 'g) x=e-x=x

Definicidn

Sea M una variedad diferencial, G un grupo discreto, y 8 : G x X — X una
accion. La accién se llama diferenciable si cada aplicacion 05 : M — M es un
difeomorfismo.
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Acciones diferenciales: variedades cociente

Teorema

Sea M una variedad diferencial de dimensién n. Supongamos que G actia sobre
M cumpliendo lo siguiente:

@ Para todo x € M, existe un entorno abierto U, tal que los conjuntos
g - Uy, g € G son todos disjuntos.

@ Para todo par x, y € M cony & G - x, hay entornos Uy de x, Uy de y tal que
para todo g € G, gUy N U, =0

Entonces la topologia cociente en M/ G es Hausdorff, y admite una (y sélo una)
estructura diferencial para la que 7 : M — M /G es un difeomorfismo local.

La primera condicién implica en particular que para cualquier x e M, g - x = x
implica g = e.

Para ayudarnos a entender la segunda condicién, observamos que y &€ G - x
significa X # y en M/G.
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Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

Demostracion:

1. M/G es Hausdorff: Sean %, y puntos diferentes de M/G. Tomamos x,y € M
con w(x) =X, m(y) =y y Ux, U, como en la segunda hipétesis del teorema.

7(Uy) es un entorno abierto de X en M/G porque
7T_17T(UX) = Ugecg - Ux,
que es abierto en M. Lo mismo ocurre con ’/T(Dy) e y. Los denotamos U, y Uy
respectivamente.
U,N U, = 0, porque si z € Uy N Uy, entonces
e hay un z € U, con n(z) = z;

@ hay un elemento en la érbita de z que estd en U,, ie hay un g € G con
gz e U,.

Por lo tanto gz € gUX N Uy # (). Esto contradice la hipétesis del teorema.
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Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

2. M/G es variedad topoldgica: Construiremos una carta en cada punto
xeM/G.

Para ello empezamos con el abierto U, dado en la primera hipdtesis del teorema.
Observamos que 7 : Uy — w(Uy) es biyectiva: si z,z' € Uy

(z) =n(2') <= z=gZz paraalgin g€ G

lo que implica z € gU, N Uy, y por tanto g = e, z = 7.

Si (V,¢) es una carta de M en x, tomamos U = U, N V. Se sigue cumpliendo
que los gU son disjuntos (ya que lo eran los gUy)

Ademds U = 7(U) es abierto en M/G, ya que 7 17(U) = Uzecg - U es abierto
en M.

La carta que tomamos en M/G es
o U=mn(U);
o ¢ =dpo(mly)
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E—————————————————
Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

¢ es continua: basta verlo para (7|y) ™! : 7(U) — U ya que ¢ lo es. Para ello,
recordamos que para ver si una aplicacién desde un cociente es continua hay que
mirar a la flecha diagonal del diagrama

U p
N N\

(o)™

que es claramente continua.
¢ es biyectiva por serlo ¢ y (7|y) L.

¢! es continua: 7|y y ¢ eran invertibles, asi que ¢! coincide con 7|y o ¢~ ?
que es composicién de aplicaciones continuas.

De todo ello deducimos que (m(U), ¢) es una carta en X. Como este punto es
arbitrario, hemos construido cartas en cada punto de M/G.
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E—————————————————
Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

3. M/G es variedad diferencial: En el punto anterior hemos construido cartas
para cada punto de M/G. Ahora vamos a comprobar su compatibilidad.

o Empezamos tomando cartas (m(U), ¢), (w(V),) en el cociente M/G con
m(U) N (V) # 0. El problema principal es que esto no implica que
UnNV #£0, sino sélo que en U y en V hay puntos de la misma clase de
eqU|va|enC|a Esto compllca un poco el calculo del cambio de coordenadas
1o ¢~ (el cambio ¢ 01! se hace de forma andloga alo que sigue).

e Sea xp € ¢(m(U) Nw(V)). Vamos a ver que 1 o ¢~ es diferenciable en xo.
Nuestro objetivo es encontrar un entorno A de xg contenido en
d(m(U) N (V) en el que ¢ o ¢~ sea diferenciable.

e Sea Zy = ¢ (x) € 7(U) Nw(V). Hay un tnico z, € U con 7(z) = Zo (ya
que 7|y : U — w(U) es biyectiva)

e Como Zz también pertenece a 7w(V/), hay un dnico g € G con gz € V, ya
que 7 es inyectiva en V.
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E—————————————————
Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

@ En zy puedo escoger un entorno U,, C U suficientemente pequefio para que
0g(U,,) esté contenido en V. Ademds puedo suponer que U, es conexo, sin
mas que quedarme con la componente conexa que contiene a zg.

@ Como U,, es abierto, también lo es ¢(U,,) C R". Este serd el A que
buscabamos. Ademas
x0 = (20) = ¢ o} (20) = ¥(20) € B(Uz) = A
e En Uy, (m|v)~ o (7|y) coincide con 6,:
(zv) "o (7lu)(2) = (7]v)~*(2)
que es el tnico elemento de V en la misma clase que z, lo que lo fuerza a ser
Og(2).
@ Ahora calculamos el cambio en A:

Yo g (x)=($o(nlv) o(tuod ) =vobyost

que es diferenciable. O
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Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

Lema

En las condiciones del teorema, m : M — M/G es un difeomorfismo local

Demostracion.

Dado un x € M, tomamos cartas (U, ¢) en x como en el teorema, (7(U), ®) en

7(x) = Xx. Como 7 es biyectiva en U, sélo hay que ver diferenciabilidad de 7|y,
(mlu) ™.

Uiﬂ)ﬂ’(u) ¢71(X17""Xn)*W>7T(¢71(X1a"'axn))
¢>“T i&?—m(ww)l ¢‘1T i%—@(ﬂu)l
(V) — (V) CTPES p— )
La otra diferenciabilidad se demuestra igual. ]
Variedades: introduccién
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E—————————————————
Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

Lema
La ED obtenida en M/G es la tnica que hace de m un difeomorfismo local.

Demostracion.

Si (U, ®) es una carta en una estructura diferencial que hace de 7 un

difeomorfismo local, entonces para cualquier carta (7(U), ¢) de nuestra estructura
diferencial, se tiene

g0~ = (dom|y)o (x|t o)

que es composicién de aplicaciones diferenciables (en su dominio de definicién).
La diferenciabilidad de ® o ¢~ se demuestra igual. ]

v
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Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

Observacion 1: A veces las condiciones del teorema son engorrosas de
comprobar. En algunas situaciones especiales, hay atajos para evitarlo:

Lema

Supongamos que ademds de variedad, M tiene una métrica d y

Q paracadag e G, 0, : M — M es una isometria de la métrica:
d(gx,gy) = d(x,y) para todos g € G, x,y € M

@ para cada x € M, hay un e > 0 tal que el conjunto de puntos Gx = {gx}
estd e-separado, i.e,

d(x,gx) > ¢ para todo g € G,g # e

@ G, = {e} para todo x € M (i.e, la accién es libre)

Entonces la accién de G cumple las condiciones del teorema anterior, y M/G es
una variedad diferencial.

v
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E—————————————————
Acciones diferenciales: variedades cociente (cont.)

Observacion 2: Hay una versién del teorema para variedades con borde, dando al
final como cociente otra variedad con borde de la misma dimensién que M. Las
cartas en puntos del borde de M/G se obtienen como en la demostracién del
teorema original, sélo que empezando con cartas del borde de M.

Observacion 3: Para hacerse una idea de qué espacio puede ser M/G en casos
especificos, se suele usar un dominio fundamental de la accién.
Definicion
Un dominio fundamental de G x M — M es un subconjunto cerrado D C M tal
que

@ M es la unién de todos los g - D, g € G;

@ /a interseccion de g - D y h- D tiene interior vacio para todos los g, h € G.

La primera condicién dice que D contiene representates para todas las érbitas de
la accién; la segunda que el nimero de 6rbitas repetidas en D son "pocas’. M/G
se obtiene mirando a D y viendo qué identificaciones hay que hacer en D
correspondientes a Orbitas repetidas.
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——
Apéndice: Aplicaciones diferenciables F : R” — R™

Sea O un abierto en R", que usaremos como dominio de una aplicacién. Sea

F:0—=R"
una aplicacién. F se escribe como
F=(f, -\ fm),
donde cada f; = fi(xq, ..., x,) es una funcién.

Una aplicaciéon F : O C R” — R™ es diferenciable cuando cada funcién f; lo es.
En este caso,

oh of
axl( ) - 500
DF(a) = :
af Ofm
5‘X1( a) ... ax,,(a)

es la matriz de la diferencial.
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Teorema de la funcidn inversa

Teorema

Sea F: O C R" — R" una aplicacién diferenciable donde O es un abierto. Si
det DF(a) # 0, entonces existen entornos A de a, B de F(a), tal que F(A) =B, y
F|s: A — B es invertible con inversa diferenciable.

F : O1 — O es un difeomorfismo si es diferenciable, biyectiva, con inversa
diferenciable.

F es un difeomorfismo local en a € A si existen entornos A de a, B de F(a) tal
que F(A) = B,y F|,: A— B es invertible con inversa diferenciable.
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Teorema de la funcién implicita.

Teorema

Sea F : R" x RX — Rk una aplicacién diferenciable en un conjunto abierto que
contiene el punto p = (a, b). Supongamos que F(a,b) = ¢, y que el menor

afn+1
Oxpy1

0 f,;+k
aXn+1

en el punto (a, b). Entonces

afn+1
OXnyk

0 fr;+k
OXnyk

£0

@ existe un entorno abierto de (a, b) de la forma A x B y una aplicacion
diferenciable g : A — B tal que F(x,g(x)) = ¢ para todo x € A;

o F1(c)N(Ax B)={(x,g(x))

ix €A}

Es evidente que si el menor k X k que no se anula es otro, entonces una
reordenacién de coordenadas nos permite obtener una conclusién similar.
Variedades: introduccién
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