GEOMETRIA 11T, PROBLEMAS 7 Segundo semestre, 2009/10.

1. Conteste a los siguientes apartados:

= Si g es la métrica euclidea en R3, e i : §2 — R3 es la inclusién, escriba la métrica i*g en la carta de 52
cuya parametrizacién correspondiente es

€:(0,2m) x (0,7) = S?%,  &(u,v) = (cosusinv, sinusinv, cosv).

» Repita lo anterior si ahora la métrica escogida en R3 es g = e® dx? + (22 + 1) dy? + dz? y la carta es
(U, ¢(x,y,2) = (z,y), donde U = { (z,y,2) : z > 0}.

2. Consideremos el disco unidad abierto con la estructura de subvariedad de R? (la identidad es la tnica
carta en ambos casos). Se llama disco hiperbdlico (o disco de Poincaré) a la variedad Riemanniana
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D= {(u,v) €R? : u?+v% <1}, R S R

1. Si H es el plano hiperbodlico, demuestra que la aplicacion
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22+ (1+y)" 2+ (1+y)°

f:H =D, f(I,y)<

es una isometria. (Para ver que es un difeomorfismo puede ser 1til recordar, de los cursos de variable

compleja, como actia la transformacién de Mobius z — zer)

2. Sea vy :t— y(t) = (e!,t?), t € (1,5) una curva en H. Calcula la norma de 7/(2).

3. Siy(t) = (x1(t),y1(t)) vy 12(t) = (x2(t), y2(¢)) son dos caminos suaves en H tales que 1 (t1) = Y2(t2) =
p, demuestra que el angulo que forman -1 y 72 en p es el mismo si se mide con la métrica Euclidea o
si se mide con la métrica hiperbdlica.

4. Calcula la longitud de un segmento vertical arbitrario en H.

5. Demuestre que la curva més corta entre los puntos (x,yo) y (x, y1) es el segmento vertical v(t) = (x, t),
to <t <t1, y que por tanto, su reparametrizacion por arco es una geodésica.

6. Si f(x,y) = logy, calcula el campo de vectores V9 f gradiente de f respecto de la métrica gy. Determina
si |V9f]| es acotado.

3. Conteste a los siguientes apartados:

1. Demuestre, usando coordenadas, que, con la métrica que recibe S? de R?, la aplicacién antipodal
f: 8% = S? es una isometria.

2. Use la definicién de isometria para demostrar la siguiente generalizacién de lo anterior:

Sea S C R™ una subvariedad con la métrica i*g, donde g es la métrica euclidea de R" e 7 : S — R”
es la inclusién. Supongamos que F' : R™ — R™ es una isometria con F(S) C S. Entonces la restriccién
G:S— S (ie, G(p) = F(p), p € S) es una isometria de S.



4. Sea S el subconjunto de R* definido como
S={(x,y,2,t) :xzy=2t=1}
con la métrica heredada de R*.
» Escriba la expresién local de la métrica en la parametrizacién de S definida por &(u,v) = (u, 1/u,v,1/v).
= Halle la curvatura Gaussiana de S.

» Sif:8 — Reslafuncién f(x,y, z,t) = xz, escriba el gradiente V9 f en términos de la base coordenada
asociada a la parametrizacién.

» Decida si la aplicacién F : S — R?, F(x,y,2,t) = (, z) es una isometria.

5. Métrica en P?(R):

1. Usando la accién de Zs en S?, ponga una métrica en P?(R) = S2?/Z, para la cual la proyeccién
7 : 5% — P?(R) sea una isometria local.

2. Calcule la longitud de la imagen del ecuador de S? mediante 7.

6. Campos de Killing: Sea (M, g) es una variedad Riemanniana; un campo de vectores X se llama de Killing
si su flujo 6 : R x M — M cumple que 6; : M — M es una isometria para todo t € R.

0
1. Calcule el flujo del campo —y% + aja—y en R?, y deduce que es de Killing para la métrica euclidea
(d2)? + (dy)*.

2. Compruebe que para cualesquiera constantes a,b € R, los movimientos helicoidales de R3

x cosat —sinat 0| |z 0
y| — |[sinat cosat O |y| + |0
z 0 0 1| |z bt

son isometrias de R3 con la métrica Euclidea.

0 0 0
3. Deduzca de lo anterior que los campos de vectores —ay— + ax— + b— son de Killing.
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7. Conteste a los siguientes apartados:

= Calcule el flujo del campo xaﬁ + yag en el espacio hiperbdlico, y deduzca que es de Killing.
x Y

= Calcule el flujo del campo fyg + xag en el disco de Poincaré, y deduzca que es de Killing.
Y
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