GEOMETRIA III, PROBLEMAS 6 Segundo semestre, 2009/10.

1. P%(R) es el plano proyectivo con la estructura diferencial estudiada en clase.
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= Sea f: P2(R) — R definid TRyl
ca f (R) — efinida como f[z,y, 2] 22 4 y2 + 22

(U, ¢) donde

Halle la expresién local de df en la carta

U={ley2) s 240k dleyzl = (3.2).

’
z z

» Sip=10,0,1], halle el valor de df, 28‘ —38‘ , donde 2, 2 son los vectores coordenados de
u|, Ov|, ou’ Ov

la carta anterior.

» Si7: 5% — P2(R) eslaaplicacién w(x, y, z) = [x,9, 2], escriba 7* (df ) en la base de vectores coordenados
correspondiente a la carta (U, ¢), donde U = {(x,y,2) € S : 2> 0}, vy ¢(w,y, 2) = (x,9).

2. Sea M el conjunto de todas las circunferencias del plano R?. Recuerde que M admite una estructura de
variedad de dimensién 3 con un atlas de una sola carta (M, ¢) donde ¢(C) = (z,y,r) € R? x R, para una
circunferencia C' € M.

(a) Si f: M — R es la funcién que asigna a una circunferencia C' el valor del drea del circulo con frontera
C, halle df en la carta anterior.

(b) Sea m : M — R? la aplicacién que lleva cada circunferencia en M a su centro. Decida si puede haber
alguna 1-forma o en R? tal que df = m* .

(c) Supongamos en la carta (M, ¢), el campo de vectores X se escribe como

0 0] 0

Halle el flujo de X y uselo para ver dénde envia la circunferencia de centro el origen y radio 1 tras un
tiempo t = 1.

3. Sea M el conjunto de las matrices 2 x 2 con entradas reales. Tras identificarlo con R*, M recibe una
estructura diferencial a partir de la estructura diferencial usual de R*.
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1. SiCt) = {

} , definimos la aplicacion
0:RxM—M, 0t A)=Ck)-A

Demuestre que es un flujo en M, y halle su generador infinitesimal.

2. Demuestre que si X es un campo de vectores en una variedad arbitraria, y si X, = 0 para algin punto
p, entonces la curva integral de X por p es constante.

3. Compruebe lo anterior en el caso del flujo y del campo X que aparecen en el primer apartado del
problema.



4. Sea S el subconjunto de R* definido como
S={(x,y,2,t) :xzy=2t=1}

= Si Z es el campo de vectores de R* dado por

Z—xz— g—i—zg—tg
- oz y@y 0z ot

el campo X = Z|g es un campo de vectores suave en S como vimos en la hoja anterior. Halle su flujo.

5. Sean f,g: M — R funciones suaves.
= Si f: M — R es una funcién constante, demuestre que df = 0.

= Demuestre que si M es conexa y df = 0, entonces f es constante.

s Demuestre que d(fg) = gdf + f dg. Halle la férmula correspondiente para d (f>
g

6. Sea a = xdx + ydy + zdz una 1-forma en R? (escrita en la carta usual). Si i : S? — R? es la inclusién,
halle i*a.

7. Expresa la 1-forma = dx + y dy en coordenadas polares.

8. Si a es una 1-forma en R? y ¢ : [a,b] — R? es una curva suave, definimos la integral de a sobre ¢ como el

valor .
/ o= / ey (€ (1)) dt

Demuestre que si & = df para una funcién f : R? — R, entonces

/ df = f(c(b)) — f(c(a))




