GEOMETRIA III, PROBLEMAS 1 Segundo semestre, 2009/10.

1. Sea X; una variedad topoldgica (sin borde) de dimensién n;. Sea Xo variedad topoldgica de dimensién
ns. Demuestre que

e Si X5 no tiene borde, X; x X, es una variedad topolégica (sin borde) de dimensién ny + ns.

e Si X5 tiene borde, X; x X5 es una variedad topolégica con borde de dimensién ni + no. ;Cuél es el
borde de X7 x X357

2. Sea X C R? la unién conjuntista de todas las rectas que pasan por (0,0), excepto la horizontal.
Demuestre que si damos a X la topologia inducida de R? entonces X no es una variedad topolégica.

3. Este ejercicio es muy ttil cuando hay que trabajar con la topologia cociente.

1. Sea X un espacio topoldgico compacto. Demuestre que si f : X — Y es una biyeccién continua sobre
un espacio de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

2. Sea Z un espacio topoldgico en el que hay definida una relacién de equivalencia ~. Denotamos por
X =7/ ~ypornm:Z — X el espacio y la aplicacién cociente respectivamente. Deduzca bajo qué
condiciones una aplicacién f : Z — Y induce una aplicacién g : X — Y con f = gox. ;Es g continua
siloes f7

3. Suponga ahora que X es compacto e Y Hausdorff. Demuestre que una aplicacién continua y sobreyec-
tiva f: Z =Y con f(z) = f(2) sii z ~ z’ induce un homeomorfismo g: X — Y.

4. En Z =[0,27] x [0,27] definimos la relacién de equivalencia:

(0,y) ~ (2777?4) ) (;C,O) ~ (z,2m) , (2, y) ~ (1:73/)

Demuestra que X = Z/ ~ es homeomorfo a el toro S' x S! (como variedad producto). Dé también un
homeomorfismo explicito de X a una superficie de R? (conviene repasar el curso de curvas y superficies)

5. Otra forma de obtener el plano proyectivo es como un conjunto cociente. En X = R3\ {(0,0,0)},
definimos la relacién de equivalencia p ~ ¢ sii existe un nimero real A # 0 tal que ¢ = Ap. El conjunto
cociente X/ ~ se denota P5(R).

1. Demuestre que U = {[x,y, 2] : © # 0} es un abierto de P2(R) con la topologia cociente.

2. Demuestre que ¢ : U — R?, ¢([z,y,2]) = (£,2) esta bien definida, y es un homeomorfismo sobre su
imagen.

3. De lo anterior, (U;¢) es una carta de P>(R). Demuestre que P>(R) es una variedad topoldgica con-
truyendo de forma similar cartas en cada uno de sus puntos.

6. En S? consideramos la relacién de equivalencia donde un punto p se identifica bien con si mismo, bien
con su antipodal —p. Denotamos por Z su espacio cociente.

1. Demuestre que Z es compacto.

2. Construya un homeomorfismo F' : Z — P5(R) (y demuestre que lo es asumiendo que P>(R) es com-
pacto).



3.

De un argumento geométrico (no enteramente riguroso) para convencerse de que P(R) contiene una
banda de Moebius cuyo complemento es un disco.

7. En R se considera la relacién de equivalencia @ ~ y sii x — y € Z; llamamos X al espacio cociente R/ ~.

1.

2.

Demuestre que U = {[t] : ¢t € (0,1) es un conjunto abierto en X;

si m: R — X es la proyeccién cociente, demuestre que 7|34y : (3,4) — X es un homeomorfismo de
(3,4) sobre U;

concluya que (U, (71"(374))_1) es una carta en X;

construya cartas andlogas a la anterior para demostrar que X es una variedad topolégica de dimensién
uno.




