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Capitulo 1

Notacion y complementos de
calculo

1.1. Notacion

Un punto genérico de R™ seréd designado en este capitulo por z = (z!, ...,

z™). Se denota por r* : R" — R la aplicacién dada por r(z!,... ") = 2%,
i=1,....,n. Sie = (1,0,...,0),...,¢e, = (0,...,0,1), {rt,...,7"} es la
base dual de la {e1,...,e,}.

Sea U un abierto de R™ y f : U — R" una aplicacién. Se designa
por f' la aplicacién compuesta r* o f, de forma que, si x € U, f(z) =

(r'(f(z),...,r"(f(x))) = (fY(x),..., f"(x)); por este motivo se suele es-
cribir f = (f%,..., f").Si (y},...,y") denota un punto genérico de la imagen
de f se tiene

(1.1)

Yy = f”(a:l, coo, ™)

y se dice que 1.1 son las ecuaciones de f. Por ejemplo, la aplicacién de R? en
R? que consiste en multiplicar por la izquierda por la matriz

2 -1 4
1 3 =2
viene dada por las ecuaciones

vt = 22t — 2?4 423
y? = o'+ 32% — 227
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Si L es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales y u es un
elemento del espacio vectorial origen, se designa por L-u a la imagen de u
por L.

Se dice que f es derivable en xy € U si existe una aplicacion lineal de
R™ en R™, Df(xg), tal que

1/ (x) — (f (o) + Df (wo)-(x — 20))]

lim =0 1.2
== ool 2
donde ||| representa la norma euclidea de R" para todo h. Aqui es fitil

recordar que todas las normas de un espacio vectorial real de dimension
finita son equivalentes.

Si existe Df(zg), queda definida de manera tnica por 1.2 y se llama
derivada de f en .

Se puede demostrar que, si f es derivable en z(, todas las derivadas par-

ciales
0, (w) = L) =
, L - , 1 i
~ i fixh, ... 2 ,:1:(])+A,:1:%+,...,$8)—f’($é,...,x€) o W S 7
A—>0 A

existen, y se tiene

u? ul ul

Df(zo)- | ¢ | =Juf-| + |,paratodo| : | €R™

m m

u u

donde J,, f es la matriz jacobiana de f en xo,

o f1 o f1

(o), .., £ (mo)
Juof = :

afm afm"

8{61 (l’g), R 85{771 (xO)

El reciproco no es cierto, pero, si existen las derivadas parciales en un
entorno de xy y son continuas en zg, entonces f es derivable en z.

Sea U’ un abierto contenido en U. Se dice que f es derivable en U’ si lo
es en todo punto de U’. Si tal cosa ocurre se llama derivada de f en U’ a la
aplicacién Df : U' — L(R™,R™), donde L(R™, R") representa al conjunto
de las aplicaciones lineales de R™ en R™, que hace corresponder a cada u € U’
la derivada de f en wu.
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Sea M el espacio vectorial real formado por las matrices reales n x m. La
aplicacién de M en R™" que a cada matriz

ai, y
n n
at, ..., ap,
hace corresponder (ai,...,al ... a7, ... a"), es un isomorfismo de espacios

vectoriales. La composicién de este isomorfismo con el que resulta de hacer
corresponder a cada elemento de £(R™, R"™) su matriz en la base canénica,
nos proporciona un isomorfismo de L£(R™ R") sobre R™". Si identificamos
estos espacios vectoriales mediante él, D f puede ser considerada como una
aplicacion de U’ en R™™. Diremos que D [ es continua o que es diferenciable
en un punto de U’ si lo es como aplicacién en R™™.

Con esta identificacién se puede escribir

B afl afl afn afn
pr- (05, ofor o

Diremos que f es de clase C! en U si es derivable en U y su derivada es
continua. Vemos que f es de clase C* sii sus derivadas parciales existen y son
continuas.

Si Df existe y es derivable en U, su derivada se llama derivada segunda
de f y se designa por D?f. De manera similar se definen, si existen, las
derivadas de orden superior. La derivada p-ésima, DP f, tiene por funciones
componentes las derivadas parciales de orden p de las funciones componentes
de f.

Se dice que f es de clase C? en U si existen sus derivadas sucesivas hasta
el orden p y son continuas. La funcién f es de clase CP si existen y son
continuas en U las derivadas parciales de orden p de cada componente de f.

Se dice que f es de clase C'* si es de clase C? para todo p.

Sea f declase C",r > 1,en U y h:V — RP donde V es un abierto de
R™ que contiene a f(U), de clase C" en V. Entonces h o f es de clase C" en
U y se tiene (regla de la cadena)

D(ho f)(u) = Dh(f(u)) o Df(u)

para todo u € U. En realidad la regla de la cadena dice algo mas: dice que
si f es derivable en w y h lo es en f(u), entonces se tiene la relacién anterior
aunque las derivadas no sean continuas.
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Obsérvese que las ecuaciones de h o f son

yt=ht(f 2t ™), (L a™))

: (1.3)
yP = hP(f(xt, . ™), Mt ™))
y la regla de la cadena nos dice que
Ju(ho f) = Jrwh - Juf
es decir
d(ho f) « x~OW N
Sean A, B',..., B¥ conjuntos y ¢' : A — B, i =1,...,k, aplicaciones.
Designaremos por (g',...,g"*) ala aplicacién de A en B! x ... x B* definida
por (g%, ...,¢%)(a) = (¢*(a),...,g"(a)), para todo a € A. Se dice que ¢ es la
funcién componente i-ésima de (g', ..., g*).

Sea ¢ una aplicacién de U en R, V un abierto de R""® que contiene a
(f,9)(U)y h:V — R%L Si (f,g) y h son de clase C?, p > 1, entonces
ho(f,g) es de clase CP y se tiene (regla de derivacién parcial)

D(ho (f,9))(u) = D(h(-, g(w)))(f(w)) o Df(u) + D(h(f(u),-))(g(u)) o Dg(u)

donde h(-,g(u)) es una aplicacién de un entorno de f(u) € R™ en R? dada
por h(-,g(u))(v) = h(v,g(u)) y h(f(u),-) es una aplicacién de un entorno de
g(u) € R” en R? dada por h(f(u),-)(t) = h(f(u),t).

En las condiciones anteriores, las ecuaciones de h o (f, g) son

yt=ht(f ™), M a™), g (2t ™), P (et L ™)

y? = hi(f(xt, . a2t ™), g (et a™)

las de h(-, g(u)) son

g1 = R, ot g (W), 6P ()
y las de h(f(u),-) son

yt =R ), (), 2T )

yi = hA(FL (), fo(), e, )
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La regla de derivacién parcial dice que

Ju(h o (f,9)) = Jpwy(h(-, 9(w))) - Juf + Ty (R(f(u),-)) - Jug

es decir
d(ho(f,g9) —=0h, 4 o W OfF
al‘j _ pt 8Ik(f (U),,g (u>>8l’j+
-, pn
2 e A S G

Vemos aqui que la férmula puede obtenerse como consecuencia de la regla
de la cadena.

Si A',...,A* B!, ..., B* son conjuntos y ¢/ : A7 — B’ aplicaciones,
j=1,...,k, denotaremos por g! x ... x ¢* la aplicacién definida por

g'x.. . xgb (... d") € Alx.. . xAF — (gY(d),..., ¢"(d")) € B'x...xB"

1.2. Funciones analiticas y funciones meseta

Otra familia importante de funciones es la constituida por las analiticas:
si U es un abierto de R™, la aplicacién f : U — R™, f = (f1,..., f") se dice
analitica en 2o = (z},...,2]") € U si existen series de potencias P!,..., P"
tales que fI(zt,...,2™) = PI(z' —x}, ..., 2™ — x") para todo (z',... 2™)
en un entorno abierto de . Se dice que f es analitica en un abierto, U’, de
U si lo es en cada uno de sus puntos.

Si f es analitica en U’, es C en él, pero el reciproco esta lejos de ser
verdad, pese al teorema de Taylor: si una funcion es C*° en un entorno de
un punto, se puede construir su serie de Taylor alrededor de ese punto, pero
ésta no tiene por qué converger a la funcion.

Si f es analitica en U’, nula en un abierto contenido en U’ y U’ es un
abierto conexo, entonces f es nula en U’. En cambio existen funciones C*° en
R™, no nulas, que se anulan en abiertos. Un ejemplo son las funciones meseta,
que describimos a continuacion.

Sean a,b € R, 0 < a < b. Se designan por B, y B, las bolas abiertas de
centro 0 y radios a y b respectivamente en R", n > 1.

Teorema 1.2.1 Eziste una funcion con valores en [0,1] y C* en R" que
vale 1 en B, y 0 en el complementario de B,.

Para demostrarlo usaremos el lema siguiente
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Figura 1.1: Funciéon meseta

Lema 1.2.2 La funcion

0 st <0

fle) =9 1
(z) { ez st x>0
es C.

Demostracion. Veamos por induccion que

0 st <0

/() :{ Py(D)et siox>0,

donde P, es un polinomio.
Se cumple para n=0. Admitamoslo para n. Se tiene obviamente

0 ) <0
f(n-l—l(x) — { 1 SZ, t

PHH(%)e = st x>0.
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para algin polinomio P, ;.
En z = 0 tenemos

(n(z) — fn P, (L) et
z—0t xz z—0+ €

(n(g) — f(n
) - S0
z—0~ xz

luego f™"*1(0) existe y es 0, de forma que f"(z) tiene la forma indicada.

O

Demostracion de 1.2.1. La funcién f(x —a)+ f(b— ) no se anula nunca,
coincide con f(x — a) para x > by con f(b— x) para x < a, por lo que

b
N [ ()

es una funcién con valores en [0, 1], vale 1 para = < a y 0 para x > b.
Si definimos

F:(xl,...,x”)ER”—>g<\/x12+...+x”2>ER

obtenemos una funcién con valores en [0, 1], que es obviamente C* en R™ —
{0}. Pero F vale 1 en B,, por lo que sus derivadas parciales en B,, existen y
son continuas. En particular existen y son continuas en 0.

De manera similar, si consideramos los hipercubos de aristas 2a y 2b:

Pa:{xGR”:—a<xi<a, izl,...,n}

Pb:{xER":—b<xi<b,i:1,...,n},

tenemos el siguiente teorema

Teorema 1.2.3 Euxiste una funcién con valores en [0,1] y C™ en R™ que
vale 1 en P, y 0 fuera de Py.

Demostracion. La funciéon L(z!,...,2") = g(|z'])...g(]z"]) cumple lo
pedido.
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1.3. Inmersiones, submersiones y difeomor-
fismos

Definicién 1.3.1 Sea U un abierto de R™ y f una aplicacion de U en R™
de clase CP, p > 1. Dado x € U se dice que f es una inmersiéon C? en x si
su derivada en x es inyectiva. Se dice que f es una inmersion CP silo es en
cada punto de U.

Puesto que la derivada de f es una aplicacion lineal de R™ en R", si f es
una inmersién en algin punto, ha de ser m < n.

Ejemplo 1.3.2 Sea m < n. La aplicacién
jlm,n): (z',...,2™) € R™ — (2*,... 2™, 0,277 0) € R"

viene dada por las ecuaciones

y =

yr=uw

ym+1_0
\ yn:O

luego es C*° y su matriz jacobiana es

( Lyxm )
O(n—m)xm

donde Iy« es la matriz unidad m x m y Og—m)xm €s la matriz nula
(n —m) x m. Esta matriz tiene un menor maximal no nulo, luego la apli-
cacién lineal asociada, que es la derivada de j(m,n), es inyectiva. Vemos
asi que j(m,n) es una inmersién C*°, que se llama inmersién candnica de
R™ en R™.

Ejemplo 1.3.3 Veamos en qué puntos es inmersién C'* la aplicacién
f : (flf,y) € R? — ($2 +y27$2y +y2,$2 - yQ) € R,
La matriz jacobiana de f es

2z 2y
2ry 12+ 2y
2z —2y
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y los puntos en que no es inmersién vendran dados por las soluciones del
sistema dado por la anulacién de los tres menores de orden 2:

3+ 22y — 22y® = 0
xy =0
2?4+ 2y + 27* = 0.

Este sistema es equivalente al

2 = 0

Ty

de forma que las soluciones son los puntos dados por x = 0. Vemos asi que
f es inmersion en el complementario del eje y.

Definicién 1.3.4 Sea U un abierto de R™ y f una aplicacion de U en R"
de clase C?, p > 1. Dado x € U se dice que f es una submersiéon C? en x
st su derivada en x es suprayectiva. Se dice que f es una submersion CP si
lo es en cada punto de U.

Si f es submersion en algtin punto ha de ser m > n.

Ejemplo 1.3.5 Sea m > n. Definimos
mi(xt, . a™) ER™ — (2t ... 2") € R™
Esta aplicacion viene dada por las ecuaciones
y =z

n o __ .n
y—l’,

donde se ve que es C'™° y que su jacobiano viene dado por

(Inxn Onx(m—n))

que tiene un menor de orden maximal, el correspondiente a I,,,, no nulo.

Vemos entonces que la derivada de 7 en todo punto es suprayectiva, por
lo que 7 es una submersién C*°, que se llama proyeccién candénica de R™
sobre las n primeras componentes.
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Ejemplo 1.3.6 Nos proponemos averiguar en qué puntos es submersién la

aplicacion
fi(z,y,2) ER® — (zyz,x +y+2) € R

yz T2 TY
1 1 1

por lo que solo dejara de ser submersion en las soluciones del sistema

La jacobiana es

Yz —xz2 0

yz—xy = 0

xz—zy = 0
que puede escribirse

y—1x)z 0

(z—z)y = 0

(z—ylz =

cuyas soluciones con x # 0, y # 0, z # 0 vienen dadas por z =y = z # 0,
las que cumplen z = 0 también cumplen y = 0 6 z = 0, con lo que obtenemos
los ejes y v z y de manera similar vemos que las restantes soluciones son los
puntos del eje x. Asi pues, f es submersion salvo en los ejes coordenados y
en la recta r =y = 2.

Definicién 1.3.7 Sea U un abierto de R™ y f una aplicacion de U en R™ de
clase C?, p > 1. Se dice que f es un difeomorfismo C? sobre su imagen
, 0 difeomorfismo C? de U sobre f(U) , si f(U) es abierto, f es inyectiva y
[t f(U) — U es de clase CP.

Supongamos que f es difeomorfismo C? sobre su imagen, p > 1. Entonces,
dado z en U, la relacién f~! o f = Idy y la regla de la cadena implican
Df~Y(f(x))oDf(x) = Idgm, ya que la derivada de Idy en z es Idgm, luego
Df(z) es un automorfismo de R™, siendo su inversa D f~(f(x)).

Cuando existe un difeomorfismo como el de la definicién anterior, se dice
que U es difeomorfa a f(U) (en clase CP).

Ejemplo 1.3.8 La aplicaciéon de R™ en R™ dada por

fla) = ——
L o
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es un difeomorfismo sobre su imagen, que es la bola abierta de centro 0 y
radio 1, B(0,1).
La inversa se calcula escribiendo

T
Y= T
1+ [l

de donde se obtiene z = y4/1 + ||z||%, que implica

2 Y
[zl = llyll 1+ [lz]" y = = =] ol

De la primera de estas ecuaciones se deduce
[yl
o) = ——L—,
1=yl

y entonces la segunda proporciona

_ Y
xr = .
2
1—lyll
Vemos asi que la bola B(0,1) es difeomorfa a R™. Ver el ejercicio
1.6.13.

Ejemplo 1.3.9 Sea ¢ una permutacién del conjunto {1,...,m} y consider-
emos la aplicacién

Oy : (zh, . a™) e R — (200 20M) ¢ R™
que viene dada por las ecuaciones
y =2
n O (n)

y = 7

donde se ve que es C*. Si 07! es la permutacién inversa de o, ®,-1 es

la aplicacién inversa de ®5 y por la misma razon es C*°, luego @5 es un
difeomorfismo C'*° sobre su imagen, que es todo R™.

Los difeomorfismos C? sobre su imagen que son biyecciones de R™ sobre
R™, se llaman simplemente difeomorfismos C? de R™.

Las aplicaciones ®4 se llaman cambios de numeracién del sistema
de coordenadas.
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Ejemplo 1.3.10 Consideremos la aplicacién que se usa habitualmente para
definir las coordenadas polares:

p:(p,0) €RY x (—m,m) — (pcosb, p senb).

La imagen de p es el complementario en R? de la semirecta cerrada <
0, y = 0. Las ecuaciones de p son:

= pcosb (1.4)
= psend
lo que muestra en particular que p es C*°.
La aplicacion p es inyectiva. Vamos a ver que es un difeomorfismo sobre

su imagen.
Su inversa viene dada por

(/22 4 2, Arc cos \/:rny?) si (z,y) € {y >0}

p(zy) =< (Va2 + y?, Arc cos \/szy?> si (z,y) € {y <0}
(x,0) si (z,y) € {y=0,z>0}

donde Arccos es la determinacién de arco coseno con valores en (0,7) y
Arc’ cos la que toma valores en (—,0).

Vemos en la expresién anterior que p~! es C° en el abierto y # 0. Para
ver que tambien es C'° en los puntos de {y = 0,z > 0}, basta observar que
su restriccion a x > 0 coincide con

(z,y) € {x >0} — (/22 + 9%, Arcsen L),
Va2 4 y?
donde Arcsen es la determinacién de arco seno con valores en (—m/2,7/2).
Queda asi demostrado que p es un difeomorfismo.

Ejemplo 1.3.11 La aplicacién p del ejemplo anterior puede ser extendida a
P:(p,0) € RT xR — (pcosh, p senb).

cuyas ecuaciones siguen siendo 1.4.

La aplicacién p no es un difeomorfismo porque no es inyectiva, al ser
p(p, 0 + 2m) = p(p, d). Sin embargo, conserva una propiedad comun con los
difeomorfismos: su derivada es un isomorfismo. En efecto, el determinante de
su jacobiana en un punto genérico (p, ) es p # 0.

El teorema que es objeto de la seccion siguiente, afirma que, en estas
circunstancias, existe un entorno de cada punto tal que la restriccién de p a
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él es un difeomorfismo sobre su imagen. En nuestro caso particular esto se
puede comprobar directamente observando que, dado (py, ) € RT x R la
restriccién de p a RT x (g — 7,0y + ), po, es una biyeccién C* sobre R?
privado de la semirecta cerrada

To = {)\([L’m@/o) tAE R? A < 0}
donde

Tog = pycosby
Yo = posenby.

Evidentemente

ro = {(2,y) : =Yox + 20y = 0, 707 + Yoy < 0}

Para ver que la inversa de la restriccién py es C*°, se puede proceder
como sigue. Se trata de ver que de las ecuaciones 1.4, con las condiciones
(r,y) € R =15, p € RT y —1 < 6 — 0y < m, podemos obtener py 6 en
funcién de x e y de manera C'*°. Podemos escribir p = /a2 + 4% y

x = pcosbycos(d — 0y) — psenbysen(d — 6y) = ﬁ(xo cos(f — 0y) — yosen(d — 6y))
Po

y = psenbycos(d — 0y) + pcosbysen(d — 0y) = pﬁ(yo cos(f — 0y) + xosen(d — b))
0

de donde se deduce

(Sjﬁﬁ?jggg)zxgiyg( ~Yo xo)<fy> pof)(—x;o zg)(i)

que implica

0y + Arc cos L?f si —yor + zoy >0
y

= ¢ 6o+ Arc’ COS% si —yoxr + zoy <0

o + Arcsen —RZEXY i po 4 oy > 0.

PoV/ 2 +y?

1.4. Variaciones sobre el teorema de la fun-
cion inversa

Teorema 1.4.1 (de la funcién inversa o de inversién local) Sea U un
abierto de R" y f : U — R" de clase C?, p > 1. Si, dado x en U, D f(x) es
un isomorfismo de espacios vectoriales, existe un entorno abierto, U’, de x
en U tal que la restriccion de f a U’ es un difeomorfismo C? sobre su imagen.
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Un ejemplo es dado en 1.3.11. En ese caso el teorema de la funcién inversa
dice, solo con observar que la derivada en todo punto es isomorfismo, que
existe un entorno de cada punto tal que la restriccion de la aplicacion a €l es
un difeomorfismo sobre su imagen, pero no dice cémo calcularlo.

Definicién 1.4.2 Sea U un abierto de R" y f : U — R". Se dice que f es
un difeomorfismo local C? si, para todo x € U, existe un entorno abierto
de x en U tal que la restriccion de [ a él es un difeomorfismo CP sobre su
mmagen.

No es dificil demostrar con lo ya visto las dos siguientes proposiciones

Proposicién 1.4.3 Sea U un abierto deR™ y f : U — R" de clase C?, p >
1. Entonces f es un difeomorfismo local sit su derivada en todo punto es un
isomorfismo.

Proposicion 1.4.4 Un difeomorfismo local C? inyectivo es difeomorfismo
C? sobre su imagen.

El siguiente teorema se puede demostrar como consecuencia del teorema
de inversién local, y proporciona modelos locales validos para toda inmersion.
En su enunciado identificamos, si n > m, R" con R™ x R"™™ mediante la
biyeccién

J:i(zh . ") R — ((2f, .. 2™), (@™ 2™) ERT x R

de forma que consideraremos que x € R" y J(x) € R™ x R"™™ representan lo
mismo. Designaremos por 7y 7" a las proyecciones canénicas de R™ x R"™
sobre el primer y segundo factores respectivamente.

Teorema 1.4.5 (de inmersién) Sea n > m, U un abierto de R™ y f :
U — R" una inmersion CP, p > 1, en o € U. Entonces existe un en-
torno abierto, U', de xy en U, un entorno abierto, V', de f(xzo) en R™ y un
difeomorfismo sobre su imagen, ® : V. — R", tales que f(U') CV y las re-
stricciones a U’ de ® o f y de j(m,n) coinciden. Ademds U', V y ® pueden
ser elegidos de forma que se tenga

(f(U") = j(m,n)(U") = U" x {0} = &(V) N (R™ x {0}).

Obsérvese que el enunciado del teorema se traduce en la existencia de
U', V y ® tales que el diagrama indicado en la figura 1.2 es conmutativo en
U

A continuacién vemos un modelo local vélido para cada submersién: toda
submersién de R™ en R™ coincide localmente , salvo un difeomorfismo, con
la proyeccion sobre las m primeras componentes.
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R v f(U)
>
U U’ - f(z0)
0 zo Rm™ ‘ R™
j(m,n) d
Rn—m
D)
U’'x{0}
M &ar— R

Figura 1.2: Inmersiéon

Teorema 1.4.6 (de submersién) Sea n > m, U un abierto de R" y f :
U — R™ una submersion C?, p > 1, en xg € U. Entonces existe un entorno
abierto, U', de xq en U y un difeomorfismo CP, ®, de U’ sobre su imagen,
tales que la restriccion de f a U coincide con 7o ®.

El teorema afirma la existencia de U’ y ® tales que el diagrama indicado
en la figura 1.3 es conmutativo en U’.

Damos por ultimo un enunciado de facil manejo del teorema de la funcién
implicita.

Teorema 1.4.7 (de la funcién implicita) Sea n > m, U un abierto de R™
identificado con R™ x R"™™ y f : U — R™ una funcion de clase C?, p > 1.
Dado (a,b) € U supongamos que f(a,b) = 0 y que la matriz m X m cuyos
elementos son 0;f*(a,b), i,j = 1,...,m es no singular. Entonces ezisten
entornos V de a en R™y W de b en R"™™ con la propiedad de que, para
todo w € W existe un unico v € V tal que f(v,w) = 0 y la aplicacion
weW —wveV esCP.
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dwn
Rn—m Rn—m
o 0) :
| R™ . | R™
\ l _
%f(Io)
Vi R™

Figura 1.3: Submersion

1.5. Subvariedades de R".

En esta seccién recordamos algunas cosas vistas en Calculo de 22 curso,
que también fueron utilizadas en Geometria II.

Definicién 1.5.1 Un subconjunto, S, de R" se dice subvariedad C? de
dimension d de R" si, para todo p € S, existe un entorno abierto de p, A,
y un difeomorfismo CP de A sobre su imagen, 1, tal que

Y (ANS) =1 (A)N (Rd X {(o, (nd, 0)}) .

Ejemplo 1.5.2 Si fi(r',...,7"), i =1,..., h son funciones C*°en un abier-
to, A,de R", el gréafico de la funcién f = (fl, e fh) es subvariedad C'*™° de
dimensién n de R™". En efecto, para todo punto del grafico consideramos el
difeomorfismo de A x R" sobre A x R"

m n

m—+1
r

r/7;+h _ ;nn—i—h . f'h (T’l, o ,7’”)
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y se ve que la imagen del grafico es el conjunto de puntos cuyas h tltimas
componentes son 0, i.e. , si designamos por I el gréfico y por ¢ el difeomor-
fismo se tiene

e (AxR)NT) = (AxR") N (R" x {0}).

Ejemplo 1.5.3 La esfera S? es una subvariedad de R3. La semiesfera superi-
or es el gréfico de f(z,y) = /1 — 22 — y?, asi que en cada uno de sus puntos
se puede tomar un difeomorfismo como el construido en 1.5.2. En cada una de
las semiesferas determinadas por los planos coordenados se puede hacer una
construccién similar. Por ejemplo, para cada punto de la semiesfera “oeste”,
y < 0, se puede tomar el difeomorfismo del conjunto dado por x? + 22 < 1
sobre si mismo definido mediante

r = X
= Z

2= y+vV1l—a?—22

También se obtienen subvariedades como antiimédgenes de puntos por sub-
mersiones ya que, como consecuencia inmediata del teorema de submersion,
se tiene

Teorema 1.5.4 Sean > m y A un abierto de R" y f : A — R™ de clase
CP. Si, dado (a',...,a™) € f(A), [ es una submersion en todo punto de
ft(al,...;a™), entonces f~'(a',...,a™) es subvariedad CP? de dimension
n—m de R".

Ejemplo 1.5.5 La esfera S” es subvariedad C* de R™™ porque es la an-
tiimagen de 1 por f(r',...,7") = (')’ + ... 4+ ()%, y esta funcién es una
submersién en cada punto de S™.

Ejercicio 1.5.6 Demostrar que el conjunto dado por z° + y? 4+ 2* + 3 =

1, donde (z,v,2,t) es el sistema canénico de coordenadas de R?, es una
subvariedad C* de dimensién 3 de R*.

Otra forma de ver que algo es subvariedad es mediante parametrizaciones

Definicién 1.5.7 Sea S un subconjunto de R™ y x € S. Se llama (p,d)-
parametrizacion de S en z a todo par (U, g), formado por un abierto, U, de
R? y una inmersién C?, g : U — R™, p > 1, tales que g(U) sea entorno
abierto de x en S (S dotado de la topologia relativa) y g sea homeomorfismo
de U sobre g(U) ( g(U) dotado de la topologia relativa,).
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Alo largo de la asignatura Geometria I se han estado manejando parametriza-
ciones de subvariedades de dimensién 2 de R3: superficies.

Proposicién 1.5.8 Sea S un subconjunto de R". S es subvariedad C? de di-
mension d de R"™, p > 1, sii para todo x € S existe una (p, d)-parametrizacion
de S en .

Esta proposicién nos permite decidir que son subvariedades las imagenes
de las inmersiones que sean parametrizacién de su imagen:

Corolario 1.5.9 Sea U un abierto de R y f : U — R™ una inmersion

C? que sea homeomorfismo sobre su imagen dotada de la topologia relativa,
entonces f(U) es subvariedad C? de dimension d de R".

Ejemplo 1.5.10 Se considera la aplicacién f : (x,y,2) — (zy+ z,x +y +
z,y,y + z). Su matriz jacobiana es

oo e
— = =8
— O =

luego f es inmersion en todo punto.
Para ver si es inyectiva y homeomorfismo planteamos el sistema de ecua-
clones

u = xy+z (1.5)

v = x+y+z (1.6)

t =y (1.7)

ro= y+z. (1.8)

De las tres ultimas ecuaciones obtenemos

r = v—r (1.9)

=t (1.10)

z = r—t (1.11)

lo que quiere decir que f es inyectiva y que su inversa coincide con la restric-
cién a la imagen f(R3) de

glu,v,t,r) = (v—rt,r—t).
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Dado que g es continua como aplicacién de R* en R3, su restriccién a la
imagen de f, que es f~!, es continua cuando en la imagen se considera la
topologia relativa.

Deducimos del corolario anterior que f(RR?) es subvariedad C* de dimen-
si6n 3 de R*.

Las siguientes proposiciénes son importantes

Proposicion 1.5.11 Sea S una subvariedad CP de dimension d de R™y
(U,g), (U, q') dos (p,d)-parametrizaciones de S tales que g(U) N g (U") # 0.
Entonces g~' o g es un difeomorfismo C? de ¢~ (g(U) N g (U")) sobre su
magen.

Proposicion 1.5.12 St S es una subvariedad CP de dimension d de R",
U un abierto de R y f : U — R™ una inmersién C? inyectiva tal que
f(U) C S, entonces (U, f) es una (p, d)-parametrizacion de S.

Sea S una subvariedad C? de dimensién d de R™, A un abierto de R™ y
Y un difeomorfismo CP? de A sobre su imagen, tales que ¥ (ANS) =¥ (4A)N
(R? x {0}) . Entonces % (A) N (R? x {0}) es de la forma V x {0}, con V

abierto de R?, y entonces la aplicacién
v roj(dn)ly: (rt o r eV — et L r?0...,0) € (AN S)

define una parametrizacion de S.

La inversa de 1 "1oj(d,n)|y es 01|45, donde 7 es la proyeccion candnica
de R™ sobre las d primeras componentes.

Estas aplicaciones tienen un papel importante en este curso. Para mane-
jarlas es ttil observar que, si ¢ = (y!,...,y"), entonces

™o ¢‘Ams = (y1|AnS7 e 7yd|AmS)‘

Es a veces ttil para la intuicién pensar en la aplicacién 7 o 9| 4~s como si
fuese simplemente )| 45, considerada como una aplicacién en R? simplemente
“olvidando”los ultimos n — d ceros de cada imagen.

1.6. Ejercicios complementarios

Ejercicio 1.6.1 Se considera la aplicacién f : R® — R? dada por f(z,y,2) =
(x® + y* + 2%, y). Se pide

a) Encontrar el mayor abierto de R? en el que f sea submersién.

b) Determinar f(R?).

¢) Describir f~'{(K,C)} para cada (K, C) € f(R3). Decir cuales de estos
conjuntos son subvariedades de R3.
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Ejercicio 1.6.2 Se considera la aplicacién g : R* — R? dada por g(z,y) =
(22 + y%, xy, 2? — y?). Se pide

a) Encontrar el mayor abierto de R? en que g sea inmersién.

b) Determinar g(R?).

c¢) Determinar g~ {(4, B,C)} para cada (A, B,C) € g(R?).

d) Determinar un abierto U, de R? tal que g|y sea inmersién inyectiva
y que no esté contenido estrictamente en otro abierto que tenga la misma
propiedad.

Ejercicio 1.6.3 Sea h : R? — R? dada por h(z,y) = (2%y, zy?). Se pide
a) Determinar el mayor abierto, U, para el que h|y es difeomorfismo sobre
su imagen.
b) Sean Uy, ..., U, las componentes conexas de U. Determinar h(U;), para
cadai=1,...,n.

Ejercicio 1.6.4 Dada f : R? — R? mediante f(z,y) = (z +y, zy), se pide
a) Determinar f(R?).
b) Determinar un abierto conexo, U,de R? tal que f|y sea difeomorfismo
sobre su imagen y no esté contenido en otro abierto que tenga la misma
propiedad.

Ejercicio 1.6.5 Sig: R? — R? viene dada por g(z,y) = (e*+¢¥,e*+eY),
se pide

a) Determinar g(R?).

b) Demostrar que g es un difeomorfismo sobre su imagen.

c¢) Determinar la matriz jacobiana de g~! en (2,2).

Ejercicio 1.6.6 Decir cuales de los siguientes subconjuntos son subvariedades
CP?, p > 0, de dimensién d de R", para algiin n, indicando p y d en los casos
favorables.

1. {(z,y,2) e R?: 2° +¢* — 22 + 22yz = 1} .

2. |

(

(z,y,2) ER¥: 22 +y* + 22 =1, —x +y — 22 = 0}.
3. {(my,2)eR:a?+y*+22=1,—c+y—2z=—-2}.

(

(

4. {(y) Ry = o},

5. {(cost,sent,3t):t € R}.
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7. {(#,W):teR}.

8. {(3etcost,3etsent) : t € R}.

9. {(ucost,usent,t):t € R uecR"}.
10. {(, %) : ¢t <0} U{(t,—t*) :t>0}.

Ejercicio 1.6.7 Sea P una subvariedad C'* de dimensién p de R" y () una
subvariedad C* de dimensién ¢ de R™. Se identifica R” x R™ con R"™™ de
la manera candénica. Demostrar que P x () es subvariedad C* de dimensién
p+q de R™™,

Ejercicio 1.6.8 Se considera un plano, P, de R? tal que S?2 N P # (). De-
muéstrese que P N S? es subvariedad C* de dimensién 1 de R? sii P no es
tangente a S2.

Ejercicio 1.6.9 Generalizar el resultado anterior demostrando que, si f es
una funcién C* definida sobre R? tal que grad f(z) # 0 si f(x) =0y P es
un plano de R?; el subconjunto {z € P : f(z) = 0} es una subvariedad C* de
dimensién 1 de R3 si P no es tangente a {x € R®: f(z) = 0}.

Ejercicio 1.6.10 Sea f la aplicacién de (R*)? = {(u,v,w) € R®:u >0,
v > 0,w > 0} en R*, dada por f(u,v,w) = (uv, uw, vw,u+v+w). Se designa
por S la imagen de f. Se pide

a) Demostrar que S es subvariedad C* de dimensién 3 de R* y que
((RT)3, f) es una parametrizacién de S.

b) Demostrar que ((RT)?,q) es otra parametrizacién de S, donde ¢ viene
dada por g(v/, v, w') = (uv?, u*v'w', u'v?w', u*v' + w' + u'v’?).

¢) Determinar f~! o gq.

Ejercicio 1.6.11 Se considera la aplicacién, C, de (0,7) C R en R?, dada
por C(t) = (sentcost,sen®t cost). Demostrar que C' es inmersién inyectiva,
pero su imagen no es subvariedad de R2.

Ejercicio 1.6.12 Sea f la aplicacién de R? en R3 definida por f(p,0) =
(cosf(2 4+ cosp),sen (2 + cos p), sen ¢)). Se pide

a)Demostrar que f es inmersion.

b)Demostrar que f(R?) es subvariedad C* de dimensién 2 de R?. (Indi-
cacién: demuéstrese que f(R?) estd constituido por los (z,v,2) € R3? tales
que (22 +y* + 22 — 5)? = 16(1 — 2%)).

c)Encontrar para cada (¢y,6) € R? un entorno abierto, V, tal que
(V, flv) sea parametrizacién de f(R?).
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Ejercicio 1.6.13 Demostrar que todas las bolas abiertas y todos los hiper-
cubos de R" son difeomorfos a R"™.

Ejercicio 1.6.14 Demostrar que la aplicacién de la bola abierta de radio 1
y centro 0 de R™ en R™ dada por

T

EETITE]
1= [|]

/()

es suprayectiva y un difeomorfismo sobre su imagen.



Capitulo 2

Variedades diferenciables

2.1. Atlas de un conjunto

Definicién 2.1.1 Sea M un conjunto. Se llama carta local n-dimensional
de M a todo par (U,p) donde U es una parte de M y ¢ es una biyeccion
de U sobre un abierto de R".

En las condiciones anteriores se suelen designar por z¢, i = 1,...,n las
funciones componentes de ¢, i.e. x* = r* o, © = 1,...,n. Se dice que
o= (z',...,2") es el sistema de coordenadas de M y U el dominio de

coordenadas, correspondientes a la carta. A veces se confunde, por abuso
de lenguaje, la propia carta con el sistema de coordenadas.

Si el dominio es todo M, se dice que la carta es global y define un sistema
global de coordenadas.

Ejemplo 2.1.2 Si M es una superficie y (V,1) es una parametrizacién de
M, (¢)(V),4~!) es una carta local 2-dimensional de M, que se llamard inversa
de la parametrizacion . El sistema de coordenadas correspondiente se designa
frecuentemente en este caso por (u,v).

Ejemplo 2.1.3 Se considera la circunferencia unidad del plano complejo
St = {ei? : 9 € R}. Si U = S' — {1} y se define () = 0 para todo
0 € (0,2m), (U,¢) es una carta local 1-dimensional. Lo mismo ocurre con
(V) siV=S'—{-1}y @D(eig) = 0 para todo 0 € (—m, ).

Otra carta local 1-dimensional de S* es el par formado por el conjunto, A,
de los elementos con parte imaginaria positiva y la aplicacion, p, que a cada
uno de esos nimeros complejos hace corresponder su parte real.

En cambio no es carta local el par (S!,%), donde p (eie) = 0 para todo

6 € [0,27), ya que la imagen no es abierta.

27
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Ejemplo 2.1.4 Sea M,,«, el conjunto de las matrices reales m x n. La apli-
cacion

L: D : — (ay,...,a

m
al®, ... ,a
es un sistema global de coordenadas mn-dimensional de M, .

Definicién 2.1.5 Dos cartas (U, ) y (V,1)se dicen compatibles C? si
e(UNV) gy (UNV) son abiertos y 1 o o=t es un difeomorfismo CP del
primero sobre el sequndo.

En la definicién anterior se admite la posibilidad de que U NV sea vacio.
En caso contrario, los difeomorfismos v o ¢~! se llaman cambios de coor-
denadas. Ver la figura 2.1.

M
® P
(U NV)
e (UNV) P (V)

Figura 2.1: Cambio de coordenadas

Definicién 2.1.6 Se llama atlas n-dimensional de clase C? de M a toda
familia de cartas locales n-dimensionales de M, {(Uqn, pq) : o € A}, tales
que:

1. Los Uy forman un recubrimiento de M.

2. Las cartas son compatibles CP dos a dos.
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Cuando hablemos de atlas a secas, nos referiremos a atlas C'*°. Esta es la
clase de atlas que consideraremos casi exclusivamente durante este curso.

Ejemplo 2.1.7 Una carta global define por si sola un atlas.

Ejemplo 2.1.8 En el caso de 2.1.3, las cartas componen un atlas de S*. En
efecto, {U,V, A} es un recubrimiento de S!, y

1. UnNV={zeS":Imz>0u{zeS'": Imz<0}, p(UNV)=(0,m)U
(m,2m), $(UNV) = (0,7) U (=m,0),

_ _J o sif e (0,m)
poy 1(9)_{ O+2r sife(—m0)

. [0 sife(0,m)
Yoy (0)—{9_27r si @€ (m,2m)

2. UNA=A p(UnA)=(-11), ¢UNA) = (0,7), pop™(0) =
cosf, pop ! (x) = arccosz, donde arccos es la determinacién de arco
coseno con valores en (0, 7).

3. VNA=A, p(VNA) =(-1,1), v (UNA) = (0,7), porp'(0) =

cos®, o p~t(x)=arccosz.

2.2. Variedades diferenciables

Definiciéon 2.2.1 Dos atlas en M se dicen equivalentes si su union es un
atlas.

Obsérvese que para comprobar que dos atlas son equivalentes, basta ver
que toda carta del primero es compatible con toda carta del segundo.

Ejemplo 2.2.2 Otras dos cartas locales de S! son (B,) y (C,v) donde
B={z€S':Rez>0},8(2)=Imz, yC={2€S":Rez<0}, v(z)=
Im z. Tanto {(U,¢),(B,3)} como {(V,9),(C,7v)} son atlas de S'. Es un

ejercicio comprobar que son equivalentes.

Lema 2.2.3 La definicién anterior establece una relacién de equivalencia en
la familia de los atlas de M.
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Demostracion. Evidentemente cada atlas es equivalente a s mismo vy, si
un atlas, A, es equivalente a otro, A’, entonces A’ es equivalente a A.

Vamos a demostrar que se cumple la propiedad transitiva. Supongamos
que A, A, vy A” son atlas tales que el primero es equivalente al segundo
y el segundo equivalente al tercero. Tenemos que probar que el primero es
equivalente al tercero y, para ello, basta ver que si (U,p) € Ay (V,9) €
A" (U, ¢) es compatible con (V,1). De hecho, es suficiente demostrar que
(U NV) es abierto y 1o o~ es C*, ya que, entonces, intercambiando los
papeles de A y A”, se deduce que (U NV) es abierto y p o™t es C°.

Dado p € (U NV), consideremos (T,n) € A’ tal que ¢~ '(p) € T. Vemos
que n(UNTNV) es abierto por ser la interseccion de n(UNT') con n(TNV),
que lo son. Entonces p(UNTNV') es abierto por ser la imagen de n(UNTNV)
por el homeomorfismo ¢ o ™!, contiene a p y estd contenido en (U NV).
Esto muestra que este tltimo conjunto contiene un entorno de cada uno de
sus puntos y es, por tanto, abierto.

Ahora, basta demostrar que 1) o o=t es C*™ en un entorno de p, pero, con
la notacién de antes podemos escribir

Yo 90_1|30(U0Tm/) = Ylunrnv © 90_1|g0(UﬂTﬂV)

= Ylunrnv © 7]71|n(UﬂTﬂV) o nluarav o ¢ | (unrnv) =
¥

= (@ on Ylywnravy © (10 ¢ Hlpwnray)

lo que demuestra que ¥ o =t es C® en p(UNT NV).

Definicién 2.2.4 Cada una de las clases de equivalencia para esta relacion
recibe el nombre de estructura diferenciable de M. Si los atlas que la
componen son de dimension n, se dice que la estructura diferenciable es de
dimension n.

Ejercicio 2.2.5 Dada una estructura diferenciable de M, se considera en
ella la relacién de orden dada por la inclusién. Demostrar que no existen dos
elementos maximales diferentes.

Ejercicio 2.2.6 Dado un atlas n-dimensional, £ = {(Uq, ¢q) : o € A}, de-
mostrar que la familia formada por las cartas locales n-dimensionales, (U, ¢),
tales que LU {(U,¢)} es un atlas, es un elemento maximal de la estructura
diferenciable que representa L.

De los ejercicios 2.2.5 y 2.2.6 se deduce que cada estructura diferenciable
tiene un tunico representante maximal para la inclusion. El segundo de ellos
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dice como construirlo a partir de un representante cualquiera. Tales atlas
se llaman maximos o completos . Existe por tanto una correspondencia
biunivoca entre estructuras diferenciables y atlas completos.

Ejemplo 2.2.7 Se define la carta candnica de R™ como el par (]R”, Ian).
Es un sistema global de coordenadas y la estructura diferenciable que define
se llama estructura diferenciable candnica de R".

El atlas méximo correspondiente estd formado por las cartas locales (U, @)
tales que junto a la carta candnica forman un atlas . Vemos asi que el atlas
maximo estd formado por las cartas locales (U, ¢) tales que U es un abierto
y ¢ un difeomorfismo de U sobre su imagen.

Ejemplo 2.2.8 Un sistema global de coordenadas de R es la funcién a3.

La estructura diferenciable que define no es la canénica, porque z® no es
un difeomorfismo: su inversa es la funcién z'/? que no es diferenciable en 0.

Encontramos asi al menos dos estructuras diferenciables diferentes en R.

Ejemplo 2.2.9 Llamaremos Figura de Ocho , y serd designado por K, al
conjunto imagen de la aplicacién ® : s € R — (sen2s,sens) € R? . La
restricciénes de ® a (0,27) y (—m, ) , son biyecciones sobre K, cuyas inver-
sas designaremos por x e y respectivamente. Ambas son sistemas globales
de coordenadas, con lo que cada una de ellas da lugar a un atlas, pero las
estructuras diferenciables que definen son diferentes.

Para verlo, basta considerar el conjunto formado por las dos cartas y
demostrar que no es un atlas, observando que los cambios de coordenadas no
son diferenciables . En efecto, si escribimos w = xoy ! (0), 6 € (—7,7), w €
(0,27) ha de ser y ! (0) = x! (w) es decir, senf = senw y sen 20 = sen 2w
o0, lo que es lo mismo, senf = senw y senf cosf = senwcosw . Ha de ser
pues senf) = senw = 0 6 senf = senw y cosf = cosw. La primera de estas
condiciones equivale a § =0y w =7 y la segunda a w = 0 + 2Kn, K € Z.
En este ultimo caso, tiene que ser w =0, sif € (0,7) yw =60+2m, sif e
(—m,0). Vemos que la correspondencia § — w viene dada por

0+2r si —wm<6<0
w = T sif=0
0 si0<f<m

por lo que no es ni siquiera continua.

Definicién 2.2.10 Se llamard variedad diferenciable de dimension n
a todo conjunto M en el que se haya fijado una estructura diferenciable de
dimension n .
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Sea M una variedad diferenciable. Cuando hablemos de cartas de M sin
explicitar a continuacién una estructura diferenciable, nos referiremos sélo a
las cartas del atlas maximo de la estructura diferenciable elegida. Por dominio
coordenado o sistema de coordenadas de M entenderemos el dominio o el
sistema de coordenadas correspondiente a una de estas cartas.

Sim € M, con carta en m nos referiremos a una carta de M cuyo dominio
contenga a m, tal dominio se llamara entorno coordenado de m y del sistema
de coordenadas correspondiente se dirda que es un sistema de coordenadas en
m .

Ejemplo 2.2.11 Sea P?(R) el conjunto formado por las rectas de R® que
pasan por el origen.

Observese que P?*(R) es biyectivo con la unién de la semiesfera abierta
{(z,y,2) € S* : 2 > 0} con {(x,9,0) € S? : y > 0} y con {(1,0,0)}

Designemos por P; el subconjunto de P?(R) formado por las rectas que no
estdn contenidas en el plano x = 0. Si (z,y, 2) € R* — {0}, designaremos por
[z,y, 2] al elemento de P*(R) que lo contiene, de forma que P; se compone
de los [z,y, z] con x # 0. Dado [z,y, 2] € Py, se tiene [z,y, 2] = [1,y/z, z/x],
y definimos ¢; : P; — R? mediante ¢, ([z,y,2]) = (y/x,z/x). Se tiene
(101_1 (xla x2) = [1, at, $2]'

De la misma forma, se definen P, (respectivamente P;) como el conjunto
formado por las [z, y, z| tales que y # 0 (resp. z # 0) y las aplicaciones biyec-
tivas o, 1 Po — R? y 5 1 P3 — R? dadas por o,([z,9,2]) = (z/y,2/y) vy
ps(lz,y,2]) = (¢/2,y/2). Se tiene 5" (z!,2%) = [2',1,2%] y o5 (z!,27) =
[zt 22, 1].

Las (P;, ;) son cartas locales. Veamos cémo son los cambios de coorde-
nadas.

El conjunto P; N P, estd formado por los [x,y, z| tales que x # 0 e y #
0, o, (PPN Py) y ¢y (PN Py) por los (a,b) € R? tales que a # 0y ¢, 0
o1 (ah,2?) = (1/2",2%/2t).

De manera similar se encuentran los otros cambios de coordenadas y en-
tonces se comprueba que las cartas citadas componen un atlas y por tanto
definen una estructura diferenciable. Cuando P%(R) estd dotado de esta es-
tructura diferenciable, la variedad resultante se llama plano proyectivo.

Ejercicio 2.2.12 Se designa por P"(R) el conjunto de las rectas de R"** que
pasan por el origen. Para cada (2',...,2"*!) € R™™ —{0}, [2',..., 2" de-
nota la recta que lo contiene. Se define P, = {[z!,..., "] € P"(R) : 2* # 0}
y ¢, mediante

SEl .Ti_l xi-{-l xn-‘rl
gpi([.ﬂl,...,xn—i_l]):(—....,—.,—.,..., )

Tt Tt
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Demostrar que {(P;, ;) 11 € {1,...,n+1}} es un atlas.

Dotado de la estructura diferenciable que contiene a ese atlas, P"(R) se
llama espacio proyectivo real. Los sistemas de coordenadas que hemos
definido se llaman homogéneos.

Ejemplo 2.2.13 Se considera en R? — {0} el sistema de ecuaciones diferen-
ciales

dx

dt

dy

dt

Sea M el conjunto de las trayectorias (imégenes de soluciones) maximales

(para la inclusién) de 2.1. Las soluciones son z(t) = z(0) e™, y(t) = y(0) e,

por lo que cada trayectoria es una rama de una hipérbola o una semirecta en-

teramente contenida en uno de los semiespacios {z > 0}, {x < 0}, {y > 0}

o {y < 0}. Designaremos por X*, X~ YT e Y~ a los subconjuntos de M

formados por las trayectorias contenidas en los semiespacios respectivos. Si
definimos, con abusos de lenguaje obvios, las aplicaciones:

= —x (2.1)

=Y

ptite Xt —yitn{z=1}) €eR
pite X —ytn{z=-1}) R
ntiteYt —azitn{y=1})) eR
n :teY —a(tn{y=-1})eR

obtenemos cuatro cartas locales.

Se tiene XTNX =0, YTNY =0. Xt NY™T estd constituido por las
ramas de hipérbola zy = cte contenidas en el primer cuadrante. Las otras
intersecciones no vacias de dominios coordenados, son también familias for-
madas por las ramas de hipérbola contenidas en un cuadrante. Las imédgenes
por los sistemas de coordenadas de estas intersecciones son RT o R™.

Para calcular el cambio de coordenadas 1T o (ut)™" escribimos 7t o
(1) (s) = r y vemos que ()" (s) = (n7) " (r) ha de ser la rama en
el primer cuadrante de la hipérbola xy = cte con cte = 1-s = r -1 luego
r = s, i.e. el cambio de coordenadas es la identidad.

Si escribimos 7~ o (ut) ™' (s) = r la rama de hipérbola (ut)™' (s) =
(n7)~" (r) corresponde a la constante 1-s = r-(—1), asi que = —s. Los demés
cambios de coordenadas calculan de manera similar, viendo asi que las cartas
dadas componen un atlas y definen por tanto una estructura diferenciable en

M.
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2.3. Topologia de variedad

En lo sucesivo si no se dice nada en contra M designara una variedad
diferenciable de dimension n.

Teorema 2.3.1 Sea (U, ) una carta de M y A C U tal que ¢ (A) es abierto.
Entonces (A, ¢|a) es carta de M.

Demostracion. Para ver que pertenece al atlas maximo basta ver que
si (V,1) es otra carta de M, entonces ¢ (ANV) y ¥ (ANV) son abiertos y
| 101! es difeomorfismo sobre su imagen. Pero ¢ (ANV) = (ANV NU) =
v (A)Np (UNV), de donde se deduce que es abierto. Por otra parte ) (AN V)
es abierto por ser la imagen reciproca de ¢ (A N V') por la aplicacién continua
@ o™t La aplicacion |4 o ¢~! es difeomorfismo por ser la restriccién de
@ otp! al abierto ¥ (ANV).

O

Corolario 2.3.2 La interseccion de dos dominios coordenados es un do-
minio coordenado.

Teorema 2.3.3 FEuxiste una unica topologia en M para la que todo dominio
coordenado es abierto y todo sistema de coordenadas es homeomorfismo sobre
s imagen.

Demostracion. Existencia . El conjunto formado por los dominios coor-
denados , B, es base de una topologia. En efecto, recordemos que para que
B sea base de una topologia ha de cumplir:

1. Es un recubrimiento de M.

2. Dados C,DeByxeCnND,existe FeBtalquexe ECCND.

La primera se cumple por la definicién de atlas y la segunda es conse-
cuencia de 2.3.2.

Consideremos a M dotado de la topologia, 7, definida por B i.e. los
abiertos son el vacio y las uniones de elementos de B.

Para esta topologia todo dominio coordenado es abierto. Veamos que los
sistemas de coordenadas son homeomorfismos sobre su imagen.

Como consecuencia de 2.3.1, todo sistema de coordenadas es continuo.
Veamos que aplica abiertos en abiertos, lo que demostrara que es homeomor-
fismo sobre su imagen.
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Si (U, ) es una carta, y A es abierto de M contenido en U, sea A = U Uj,
donde los U;, i € I, son dominios coordenados. Se tiene

2 (A) = (Uiel Ul) =U,,9p (Ul) =U,p (UZ N U) )

que es una union de abiertos.

Unicidad.-Sea T’ otra topologia que cumpla la condicién. 7 contiene a
B, luego contiene a 7.

Veamos que 7 C 7. Si P € T', sea {(Us,¢,) :a € I} un atlas. Los
U, son abiertos de 7, luego cada P N U, pertenece a 7’ 'y, por ser los ¢,
homeomorfismos sobre su imagen para 7, resulta que ¢, (P N U,) es abierto.
Pero entonces 2.3.1 asegura que P N U, pertenece a B, luego

P:UaGIPmUa GT
(]

En lo sucesivo, salvo aviso en contra, cuando hablemos de una variedad,
supondremos que esta dotada de la topologia cuya existencia asegura el teo-
rema anterior, que se llamara topologia de variedad.

Corolario 2.3.4 Si (U, ) es una carta y A un abierto , (Aﬂ U, @AHU) es
una carta.

Demostracion. El subconjunto A NU es abierto y ¢ un homeomorfismo,
con lo que el resultado se deduce de 2.3.1.

O

Proposicion 2.3.5 Si una topologia en una variedad es tal que existe un
atlas con la propiedad de que todos los sistemas de coordenadas son homeo-
morfismos sobre su imagen, esa topologia es la de variedad.

Demostracion. Sea L = {(Uq, pq) : @ € I} un atlas que tiene esa propie
dad y (U, ) una carta del atlas maximo. Basta ver que U es abierto y ¢
homeomorfismo sobre su imagen para la topologia dada, para que la unicidad
en 2.3.3 implique el resultado.

Para cada o € I, ¢, (Uq NU) es abierto por la compatibilidad de las
cartas, luego Uy NU es abierto al ser su antiimagen por ¢, que es continua.
Entonces U = UqerU N Ugq es abierto.

Por otra parte, para cada o € I, @[~y = (¢ o ©al) o (Palyynw) es
homeomorfismo por ser composicion de homeomorfismos. Esto implica que
¢ es homeomorfismo por ser biyeccion y recubrir los U NUgy a U.
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O

Se recuerda que un espacio topolégico es T} cuando todo conjunto formado
por un solo punto es cerrado i.e. sii para cada par de puntos arbitrarios, existe
un entorno de cada uno que no contiene al otro.

Teorema 2.3.6 Toda variedad es Tj.

Demostracion. Dado p en la variedad, vamos a ver que el complementario
de {p} es abierto. Si ¢ es uno de sus puntos, tomemos una carta, (U, ¢), en
él. Hay dos alternativas:

1. El dominio U contiene p .
2. El dominio U no contiene p.

En el primer caso, existe una bola abierta de centro ¢ (¢) , B, contenida
en ¢ (U), que no contiene a ¢ (p) y entonces o' (B) es un entorno de q
contenido en el complementario de p.

En el segundo caso, U es un entorno de ¢ contenido en el complementario
de p.

O

Un espacio topolégico se dice T, o separado Hausdorff, si todo par de
puntos diferentes admiten entornos disjuntos. Evidentemente, si un espacio
es Ty, es T1. El siguiente ejemplo muestra que el reciproco no es cierto: una
variedad que no es T5.

Ejemplo 2.3.7 Volvamos al ejemplo 2.2.13. Para la topologia de variedad,
M no es separada Hausdorff. En efecto, (u7)~1(0) = {(2,0):z >0} €
Xty (nt)71(0) = {(0,y) : y > 0} € Y. Vamos a demostrar que, si Ay B
son entornos en M de {(z,0) : . > 0} y {(0,y) : y > 0} respectivamente, no
son disjuntos.

El conjunto p™(X* N A) es un entorno de 0, luego existe £ > 0 tal que
(—e,e) C u™(XTNA), de forma que (™)~ ((—¢,¢€)) C A. Igualmente, existe
§ > 0 tal que (™)~ ((=4,0)) C B. Sea p = min{e,d}. La rama que estd en
el primer cuadrante de la hipérbola xy = p/2 pertenece tanto a A como a B.

Obsérvese que la antiimagen por un sistema de coordenadas de una bola
cerrada, por ejemplo (u*)~! ([—¢,€]), que tiene que ser compacto y cerra-
do en el dominio coordenado, por ser imagen de un compacto y cerrado
por un homeomorfismo, no es cerrado en el espacio total: {(0,y) :y >0} y
{(0,y) : y < 0} estdn en la adherencia y no pertenecen a la antiimagen.
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Recordemos que un espacio topoldgico es localmente compacto si todo
punto admite un entorno con clausura compacta.

Lema 2.3.8 Toda variedad separada Hausdorff es un espacio topologico lo-
calmente compacto.

Demostracion. Sea M una variedad separada Hausdorff, p € M y (U, )
una carta en p. Existe un r > 0, tal que la bola abierta de centro ¢(p) y
radio 7, B(¢(p),r), estd contenida en ¢(U). En consecuencia, la bola cer-

rada B((p),r/2) estd contenida en ¢(U), p~! (B(gp(p),r/2)) es compacto

en U por ser ¢! continua, luego es compacto en M (y es la clausura en

U de ¢~ (B(p(p),7/2)), por ser ¢ homeomorfismo, pero puede no ser la
clausura en M). Al ser M Hausdorff, ! (B(gp(p),r/Z)) es cerrado, luego

e (B(e(p),r/2)) C <,0_1<B(<,0(p), r/2)> y entonces, por ser cerrado en com-

pacto, o~ B(p(p),r/2)) es compacto.
El conjunto ¢~ (B(¢(p),7/2)) es pues un entorno de p con clausura com-
pacta.

O

Recordemos que un espacio topolégico es localmente conexo (resp. lo-
calmente conexo por arcos) si, para todo punto, cada entorno de ese punto
contiene un entorno conexo (resp. cONexo por arcos).

Lema 2.3.9 Toda variedad es un espacio topoldgico localmente conexo vy lo-
calmente conexo por arcos.

Demostracion. Sea p € M y A un entorno de p. Tomando una carta
(U, ) en p y una bola B(¢(p), ), que esté contenida en p(UNA), vemos que
o 1 (B(¢(p),r)) es un entorno de p contenido en A que es conexo por arcos
y conexo por ser homeomorfo con una bola de R™ .

O

Recordemos que las componentes conexas de un espacio topoldgico son
las clases de equivalencia para la relaciéon “xRy sii existe un subconjunto
conexo que contenga a x e y’. Las componentes arco conexas son las clases
de equivalencia para la relacién “xSy sii existe un camino (continuo) que una
x con y.”

Teorema 2.3.10 En una variedad diferenciable las componentes conexas
son abiertas y coinciden con las componentes conexas por arcos.
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Demostracion. Las componentes conexas son abiertas como consecuencia de
2.3.9. Por ser conexas y localmente arcoconexas, son arcoconexas. Por otra
parte una componente arcoconexa es conexa, luego ha de estar enteramente
contenida en una componente conexa.

O

Corolario 2.3.11 Una variedad diferenciable es conexa sii es conexa por
arcos.

Ejercicio 2.3.12 Demostrar que toda variedad tiene base numerable de
abiertos en cada punto.

La variedad R™ tiene base numerable de abiertos (lo que se suele expresar
diciendo que es separable o que cumple el segundo axioma de numerabilidad,
el primer axioma de numerabilidad es la existencia de bases numerables en
cada punto). El conjunto formado por las bolas abiertas de radio racional y
centro con coordenadas racionales es una base numerable.

Es facil construir variedades con un infinito no numerable de componentes
conexas, que, en consecuencia, no tienen una base numerable de abiertos.

Ejemplo 2.3.13 Para cada a € R consideramos la biyeccion

o i (z,a) € Rx {a} — z € R.

El conjunto {(R x {a},7,) : a € R} es un atlas de dimensién 1 de R%. Des-
ignaremos por R?,, a la variedad diferenciable que resulta de considerar a
R? dotado de la estructura diferenciable que contiene este atlas.

Las componentes conexas de R?,, son los subconjuntos R x {a} con a
fijo. En efecto, cada R x {a} es conexo por ser homeomorfo con R, luego
estd contenido en una componente conexa, D). Por otra parte, D es union
disjunta de su interseccién con el abierto R x {a} y su interseccién con el
complementario, que es también abierto. Una de estas intersecciones ha de ser
vacia, y la primera no lo es, luego lo es la segunda, de forma que D = Rx {a} .

Si B es una base de R?,,,, construimos una aplicacién inyectiva de R en
B asociando a cada a € R un elemento de B que esté contenido en R x {a}.
En consecuencia, B no es numerable.

El siguiente ejemplo, debido a Calabi y Rosenlicht, muestra una variedad
conexa, separada Hausdorff, que no tiene base numerable de abiertos.

Ejemplo 2.3.14 Sea N el subconjunto de R?® unién del plano x=0 con el
z=0.
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Para cada a € R se define U, como la unién del plano z=0 privado del
eje {x =0,z =0} con la recta {x =0,y =a} y ¢, : U, — R?, mediante
0, (,y,2) = (uq,v,) con

y—a :
B = stz #0
Uy =T, Vg = =0
z, six=

La aplicacion ¢, es una biyeccién, cuya inversa viene dada por

2=0, siu,#0

T tar Y = tab 0 {Z—v siu, =0
- Yay a —

Dados a,b € R, a # b, U,NUj es el plano z=0 privado del eje {z = 0, z = 0},
el conjunto ¢, (U, N U,) es R? privado del eje de ordenadas u, = 0, y la apli-
cacién ¢y, 0 ;! (ug, ve) = (up, vp) viene dada por

aVa - b - b
(05 = 9y (tta, a0 + 0, 0) = (uw) _ <u+ a ) |

u(l a

Vemos asi que {(U,, ¢,) : a € R} es un atlas.

Es un ejercicio comprobar que N es conexa por arcos, luego conexa, y
separada Hausdorff.

En cambio, no tiene base numerable de abiertos. Veamoslo por reduccién
al absurdo. Si {B,, : n € N} es una, para cada a € R tomamos un B, tal
que (0,a,1) € B, C U,. La correspondencia a € R — n € N habria de ser
inyectiva, porque si (0,a,1) € B, C U, y (0,ad/,1) € B, C Uy, por la primera
B, tiene puntos en {x =0,y = a}, peronoen {x =0,y =d'} sia # d, y
por la segunda los tiene en {z = 0,y = a'}, luego a = d'.

En lo sucesivo, salvo aviso en contra, toda variedad que aparezca en este
curso se supondra separada Hausdorff y separable. Al hablar de campos de
vectores en el capitulo 4, haremos notar algunas particularidades de las varie-
dades que no son T5.

2.4. Subvariedades de R"

Ejemplos de variedad diferenciable especialmente importantes son las sub-
variedades de R".

Sea S una subvariedad C* de dimensiéon d de R™. Si (U,g) es una
parametrizacién, (¢g(U),g™") es una carta local, donde pensamos en g como
aplicacion en S. Dado que los cambios de parametrizacion son C'*°; resulta
que las cartas asi obtenidas componen un atlas. La estructura diferenciable
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que lo contiene se llama estructura de subvariedad de S. Como conse-
cuencia del hecho de que las g~! son homeomorfismos sobre su imagen dotada
de la topologia relativa, resulta que la topologia de S correspondiente a la
estructura diferenciable anterior es la relativa.

Consideremos el par formado por un abierto , A, y un difeomorfismo C'*°
de A sobre su imagen, ¢ = (y',...,y"), tales que

b (ANS) = (A)N (Rd x {(o, (nd, 0)}) .

De lo visto en el capitulo 1 se deduce que (A NS, (¥ |ans,--->y%ans)) €s
una carta de la estructura de subvariedad de S. Si 7 es la proyeccién de R™
sobre sus d primeras componentes, la aplicacién coordenada de esta carta es
T 0 Y| ans-

Cada par (A,v) como el anterior serd denominado carta de R"™ de sub-
variedad para S'y (AN S, 7o |sns) serd denominado carta de subvariedad
de S.

2.5. Aplicaciones diferenciables

Sea M una variedad diferenciable de dimension m y f una aplicaciéon de
M en R. Si (U,¢) es una carta de M, se llama expresién local de f en

(U.p)a fop™
Sip = (z',...;2") y p € U, se tiene f(p) = fop t(p(p) = fo
o (zt (p),...,2" (p)) lo que puede expresarse como "la expresién local de

f vale en el punto dado por las coordenadas de p lo que f vale en p”.
Si f o ™! como funcién de n variables viene dada, por ejemplo, por

la expresién como fo ¢ ! (al,... a") = (a')’ + e 4 7 (a*)?, tenemos

Fo) = fop™ (@' (p), .. sa" (p) = (! (p)° + e (FONEO) 70t (p))?
por lo que podemos escribir f|y = (z!)* + eos(2%)(=*) 1 7(24)?.

Por esta razén se suele designar a un punto genérico de ¢ (U) por (x!, ..., z"),
si éste es también el nombre del sistema de coordenadas, ya que, entonces,
dando una expresién para f o o~ !(punto genérico)= fop~!(x!,... 2") sale

una expresién de f como funcién de las funciones z!, ..., 2™,

Ejemplo 2.5.1 Consideremos, en el caso del ejemplo 2.2.9, la funcién f :
(a,b) € K — a. Entonces, si se designa por z a la coordenada correspondi-
ente a x y a un punto genérico de (0, 27), se tiene fox ! (z) = sen 2z, luego
la expresion de la funcién f en funcién de la funcién x, es también sen 2z.

Ejemplo 2.5.2 Se considera la esfera unidad de R, S* = {(a',...,a"*!) :
(a")* + ...+ (a™™)® = 1}. En ella se define la proyeccion estereografica de
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polo N = (0,...,0,1), Py, haciendo corresponder a cada punto de " —{N}
las n primeras componentes de la intersecion de la recta que lo une a N con
el plano 2™ = 0. Si Py (r',...,r"™) = (z!,..., 2") ha de existir un tnico A
tal que (0,...,0,1) + A((rt,...,r"™) —(0,...,0,1)) = (z,...,2™,0). Esto
se produce para A = 1/ (1 — r"*1) y entonces

n n 1 "
Pa(rtr ) = (22 = ey ().

De manera similar se define la proyeccién estereografica de polo S =
(0,...,0,—1), Pg, en S™ — {S} y se obtiene

1
P (rt,...,rth) = 14 it (r',...r").

Obtenemos asi dos cartas locales cuyos dominios forman un recubrimiento
de S™. La imagen por los sistemas coordenados de la interseccion de los
dominios, es en ambos casos el abierto R"—{0}. Veamos cémo son los cambios
de coordenadas.

Figura 2.2: Cambio de proyeccion estereogréfica

Si escribimos Ps o Py (2) =y con z = (24,...,2") ey = (', ...,9"),

vemos por geometria elemental (ver figura 2.2) que |ly|| =1/ ||z]| e y/ ||yl =
z/ ||zl uego
z z
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de donde se deduce que Ps o Py' es O%.

También por geometria elemental se ve que Py o Py = pso Pﬁl, de
donde se deduce que las dos cartas componen un atlas.

Sea f la funcién cuyo valor en cada punto es la distancia a (0,...,0,1). Para
determinar su expresion local en el sistema de coordenadas Py, necesitamos
calcular Py

Si Py = (2! 2", des&gnamos también por (z!,...,2") a un punto
genérico de R”. Sea PN (ab,...,a"") = (z',...,2"). Entonces
1 1 1
m(a ,...7an> = (Z ,...,Zn)
luego, con notacién obvia,
1
1 _ gntt lall = ||=|
asi que
gt — HZ”;HQ si HZH #0
—1 si]z||=0
Por otra parte, al ser (a',..., a"") de S™, se tiene

1=|lal]®+ (a”+1)2

de donde, substituyendo la expresién anterior, se deduce

Jal) = 2121
I]1” + 1
y entonces
2
e _ P
l]1” +1
(al,...,a") = #(zl,...,z”),
2] +1

obteniendo asi

_ N 221 22" ||z|]P =1
PNl(zl,...,z)—< 5 . 5 , 5 .

207+ 1 207+ 1 =]" + 1
Obsérvese que, por simetria, se deduce entonces que

_ N 221 22" 1— |z
Psl(zl,...,z):< 5 e 5 , 5 .

27+ 2P+ 1+ 1
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La expresion local buscada es

21 2.m S|
foP&l(zl,...,z"):f< - . - =] ):

[ N 1 e S N E

2
221 \? 22 \* [z -1 2
S EESVAANE S NP
Sean ahora M y N variedades de dimensiones respectivas m y n, y f :
M — N. Dadas cartas (U, p) y (V,v) de M y N respectivamente, tales que
1 (V)NU # 0, se llama expresién local de f en esas cartas a o fop™ ! :
e(f(V)nU) — R"

Ejemplo 2.5.3 Elcilindro, C, de ecuacién z%+y? = 1, admite una parametrizacién
dada por n2x) : (0,2) € (0,27) x R — (cosf,send, z) € C, cuya imagen

sera designada por Ugar). Se define una aplicacion, f, de C' en 52, haciendo
corresponder a cada p € C, el punto p/ ||p|| € S*.

Se tiene f~1 (S? — {N}) = C asf que podemos hablar de la expresién local

de f en las cartas (U(Oygﬂ),n(ogﬂ)*l) y ((S* = {N}),Py), Pyofo No,2r)
(0,27) x R — R?, que cumple:

V1422
1
= —— (cosf,senf).
V1422 -2 ( )
Definicién 2.5.4 Se dice que f es C* en p € M si existe una carta de M
en p, (U,¢), y una carta de N en f(p), (V,4), tales que f(U) C V y la

expresion local de f en esas cartas es C* en ¢ (p).

1
Py o fonoan (0,2) = Py (7 (cosf,send, z)) =

Ejemplo 2.5.5 La aplicacién f del ejemplo 2.5.3 es C* en todo punto. Que
lo es en los puntos de Ul ar), se deduce de lo hecho en 2.5.3. Para el resto de
los puntos, se demuestra cambiando ligeramente la parametrizacion.

Recuérdese que cuando se dice que una funcién definida en un subcon-
junto de R™ es C'*° en un punto, se esta afirmando implicitamente que el
subconjunto es un entorno del punto. Asi, si (U, ) es una carta de M en
p € My (Vi) esuna de N en f(p) y se afirma que la expresion local de
f en ellas es C*™ en p(p), se dice, entre atras cosas, que p(f~1(V)NU) es
un entorno de ¢(p). Si la expresién local es C en todo punto, entonces
o(f~HV)NU) es abierto.



44 CAPITULO 2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Teorema 2.5.6 Sea p € M, (U, ) una carta de M en p y (V,v) una carta
de N en f(p). Las dos condiciones siguientes son equivalentes

1. La aplicacion f es C* en p.

2. La expresion local de f en las cartas (U, ) y (V,9) es C™ en ¢(p) .

Cuando estas condiciones se cumplen f es continua en p.

Demostracion. Veamos que 1 implica 2. Sean (Uy, ¢,) v (Vo,¢o) cartas de
M en py N en f(p) respectivamente, tales que f(Uy) C Vg y (wo ofo goal)
es C*en ¢,(p). Podemos escribir

floy =% o (Yoo fopyt) 0wl

que es compuesta de funciones continuas en los puntos apropiados. Vemos
asi que f es continua en p.

Por continuidad, existe un entorno abierto, A, de p tal que f(A) C VNVj.
Entonces ¢ o fop™! esta definidaen ¢ (ANUNUy) y w0f090’1|g0(mm(],) =

Yoy torhyo fopytop,o gp‘l\w(mm%) es C™ en ¢ (p) por ser compuesta
de aplicaciones C'°.

Para ver que 2 implica 1 basta observar que, si A es un entorno abierto
de ¢(p) contenido en el dominio de definicién, o(f~1(V) N U),de la expre-
si6n local, entonces (¢ !(A), ¢lp-1(4)) es una carta de M en p que cumple
Fle™H(A) C fleHp(f 1 (V)N U)) C V y la expresion local de f en esa
carta y la (V1) cumple

Yo fol(plpia)  =tvofop s

lo que muestra que f es C* en p.

La demostracion del siguiente corolario es inmediata

Corolario 2.5.7 Las dos condiciones siguientes son equivalentes
1. La aplicacion f es C™ en todo punto.

2. Para toda carta de M, (U, ), y toda carta de N, (V,4), la expresion
local de f en las cartas (U, @) y (V,¢) es C* .

Cuando estas condiciones se cumplen f es continua.
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Como consecuencia de este corolario, para comprobar que f es C*°, basta
tomar un atlas de M y otro de N y verificar que todas las correspondientes
expresiones locales de f son C'**™°. Una vez verificado esto, toda expresién local
de f, en cualesquira cartas de M y N, es C. Esto puede ser enunciado con
mas precision de la manera siguiente

Corolario 2.5.8 Las tres condiciones siguientes son equivalentes
1. fes C™ en todo punto de M.

2. Existen atlas {(U,,¢,) :a € A} de M y {(Vy,¢) : b € B} de N, tales
que, siempre que f~1 (V) NU, # 0, la expresion local 1y o f o o ! es
.

3. Para todas las cartas (U, @) de M y (V,%) de N tales que f~ (V)NU #
(0, la expresion local de [ en esas cartas es C™.

Si estas condiciones se cumplen f es continua.

Definicién 2.5.9 Se dice que f es C* en un subconjunto si lo es en cada

uno de sus puntos. Si el subconjunto es todo M, se dice simplemente que f
es C*°.

El conjunto de las aplicaciones C* de M en N se designard por C*° (M, N),
salvo en el caso N = R, en que se designara simplemente por C* (M) .

Obsérvese que para comprobar que una funcién definida en M, con valores
reales estd en C*° (M), basta comprobar que sus expresiones locales en las
cartas de un atlas de M son C'*°.

En C* (M) se definen la suma y el producto, de la forma habitual para
funciones con valores en un cuerpo.

Ejemplo 2.5.10 La aplicacién 1T : (z,y, 2) € R* — {0} — [z,y, 2] € P*(R)
es C*™. En efecto, se consideran en R? — {0} las cartas dadas por la restric-
ci6én de la aplicacion idéntica a los abiertos {z # 0}, {y # 0} y {z # 0}, las
imégenes por II de cuyos dominios estan en P, P, y P; respectivamente. Las
correspondientes expresiones locales de 11 son:

s — (29

cro — (6

Ty
(l’,y,2> DR
zZ z
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obviamente C'*°.

En particular IT es continua. Su restriccién a S? es también, entonces,
continua y por tanto P%(R) es compacto. De manera similar se demuestra
que los otros P"(R) son compactos.

Por otra parte la funcién definida en R®* — {0} por

Y + Yz

toma los mismos valores en cada punto, diferente de 0, de cualquier recta que
pase por el origen (esto lo cumple cualquier funcién homogénea de grado cero)
y, en consecuencia, define una funcién, f, en P?(R), mediante f([x,vy,z]) =
F(x,y,z).

Las expresiones locales de f en las cartas definidas por las ¢, son

_ (1 + 22
Fogr! (aha?) = — ¥ m)
1+(1’1) +(5L‘1)

T3 + 3

fO —1 1,1712 _ 2

) S e

_ 22(1 + 21

Fogs! (aha2) = — Bl 75)

L () @)
Dado que estas expresiones son C*®, f € C*(M).

Ejemplo 2.5.11 En el caso de la aplicacién, p, que a cada (z,y) € R? — {0}
hace corresponder la trayectoria maximal del sistema 2.1 que lo contiene
(ejemplo 2.2.13) , vamos a ver que también es C'.

Designemos por I, I_, 11, 1] | las restricciones de la aplicacién idénti-
ca a los semiespacios x > 0, x < 0, y > 0, y < 0, respectivamente. Asi ten-
emos cuatro cartas locales de R? — {0}, que forman un atlas, tales que las
imdgenes por p de sus dominios estdn contenidas en X, X—, Yt e Y~
respectivamente. Las expresiones locales de p en las cartas correspondientes
son

putopo ([+)—1 (r',r?) = rly?

L opo (]_)71 (TI,TQ) = —rly?
nTopo (II+)_1 (rt,r?) = rir?
n_opo (I[_)fl (r',r?) = —r'r?,

donde se ve que p es C*°.
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Dada una funcién, F, en R? — {0} que se pueda expresar en funcién del
producto de las coordenadas canénicas de R* — {0}, existe una funcién, f, en
M tal que fop=F.En efecto, dado t € M, los (z,y) tales que p(x,y) =1t
cumplen zy = cte, luego F'(x,y) es igual para todos ellos y puedo definir
f(t) = F(x,y). Si F(z,y) = ®(zy), donde ® es una funcién diferenciable, la
f obtenida sera también diferenciable. En efecto, sus expresiones locales son:

fo(ut) ™ (x) =(x)
fo(p) ' (z) = ()
fo(n™) ' (z) = ®(x)

fo(n) () =d(~x)

Ejemplo 2.5.12 Consideremos de nuevo la Figura de Ocho de 2.2.9, K,
dotada de la estructura diferenciable que contiene a x . La aplicacion ® es
(™ como aplicacién de la variedad R en la R? y tiene su imagen en K, pero
pensada como aplicacién de R en I no es C'™°. En efecto, su expresion local en
la carta candnica de R y la correspondiente a x de K es xo®, cuya restriccion
a (—m,m) coincide con x o y~!, que no es continua segin vimos en 2.2.9.

Todo esto esta dicho para funciones definidas en todo M. Vamos a exten-
derlo a funciones definidas en un abierto, A, de M.
Para cada atlas de M, £ = {(U,,¢,) : a € I}, el conjunto

La={(UsnNA @uly,0n) acl},

es un atlas de A (ejercicio: demostrarlo), que se llamarad “atlas de A in-
ducido por £ 7. Dos atlas de A inducidos por atlas equivalentes de M son
equivalentes (ejercicio: demostrarlo), lo que nos permite definir una estruc-
tura diferenciable en A como la que contiene a todos los atlas inducidos por
los de M. El conjunto formado por las cartas locales de M cuyo dominio
estd contenido en A, es el atlas maximo de A para esa estructura diferencia-
ble (ejercicio: demostrarlo). Cuando A se considera dotado de esta estructura
diferenciable, se dice que es una subvariedad abierta de M. La topologia
que corresponde a A como subvariedad abierta de M es la relativa, i.e. los
abiertos de A son los abiertos de M contenidos en A (ejercicio: demostrarlo).

Sig: A— N, y p € Adiremos que g es C™ en p si lo es como aplicacién
de la subvariedad abierta A en N.

Sea f: M — Nype A fesC®enpsii f|, loes como aplicacion de la
subvariedad abierta A en N (ejercicio: demostrarlo). En particular f es C*
en Asii f|, es C*.

Se tiene



48 CAPITULO 2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Lema 2.5.13 Sean M y N wvariedades, {Uq : o« € A} un recubrimiento abier-
to de M y f una aplicacion de M en N. Entonces f € C*(M,N) sii
flu,, € €*(Uas; N) para todo o € A.

La demostracion queda como ejercicio.
Recordemos que el soporte de una funcién en un espacio topoldgico, es la
clausura del conjunto de puntos en que no es nula.

Teorema 2.5.14 Sea M una variedad diferenciable separada Hausdorff, p €
A C M, con A abierto, y f € C*(A). Existe f € C>®(M) que coincide con

f en un entorno de p y tiene soporte compacto contenido en A.

Demostracion. Consideremos una carta (U, ) en p tal que ¢(p) = 0 (com-
poniendo un sistema de coordenadas arbitrario con una traslacion apropia-
da, se puede obtener tal carta). Existe r > 0 tal que la bola abierta B(0, )
estd contenida en ¢ (ANU). Sea h una funcién C* en R" que vale 1 en
B(0,r/3) y 0 fuera de B(0,r/2). Se define

f(q):{ (ho©)(q) f(Q)OZ :Z;ﬁgg (2.2)

Esta funcién coincide con (h o ¢) f en el abierto ANU y con 0 en en
el conjunto M — 1 (B(O,T/2)> , que es abierto por ser ¢! (B(O,T/2)>

compacto en Hausdorff. Vemos asi que f es C®como consecuencia de 2.5.13.
Por otra parte coincide con f en =" (B(0,7/3)).
El conjunto de puntos en que f es no nula estd contenido en ! (B(0,7/2)),

luego en ! (B(O, 7“/2)) , que es compacto en Hausdorff, luego cerrado. El

soporte de f es pues un cerrado contenido en ese compacto (lo que implica
que es compacto) que a su vez estd contenido en A. O

Tomando en la demostracién anterior f =1 en Ay h con valores en [0, 1]
se obtiene

Lema 2.5.15 Sea M wuna variedad diferenciable separada Hausdorff, A un
abierto de M yp € A. . Eziste f € C>®(M) que toma valores en [0, 1], vale
1 en un entorno de p y tiene soporte compacto contenido en A.

Teorema 2.5.16 Sean K un compacto y C un cerrado disjuntos, de una
variedad diferenciable separada Hausdorff, M. Eziste f € C®(M) que toma
valores en [0, 1], tiene soporte compacto, vale 1 en un entorno de K y 0 en

C.
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Demostracion. Se considera el abierto M —C', que contiene a K. Por 2.5.15
existe, para cada p € K, un entorno abierto de p, U,, y una funciéon C*, f,,
que toma valores en [0,1], tiene soporte compacto contenido en M — C,
y vale 1 en U,. Los U, forman un recubrimiento abierto de K, de forma
que de ellos se puede extraer un subrecubrimiento finito. Sean {f*,..., "}
las funciones correspondientes a este ntimero finito de Ues. La funcién f =
1— (1= (1= f2... (1= f"), satisface las exigencias.

O

Proposicion 2.5.17 Sean M, N y P variedades, f : M — N, g: N —
PypeM.SifesC®enpygesC®en f(p),gof esC® ennp.

Demostracion. Sean (U, p) carta de M en p € M, (V,¢) carta de N en
f(p)y (W,n) carta de P en g (f(p)). Por continuidad, podemos suponer, que
f(U) ¢ Vyg(V) C W. Entonces (go f)(U) C W yno(gof)op ' =
(nogoy™)o (o fop ™) quees C™ por ser compuesta de aplicaciones
Cce.

O

Corolario 2.5.18 Sean M, N y P wvariedades y f : M — N, yg: N —
P aplicaciones C™, entonces go f es C°.

Como consecuencia de estos resultados, puede verse que la restriccion de
T ( ver 2.5.10) a S? es una aplicacién C* sobre P?*(R). Para verlo basta
demostrar que la inyeccién canénica de S? en R3 es C* y usar 2.5.18.

2.6. Difeomorfismos

Definicién 2.6.1 Sean M y N wvariedades. Una biyeccion f: M — N se
dice difeomorfismo de M sobre N si tanto ella como su inversa son C*.

Si existe un difeomorfismo de M sobre N, se dice que estas variedades
son difeomorfas.

Ejemplo 2.6.2 Sea N (resp. M) la variedad que tiene como conjunto sub-
yacente a R y como estructura diferenciable aquella para la que g(x) = 2°
(resp. h(x) = x) es sistema de coordenadas.

1/3

La aplicacion f:a € M — a'/® € N es un difeomorfismo porque:
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1. Es biyeccion.

2. Es C*. En efecto, para todo punto de M tomamos las cartas antes
citadas y se tiene f (R) C R y la expresién local resulta ser r € R —
go foh™(r)=r, que es C*.

3. Para ver que la inversa es también C'*°, usamos las mismas cartas . La
expresion local de la inversa serd la inversa de la expresion local de f,
i.e. la identidad, por lo que es C*°.

Podemos decir que en R conocemos dos estructuras diferenciables diferentes,
pero son difeomorfas.

Ejemplo 2.6.3 Volviendo al ejemplo 2.2.9 designamos por Ko (resp.
K(-»m) a K dotado de la estructura diferenciable que admite como carta
a x (resp. y).

Definimos f : K2r) — K(—rr) mediante f = y~" o 7_, o x, donde
T_, es la translaciéon en —7 . Es inmediato ver que asi queda definido un
difeomorfismo.

Si 6 € (0,27) se tiene

f(sen20,senf) =y~ (0 — 7) = (sen 26, —sen )

1

lo que demuestra que f es la restriccion a K de la simetria respecto al eje de
abscisas.

Ejemplo 2.6.4 La aplicacién f del ejemplo 2.5.3 tiene imagen S% — {N, S}.
La inversa viene dada por

b c
! 7b7 :< : Y ) )'
Jolabe Va2 + 02 Va2 + 02 Va2 + b2

La aplicacion f define pues una biyeccion de C' sobre la subvariedad
abierta S2—{N, S}, que admite una carta global <S2 —{N, S}, PN‘SQ—{N,S})'
Vamos a ver que esta aplicacién es un difeomorfismo.

Ademds de la parametrizacién de C' definida en 2.5.3 mediante 7. 2x) :
(0,2) € (0,21) x R — (cosf,senf, z) € C, se tiene la n_. : (0,2) €
(—m,m) x R — (cosf,senf, z) € C. Sus inversas nos proporcionan cartas
(C’ —{(1,0,2) : z € R} ,77(_071%)) y (C —{(-1,0,2) : z € R},n(_fmﬂ)) :

Se tiene

PNofon(O,%r) (972) = Py (

cos 6 sen f z )

V1422 V1422 V1 + 22
1
- W—Q (COS Q,Sene) (23)
z°—Z
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Pyo foncam (0,2) = (cos@,sen @) (2.4)

1
V1422 -2
lo que demuestra que f es C*°.

Para demostrar que f~! es C*°, consideramos las cuatro cartas de (S? — {N, S})
que se obtienen por restricciéon de Py a los subconjuntos y > 0, y <

0, < Oyxz > 0y las expresiones locales a que dan lugar. Designando
por Pi, i =1,2,3,4, a estas restricciones se obtiene:

—1 -1 1\~ -1 L z y2 —!
Nozm 0 f 1o (Py) (z,y) = | (coslom) Vai+yr) 2212 )]
B B B _ x 22yt —1
Nozm o S e (PR) 7 (wy) = ((COS rzm) ™ Nl 2@ ’
B 3 2 + 2 -1
77(0,2#)71 ofto (P]:\))]) ' (z,y) = ((sen ’(W/2,37r/2)) ! Y Sl

2 2
_ _ - - +y =1
- 1of Lo (P4 z,y) = | (sen |(_r/ox ! J ) a .
(=) (Pv)  (z,y) = | (sen|(—nj2m/2)) Vi2+y2 ) 2y/a +y?

Estas férmulas pueden obtenerse o bien hallando las inversas de las fun-

ciones que aparecen en 2.3 y 2.4 o bien por geometria elemental (ver figura
2.3).

Ejercicio 2.6.5 Espacio proyectivo complejo. Identifiquemos C con R? iden-
tificando x + iy con (z,y) para todos z,y € R. Entonces Py’ se convierte en
una biyeccién de C sobre S? — {N}.

Definimos P!(C) como el conjunto formado por los subespacios 1-dimensio-
nales complejos de C2.

Para cada (2!, 22) € C*—{(0,0)} designamos por [z!, z?] el subespacio que
genera. En P!(C) podemos distinguir dos subconjuntos Dy = {[z!, 2?] : 2! # 0}
y Dy = {[z',2%] : 22 # 0} y definir las biyecciones ¢ : [2!,2%] € D; —
22)20 e Cy gy 24,2 € Dy — 21 /22 € C.

El conjunto {(D1, ;) , (Da, ¢5)} es un atlas. Consideramos a P'(C) dota-
do de la estructura diferenciable que lo contiene.

Por otra parte, D; (resp. Dy) es todo P'(C) salvo el punto [0,1] ( resp.
[1,0]), asf que podemos definir una biyeccién, f, de P}(C) sobre S? como la
aplicacién que coincide con Py' o ¢, en D y envia [0,1] a N.

Demostrar que f es un difeomorfismo.
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Figura 2.3: Expresion local.

Observacién 2.6.6 Se identifica C* con R* identificando (z + iy, z +it) con
(7,v, z,t). Entonces la esfera S queda identificada con

{(zl,ZQ) cC?: |zl|2 + ‘22}2 = 1}.

La aplicacién que envia cada (z1,2%) € S® a f([z',2%]) € S? es C*™. Se
llama aplicacion de Hopf.

Esta aplicacién es suprayectiva y, si (21, 22) € S3, la antiimagen de f([z', 22])
es la imagen de S* por

P e St — (e"Pz,ePz) € S5

Sea A un abierto de una variedad diferenciable, M, y ¢ : A — R”
una inyeccién tal que ¥ (A) es abierto. Entonces (A, 1) es una carta local
del conjunto M, pero nada nos garantiza que pertenezca al atlas méaximo
correspondiente a la estructura diferenciable considerada.

Proposicién 2.6.7 El par (A,v) es carta local de la variedad diferenciable
M sii 1 es difeomorfismo de la subvariedad abierta A sobre la (A).
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Demostracion. Si (A, 1)) es carta local de la variedad M, es carta local de
la subvariedad abierta A y, tomando la (1(A), Idya)) de 1(A), la expresién
local de ¢ y de ¢! es Idyay en ambos casos y por tanto C°.

Si ¢ es un difeomorfismo, (A,1)) es compatible con cualquier otra carta,
(U, ), del atlas maximo. En efecto, si U N A # (), las expresiones locales de

Yy ¢! en las cartas (UNA, p|yn4) de Ay (V(A), Idya)) de 1(A) son

Yo (Plyna) =40 9071|90(U0A)

Plunacy™ = po w_l|w(UmA)

cuya diferenciabilidad, asegura la compatibilidad de las cartas.

Resulta util a veces el siguiente resultado

Lema 2.6.8 Supongamos que en un conjunto M se tienen dos estructuras
diferenciables. Sean My y My las variedades que resultan de considerar en
M las estructuras diferenciables citadas. Las estructuras diferenciables son

la misma sii la apicacion idéntica de M es un difeomorfismo de My sobre
M.

La demostraciéon es un simple ejercicio.

2.7. Variedad producto

Sean M y N variedades de dimensiones m y n respectivamente , A(resp.
B) un atlas representante de la estructura diferenciable de M (resp. N),
U,p=(2',....2m)) e Ay (V;v=(y',...,y")) € B. Identificando R™xR"

con R™™ de la manera habitual, podemos escribir

ex¢:(pq) eUxV — (o(p)¢(q) =
= («'(p), - 2™ (), y' (@) -,y (@) € R™

En particular ¢ x ¢ = (z' omy,...,2m om,y' oy, ..., y" o) donde m;
(resp. ma) es la proyeccion canénica de M x N sobre M (resp. N).

El par (U x V, x 1) es una carta local, el conjunto formado por estas
cartas serd designado por A x B.

Ejercicio 2.7.1 A x B es un atlas de M x N.
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Ejercicio 2.7.2 Si A’ y B’ son otros representantes de las estructuras difer-
enciables de M y N respectivamente, el atlas A’ x B es equivalente al A x B.

Vemos asi que la estructura diferenciable que contiene a A x B no de-
pende de los representantes A y B elegidos y se llama estructura diferenciable
producto de las de M y N. M x N dotado de esa estructura diferenciable se
llama variedad producto de M por N.

Ejercicio 2.7.3 Demostrar que la topologia que corresponde a la variedad
producto es la producto.

Ejemplo 2.7.4 Se considera en la variedad S! el atlas constituido por las
cartas (U, ¢) y (V,1) definidas en 2.1.3 y en R la carta global dada por la
aplicacion idéntica. Asociado con estos atlas se define uno en S* x R mediante

o x Idp : <ei9,r) e (S'—{1}) xR — (0,7) € (0,27) x R
Y x Idp - (efe,r) e (S'—{~1}) xR — (6,7) € (—m,7) x R
y se llama variedad producto de S! por R a S' x R dotado de la estructura

diferenciable que lo contiene.
La aplicacion

f:(z,r) €S xR — (Rez,Imz,r) € C

donde C es la superficie definida en 2.5.3, es un difeomorfismo, como se com-
prueba viendo que sus expresiones locales en las cartas del atlas que hemos
dado en S' x R, y del obtenido en C' mediante inversas de parametrizaciones
apropiadas, son la identidad.

Ejercicio 2.7.5 Demostrar que si f; € C®(P, M), y fo € C®(Py, M),
entonces f1 X f2 S COO(Pl X PQ,Ml X MQ)

Ejercicio 2.7.6 Demostrar que si g; € C®(P, M;), y go € C*(P, M), en-
tonces (g1, g2) € C®(P, My x My).

2.8. Particiones de la unidad
Sea X un espacio topoldgico.

Definicién 2.8.1 Una familia de subconjuntos de X, {Uq : o € A}, se lla-
ma recubrimiento de X si X coincide con la union de los Uq. Se dice que
es un recubrimiento abierto si, ademads, los Ug son abiertos.
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Definicién 2.8.2 Una familia de subconjuntos de X se dice localmente
finita si todo punto de X tiene un entorno que solo interseca un nimero
finito de elementos de la familia.

Definicién 2.8.3 Una particién de la unidad sobre X es una familia de
funciones reales continuas sobre X , {f; :i € I}, tales que

1. La familia formada por los soportes de las f; es localmente finita.

2. Para todos v € X, i € I se cumple f;(x) > 0.

> filw) =1

el

8. Para todo x € X

Si X es una variedad diferenciable, una particion de la unidad de la
variedad X, es una particion de la unidad sobre X formada por funciones

.

Definicién 2.8.4 Una particion de la unidad, {f; : i € I}, se dice subordi-
nada a un recubrimiento, {Uq : o« € A}, si para todo i € I existe un o € A
tal que el soporte de f; estd contenido en Ugy.

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente teorema

Teorema 2.8.5 Sea M wuna variedad diferenciable separada Hausdorff con
base numerable y R un recubrimiento abierto de M. FExiste una particion
de la unidad de la variedad M subordinada a R, numerable, en la que los
soportes de las funciones que la forman son compactos.

Para demostrarlo necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.8.6 Sea M un espacio topolégico localmente compacto con base nu-
merable. Existe un recubrimiento abierto numerable de M, {Gi:i=1,2,...},
tal que G; es relativamente compacto y G; C G;y1 para todo i =1,2,. ..

Demostracion. Sea B = {U; : i = 1,2,...} una base numerable de abier-
tos y designemos por B’ el subconjunto de B formado por los elementos
relativamente compactos.

El conjunto B’ es una base de la topologia de M. En efecto, dados z € M
y un entorno abierto, U, de x, se considera un entorno abierto relativamente
compacto de x, A. Entonces U N A es un entorno abierto de x y, por tanto,
existe i € Ntal que z € U; CUNA. PeroU;, Cc UNA C A, luegoﬁies
compacto y por tanto U; € B'. Dado que x € U; C U, resulta que B’ es base.
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SeaB' = {V; :i=1,2,...}. Definimos la familia {G;} inductivamente. En
primer lugar definimos G; = V4. Dado que G; es compacto, existe un niimero
finito de elementos de B', {V;,,...,V;, }, que recubren a G;. Denotemos por
jo al mayor de los nimeros del conjunto {is,...,i,,2}. Entonces definimos
Gy =ViU...UV,.

Supongamos definido G, = V;U...UVj,. Entonces G, =V, U... UV, =
Vi U... UV, es compacto y por tanto basta una familia finita de elementos

de B/, {Vi,,..., Vi, }, para recubrirlo. Sea jx.; el mayor de los nimeros del
conjunto {ki, ..., km, jr + 1} . Entonces definimos Gpy1 = Vi U.. .UV, ..

Por construccién se tiene G C Gri1-

Para ver que M = U;enG; se puede razonar como sigue. Dado que para
todo N se tiene jy > N, resulta que Vy C Gp. Pero, para cada x € M,
existe V; € B’ que lo contiene y entonces x € G;.

O

Demostracion de 2.8.5. Sea R = {Uqg:a € A} y {G1,Ga,...} el re-
cubrimiento abierto cuya existencia asegura 2.8.6. Denotaremos G_; = Gy =
0.

Dado i € N, el conjunto G; — G;_1 es compacto, por ser un cerrado
contenido en el compacto G;

Para cada = € G; — G;_; tomamos a € A tal que x € Uy y consideramos
el entorno abierto de z, U’ = Uy N (Gi41 — Gi_3). Como consecuencia de
2.5.15 existe una funcién C'*°, \,, que vale 1 en un entorno abierto, W,, de
x, toma valores en [0, 1] y tiene soporte compacto contenido en U’.

Los W, recubren G; — G;_;. Por compacidad existe un subrecubrimiento
finito, {W,,,..., W, }. Denotemos F; = { sy, ..., Ay, } Yy F = FLUFRU....

La familia formada por los soportes de los elementos de F, es localmente
finita. En efecto, los elementos de F; tienen su soporte en M — G;_,. En
consecuencia, dado = € M, si x € (G;, G; es un entorno de x que no interseca
al soporte de ningun elemento de F; o UF; 3U... y por tanto, solo interseca
al soporte de un nimero finito de elementos de F.

El conjunto F es numerable por ser uniéon de una familia numerable de
conjuntos finitos. Denotaremos F = {g1, g2, ...} .

La funcién g dada por g(z) = >,y 9i(x), esta bien definida ya que solo
un numero finito de sumandos del segundo miembro son diferentes de cero.
Ademas es C*°. En efecto, dado x € M, sea A un entorno abierto de x
que solo interseca el soporte de un ntmero finito de elementos de F. Sean
Gir» - - -5 Gi), €sos elementos. Entonces

k
g|A = Z gihlA
h=1
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que es claramente C'*°.

Por otra parte, g toma valores mayores o iguales que 1 en todo punto, ya
que para todo € M podemos tomar i tal que z € G; — G;_1 y entonces
estd en alguno de los W,, considerados antes, por lo que la correspondiente
funcién vale 1 en z y las demas toman valores no negativos.

Podemos entonces definir para cada i € N

Gi
fi=2
g

Las funciones f; son positivas o nulas, suman 1 y la familia de sus soportes,
que coincide con la de los soportes de de las g;, es localmente finita, por lo
que componen una particion de la unidad.

Como cada A, ha sido construida con soporte en algin Uy, la particién
de la unidad obtenida esta subordinada al recubrimiento R. Los soportes son
compactos.

O

Corolario 2.8.7 Sea R = {Uq : a € A} un recubrimiento abierto de una
variedad diferenciable separada Hausdorff con base numerable. Ezxiste una
particion de la unidad de la variedad, {go : o € A}, tal que el soporte de go
estd contenido en Uq para todo o en A.

Demostracion. Sea { f1, fa,...} un a particién de la unidad subordinada a R.

Para cada i € N seleccionamos un o € A tal que el soporte de f;) esté con-
tenido en Uq. Este a serd designado por F'(i), obteniendo asi una aplicacion,
F,de Nen A.

Para cada o € A definimos

[0 si a € F(N)
go = { ZieF—l(a) fi sia € F(N)

La familia de las go cumple las condiciones requeridas.

O

Corolario 2.8.8 Sea R = {Uq : a € A} un recubrimiento abierto de una
variedad diferenciable separada Hausdorff con base numerable. Existe un re-
cubrimiento abierto localmente finito, {Vo, : o € A}, tal que Vo, C Uy para
todo o € A.
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Demostracion. Sea {gq : a € A} la particién de la unidad cuya existencia
asegura 2.8.7. Definimos Vi, = {x € M : go(z) # 0}.

Cada Vi es abierto y los Vy componen un recubrimiento porque para
cada x en la variedad alguno de los go /() es distinto de 0 y entonces x € V.
Este recubrimiento es localmente finito porque cada Vi esta contenido en el
soporte de g v la familia de los soportes es localmente finita. Ademas, para
todo «, Vi es el soporte de go que estd contenido en Ugy.

O
Obsérvese que algunos de los Vi, de 2.8.8 pueden ser vacios.

Corolario 2.8.9 Sean A y B cerrados disjuntos de una variedad diferen-
ciable separada Hausdorff con base numerable. Existe una funcion C* con
valores en [0,1] que vale 1 en un entorno de A y 0 en un entorno de B.

Demostracion. Designemos por M la variedad y por Sop(f) el soporte de
cualquier funcién f.

El conjunto {M — A, M — B} es un recubrimiento abierto de M. Sea
{f, g} una particién de la unidad tal que Sop(f) C M —Ay Sop(g) C M —B.
Entonces M — Sop(f) es un entorno de A en el que f vale 0, luego g vale 1.
Por su parte M — Sop(g) es un entorno de B en el que g vale 0.

O

2.9. Ejercicios complementarios

Ejercicio 2.9.1 Sea S una subvariedad C* de dimension s de R", P una
subvariedad C* de dimensién p de R™, U un abierto de R” tal que UNS # ()
y f una aplicacién C* de U en R™ tal que f(U) C P. Demostrar que f|yns €
C*(UNS,R™) y que, pensada como aplicacién en P, f|yns € C*(UNS, P).

Ejercicio 2.9.2 Se considera el subconjunto de R3, M, formado por el plano
z = 0y el punto (0,0,1). Designamos por U al plano z = 0 y por V al
subconjunto que resulta de anadir a U privado del origen, el punto (0,0,1).
Se define

(2 (l’,y,O) el — (I,y) €R2
7/13(957%0) V—><$,y)€R2
¥(0,0,1) = (0,0)
Demuéstrese que {(U, ), (V,1)} es un atlas de M . ;jEs la topologia que

corresponde a M cuando se le considera dotado de la estructura diferenciable
que contiene a ese atlas, separada Hausdorff?.
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Ejercicio 2.9.3 Volvemos al caso tratado en los ejemplos 2.2.13, 2.3.7 y
2.5.11.

Hemos visto que {(X, u®), (X, p7), (Y, n"), (Y ",n7)} es un atlas de
My que la topologia de M correspondiente a la estructura diferenciable que
contiene al atlas anterior, F, no es separada Hausdorff. Ademas hemos visto
que la aplicacién, p, que a cada punto de R?-{(0,0)} hace corresponder la
trayectoria que lo contiene, es C*°.

Demostrar que, si (U, ¢) es carta local, la aplicacién ¢ o p es submersién
C* y que F es la tnica estructura diferenciable con esta propiedad .

Ejercicio 2.9.4 Se considera en R%-{(0,0)} el sistema de ecuaciones

da
dt
dy
dt

= 7Y

= X.

Sea M el conjunto formado por las trayectorias maximales del sistema
dado. Sea 7 la aplicacién de R?-{(0,0)} en M que a cada punto hace corre-
sponder la trayectoria que lo contiene.

Encontrar una estructura diferenciable sobre M, F, tal que ¢ o 7 sea
submersion, para toda carta local , (U, ¢), de F. Justificar si es Hausdorff la
topologia resultante.

Ejercicio 2.9.5 Resolver un problema similar al 2.9.4, cambiando R?-{(0, 0)}
por R2-{(0,y) : y € R} y el sistema dado por la ecuacién dy/dx = 1/x*. jEs
conexa la variedad resultante?.

Ejercicio 2.9.6 Demostrar que la estructura de subvariedad de S™, es la
de variedad que incluye como sistemas de coordenadas a las proyecciones
estereograficas.

Indicacién. Demostrar que las inversas de las proyecciones estereograficas
definen parametrizaciones.

Ejercicio 2.9.7 Sea M = {(x,y,2) eR*: 22 +¢y*=1,0< 2 < 1}, y de-
signemos por ¢ la proyeccién desde (0,0,2) de M sobre R? identificado al
plano z = 0. Demostrar que M es subvariedad de R?® y que ¢ define un
sistema global de coordenadas de su estructura de subvariedad.

Ejercicio 2.9.8 Sea X el conjunto cuyos elementos son los pares no orde-
nados {p, —p} = {£p} con p € R? —{(0,0)} . Designamos por U (resp. V) al
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subconjunto de X formado por los {p, —p} con p no vertical (resp. horizontal)
y definimos

v @ {£(z,y)} e U — (%,xz—i—yQ) € R xR
Y o {x(x,y)} eV — (z,xZ—i—yz) € R xRT.
Y

Demostrar que ((U, ¢), (V,1)) es un atlas.

Ejercicio 2.9.9 Sea M el conjunto de las matrices reales 2 x 2 con rango 1.
Consideramos los subconjuntos U, formado por los elementos cuya primera
fila es no nula, y V, formado por los elementos cuya segunda fila es no nula,
y definimos las aplicaciones

e (1) eU— (@l o) R
o (1Y) eV — (@ on e

donde (-, -) representa el producto escalar habitual de R?. Se pide:

a) Demostrar que tanto ¢ como v son inyectivas y sus imégenes son
abiertos, que se calcularan.

b) Demostrar que ((U, ¢), (V,1)) es un atlas.

Ejercicio 2.9.10 Sea G el conjunto de los subespacios vectoriales de di-
mensién 2 de R? i.e. los planos que pasan por el origen. Se consideran tres
subconjuntos: G, formado por los planos que no contienen al eje x, G, por
los que no contienen al eje y y GG, por los que no contienen al eje z.

Se definen ¢, : G, — R?, ¢, : G, — R?y ¢, : G. — R? mediante
¢.(P) = (a,b) (resp. p,(P) = (a,b), v, (P) = (a,b)) si P es el plano v =
ay + bz (resp. y = ax + bz, z = ax + by), a,b € R. Se pide

a) Demostrar que {(Ga, ¢,), (Gy, ¢,). (G=,¢.)} es un atlas de G.

b) Sea f : P*(R) — G la aplicacién definida asignando a cada recta su
plano normal que pasa por el origen. Demostrar que esta aplicacién es C'*°,
cuando en P%(R) consideramos su estructura diferenciable habitual y en G
la definida por el atlas anterior.

Ejercicio 2.9.11 Sea L la pardbola de R® dada por y = 22,2 = 0y P
el plano 3z + y — 2z = 2. Designemos por h la aplicacién de L en P*(R)
definida asi: a p € L se asocia la recta que pasa por el origen y es paralela a
la interseccion de P con el plano normal a L en p. Si G es la variedad definida
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en el problema 2.9.10, definimos g : L — G enviando cada p € L al plano
paralelo al normal a L en p que pasa por el origen. Se pide

a) Demostrar que L es subvariedad C*de dimensién 1 de R3.

b) Dar una carta global de L para su estructura de subvariedad.

¢) Demostrar que h y g son C™ para las estructuras diferenciables que
estamos manejando.

Ejercicio 2.9.12 Se designa por P al plano 2z — 3y + 2z = 1 y por A al
subconjunto de P?(R) formado por las rectas que no son paralelas a P. Sea
k : A — P definida haciendo corresponder a cada recta en A su punto de
interseccién con P. Se pide

a) Demostrar que P es subvariedad de dimensién 2 de R3 y dar una carta
global de su estructura de subvariedad.

b) Demostrar que A es un abierto de P*(R).

¢) Demostrar que k es C* para la estructura de subvariedad de P y la
usual de P?(R).

Ejercicio 2.9.13 Se considera la aplicacion
hile,y, 2] € PP(R) — [2% + 9% 2 — %, 2® +y° + %] € P*(R)
y se pide

a) Demostrar que esta bién definida.
b) Demostrar que es C'°.






Capitulo 3

Espacio tangente a una
variedad

3.1. Introduccion

Consideremos una superficie, S. Dado un punto, p, sea I un intervalo
abierto que contenga a 0 € R y « una curva diferenciable con valores en S
tal que a(0) = p. Los vectores o/(0) obtenidos en estas condiciones forman
un subespacio vectorial de R?, que es el espacio tangente a S en p. En esta
caracterizacién los vectores tangentes resultan ser elementos de R?, que estan
fuera de S. Si queremos generalizar el concepto a variedades, debemos car-
acterizarlos en términos de objetos “intrinsecos”a la propia variedad, como
seria por ejemplo el conjunto de las funciones diferenciables en algiin entorno
de p en S, ya que no hay un espacio ambiente en que sumergirlos.

A cada vector tangente como el o/(0) de antes, se puede asociar una
aplicacién, o/(0), de funciones diferenciables,; definidas en algin entorno en
S de p, en nimeros definida mediante o/(0) (f) = (f o @)’ (0).

Para ver que esto no depende de la curva que origine al vector, basta
observar que, si 3 es otra curva tal que 3'(0) = o/(0), entonces

(foB) (0)=(FoB) (0)=(VFp),R0) = {(VF{p),a(0)=(foa)(0)

donde f es cualquier extensién diferenciable de f a un entorno de p en R3.
Vemos de paso que o/(0) (f) es como la derivada direccional de f en la
direccién de o/(0), salvo por el hecho de que /(0) puede no ser unitario.
Cada una de estas aplicaciones, o/(0), tiene dos propiedades muy carac-
teristicas:

1. Es lineal.

63
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2. o/(0)(fg) =/ (0)(f) g(p) + f(p) /(0)(g).

Vamos a definir los vectores tangentes a una variedad diferenciable como
operadores sobre las funciones, que cumplan estas condiciones.

3.2. Vectores tangentes

Sea M una variedad y p uno de sus puntos. Sea K, la unién de los C*°(U)
cuando U recorre el conjunto de los entornos abiertos p.

En IC, se tienen dos leyes de composiciéon naturales: si f € C*°(U), g €
C>®(V) y a € R se define

f+g:q€eUNV — f(q)+g(q) €R

af :qeU—a(f(q) R

Es facil ver que f+g € C®(UNV)yaf € C*UU).

Con estas operaciones K, queda dotado de una estructura parecida a la
de espacio vectorial, pero no lo es. En efecto, hay un elemento neutro para
la suma, la funcién que toma el valor cero en todo punto de M, pero, si
f e C®U) con U # M, no hay ninguna funcién, g, tal que f + g sea el
elemento neutro, ya que f 4 g no esta definido en todo M, cualquiera que
sea el dominio de g.

De todas formas se definen los funcionales lineales de K, como las apli-
caciones de K, en R , v, tales que

v(af+bg) =av(f)+bu(g)
para todos f,g € K, a,b € R.

Lema 3.2.1 Siv es un funcional lineal de KK, y f, g € K, coinciden en un
entorno de p, entonces v(f)=v(g).

Demostracion. Sean f € C*(U), g € C>*(V) y W un entorno de p tal
que fly = gl - Entonces

o(f) = v(flw) = v(f = flw) = v(0(f = flw)) = 0v(f = fly) =0
luego v(f) = v(fly) = v(gly) = v(g).
O

Para f,g € K, también se define un producto, fg, mediante (fg)(q) =
f(@)g(q), que esta definida en la interseccién de los dominios de definicién de
fyvgyesC™®en ella.
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Definicién 3.2.2 Un vector tangente a M en p es un funcional lineal de
Ky, v, tal que
v(fg) = v(f)gp) + fp)v(g)

para todos f,g € K,,.

El conjunto de los vectores tangentes en p a M se denota por T,M y en
¢l se definen las siguientes operaciones: si u,v € T,M y a € R

ut+v @ fek, —u(f)+ov(f)eR
au : felk, — a(u(f)) e R.

Ejercicio 3.2.3 Demostrar que v+ v y au pertenecen a T,M.

Ejercicio 3.2.4 Demostrar que con estas leyes T,M es un espacto vectorial
real.

Lema 3.2.5 5i f € K, es constante en algin entorno de p y v € T,M,
entonces v(f) = 0.

Demostracion. Si a € R designaremos por a a la funcién constante cuyo
valor en todo punto de M es a.

Cuando f estd en las condiciones del enunciado y f(p) = a, f coincide en
un entorno de p con a, por lo que, como consecuencia de 3.2.1, se tiene

o(f) = v(@) = v(al) = av(1).
Por otra parte
o(D) =v(i-1)=v(d) - 14+1-0(1) = 20(1),
luego v(1) = 0y, por tanto, v(f) = 0.

O

Lema 3.2.6 Sea f € K, y (U, = (2',...,2™)) una carta local de M en p.
Entonces existe un entorno de p en el que f coincide con

Fo)+ D (@ —2*(p)) g

donde g, k=1,...,n son funciones C* en ese entorno de p, que cumplen

9e(p) = (O (fo ™)) (¢(p)) -
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Demostracion. Sea D un entorno abierto de p en el que f esté definida
y sea C*. Sea B una bola abierta de centro ¢(p) contenida en ¢ (U N D).

Para cada (z',...,2") en B consideramos la integral

I= [ Glroe @0+t =) ...

El teorema fundamental del célculo nos dice que

2" (p) +t(z" — 2"(p)))]dt.

-1 (xl,...,ac")—f(p)

I = fop~ (at,...,a") = fop™" (z'(p),....2"(p)) = fop
de donde la regla de la cadena permite deducir
foo (2l . a") = f(p)+ 1= f(p)+ > (" —2"(p)) (3.1)
k=1

/O Oulf oo™ (2 (p) + tz — £ (p)), ... 2"

Definimos una funcién real en B, ¢!, mediante
gn (q:l,...,x”) =
1
- [(@or ) @0 +tla ~ ).
0

que es C'*° por el teorema de dependencia diferenciable de la integral respecto

z"(p) + t(z" — 2" (p))) dt,

a parametros.
Entonces 3.1 queda

foe™(ah,. .., 2") = f(p) + i(wk —at(p)gp («', ... ,2"),  (3.2)
k=1
de donde se deduce que, para todo ¢ € p~1(B), se tiene

fla)=fo 90‘1(90(61)) = foyp (a'(q), ... a"(q)) =
+Z P (z (), ..., 2"(q)) =
) + Z P)(gk o) (q),

asi que, si designamos a g\ o  por gy, se tiene
(3.3)

f|¢ +Z$ — xF Pp=YB) 91c|c,0*1
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Por otra parte la funcién g; es C* en ¢! (B), porque su expresioén local en
la carta (U, ¢) es gy, y cumple gi(p) = gi(¢(p)) = (Ou(fo™)) (¢! (p), ..., 2"(p)) =
(O(f o)) ((p)) .-

O

Ejercicio 3.2.7 Demostrar que si f € C*(R"), existen funciones g; €
C>®(R™), i =1,...,n, tales que g;(0,...,0) = 0;f(0,...,0) y

flrt o) = f(O,...,())+Zrigi(r1,...,r”).
i=1

Sean p € M,V un entorno abiertode p, f € C°(V)y (U, = (z,...,2"))
una carta de M en p. En estas condiciones, fo~! estd definida en o(UNV),
que es un entorno abierto de p(p), y es C™ en ese abierto, por lo que el niimero

(0; (foe™)) (¢ (p)) existe. Definimos

(35) =@ U o).

Ejercicio 3.2.8 Demostrar que

0
y T M.
(aﬂ)f P

Proposicion 3.2.9 FEl conjunto

(CORRICIN

es una base de T,M, y para todo v € T,M se tiene

=35 ().

Demostracion. Veamos que los (9/9z"), son linealmente independientes. Da-
dos A', ..., A" € R tales que

> (55), -0

i=1



68 CAPITULO 3. ESPACIO TANGENTE A UNA VARIEDAD

para cada k =1,...,n, se tiene

. (iA ( )p) (a*) = iA ((8(;)]9(:(:'“)) _

= DN (@ (a" o) (0) = YN (8) (plp) = 30 NE = A

0
oxt

lo que demuestra que

o 0
ozt » U\ O )
es libre.

Para demostrar que es sistema de generadores, basta demostrar la férmula
para v dada en el enunciado .
Segun 3.2.6 y 3.2.5 se tiene para toda f que sea C'*° en un entorno de p:

- kiv (%) (9 (f o)) (2(p)) = gv (=) ((%) (f)) )

Il
=
I 3
—
<
—
8
Bl
SN—"
VR
Q
SE
ol
~
=
~—_—
=

Corolario 3.2.10 La dimension del espacio vectorial T,M es la de la var-

iedad diferenciable M.
o 0
ozt), T \0a ),

se llama base de T,,M candénicamente asociada con la carta (U, p = (z',..., 2")).
La expresion de v € T,M como combinacion lineal de los elementos de esa
base, se llama expresion local de v en la carta.

La base
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Con frecuencia escribiremos

(gaj,:)p: (aii>p(f)'

Entonces, segin lo visto en la demostracion de 3.2.9, se tiene

() -(2), -7

para todos k,2 =1,...,n.

Ejemplo 3.2.11 Consideremos en R" la estructura diferenciable canénica,
i.e. , aquella para la que (R”, Tdpn = (rt,... ,r”)) es una carta global.

Sea p € R" y f una funcién C*°en un entorno de p. Entonces

(55) = (50) 0= (2 (ror0gh)) age ) = 2150

Vemos asf que en este caso (9/9r"), no es sino la derivada parcial habitual.

El conjunto R" x {p} tiene una estructura natural de espacio vectorial iso-
morfo a R™. Las operaciones se definen por (a, p)+ (b, p) = (a+b,p), A(a,p) =
(Aa, p), para todos a,b € R*, X\ € R.

Se define un isomorfismo, I,,, de T,R" sobre R"x {p} mediante

I, (Za (;Jp) — (', a") .p).

=1

A menudo se identifican estos espacios mediante I, y entonces se dice que
el espacio tangente a R™ en p es R"x {p}.
’ 71 .
'Observgse que I aplica (Q,p) 6 R™ x {p} en un operador que es la
derivada direccional en p en la direccién v, salvo por el hecho de que v puede
no ser unitario.

Ejemplo 3.2.12 En una variedad de dimensién 5, se considera un sistema de
coordenadas ¢ = (z!,...,2%), una funcién dada, en funcién de las funciones
coordenadas, por f = (2')%(2%)® + cosmx'z®, y un punto, p, definido por
90(]9) - (Il(p)a s ,$5(p)) = (27 -1,0,1, 1)‘

Afirmo que para calcular los (9/0x%),(f) basta aplicar las reglas de derivacién
usuales a la expresién de f. En efecto, si designamos por (z!,...,2%) a un
punto genérico de la imagen de la carta, la expresién local de f viene dada
por foo t(xl ... 2% = (2")2(2%)3 + cos mz'z®, y entonces (9/0z%),(f) es
la derivada parcial i-ésima ordinaria de la funcién de cinco variables reales
(21)%(2?)® + cos mzta® en el punto (2,-1,0,1,1).

En particular (3(9/9z'), — 2(0/0x%),) (f) = —12.
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3.2.1. Cambio de sistema de coordenadas

Sean (U, = (z',...,2")) y (V. = (y',...,y")) cartas locales y p € UN
V.

Nos vamos a ocupar de encontrar la matriz que da las componentes en la
base de las (9/9y"),, de cualquier v € T,M , en funcién de sus componentes
en la base de las (9/0z"),,.

Las componentes en la base de las (9/9y*), son

o) = (iv@i) ( f)) =% (5) v

i=1 i=1

luego la matriz es la que tiene en la fila k columna i el nimero (8yk / axi)p.
Pero

(Z’Zi) = (0 (¥" o 0™)) (p(p) = (@ (r* 0 po0™")) (2 (p))

asi que la matriz buscada es la jacobiana de 1) o o' en p(p).

En la préctica, se designa por (z',...,z") (resp. (y*,...,y")) un punto
genérico de la imagen de ¢ (resp. 1) y entonces la relacién (y,...,y") = 9o
et (zt, ..., 2") vendra dada por unas ecuaciones y* = ¢* (z!,...,2"), k =
1,...,n. Con esta notacion (ayk / axi)p viene dado por las derivadas parciales

usuales de las funciones y* respecto a ' en el punto p(p) = (z*(p), ..., 2"(p)).

Ejemplo 3.2.13 En P?(R) se considera p = [—1,2,1] y v € T,P* (R) dado

por
), (5a)

v=2=—) +3| = | -

(EM% , 9zt ),

Dado que p también pertenece a P, cabe preguntarse por la expresion de
v en la base asociada con ¢,. Para determinarla debemos dar las ecuaciones
de , 0 o7 *. Si escribimos (23, 22) = ¢, 0 ;' (2}, 22), tenemos

1

1
1172 — —
1
Ty
2
2 7
Ty

_12()

|
0
e
[\
cIe
[
VR
= |
(=
<
DO =
~_
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_ Loy _ (29
YT dzy ), dx3 ),

3.3. Diferencial de una funcién en un punto

luego

En esta seccién M es una variedad, p uno de sus puntos, f una funcion
C> en un entorno de py (U, = (z',...,2")) una carta de M en p.

Definicién 3.3.1 Se llama diferencial de f en p, y se designa por (df), , a
la aplicacion que a cada v € T, M hace corresponder v(f).

El espacio dual de T),M sera designado por Ty M.
Ejercicio 3.3.2 Demostrar que (df), € T, M.

Notacion. Recordemos que, si L es un aplicacion lineal de un espacio
vectorial, V', en otro, designaremos por L - v a la imagen por L de v € V.

Lema 3.3.3 El conjunto {(dz"),, ..., (dz"),} es la base dual de la {(9/0x"),,
o (0/02™), ).

Demostracién. Para todos i,j € {1,2,...,n} se tiene

(d2), - ( 9 ) — (0w /0u) =61

Lema 3.3.4 Se tiene

=3 o) (@

=1

Demostracion. Si aq, .. .,a, € R son tales que
n
(df)p = Z ak(dxk>:m
k=1
entonces

(df)p - (8(1@')10 = (;1 ak(da:k)p> : (aii)p - kil ar <(d:)§k)p- (3ii)p> —

luego a; = (9f/0x"), .
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Ejemplo 3.3.5 En 2.5.10 hemos determinado las expresiones locales de una
funcién diferenciable f € C*° (P%(R)), en los sistemas de coordenadas ¢y,
Y ¥3-

Dado p = [1,3,0] se tiene ¢;(p) = (3,0), py(p) = (1/3,0), pero p no
esta en Pj. Usando el lema precedente y las expresiones locales dichas se
encuentra que

2 3
(diL3ﬁ]::"_ig(dx%hLSﬁ]+'16(dx%hL&m
y que
9
(@ )pz0 = — (difz) 3.0 1O(d$§)[1,3,0}

En cambio, no tiene sentido preguntarse por la expresion de (df ) 3,0 en
la “base”{(dxé)[l,g’o], (d:ﬁ'g)[l’g’o]} .
3.4. Aplicacién tangente

Sean M y N variedades, p € M, U un entorno abierto de p y F €
C>*(U,N).

Definicién 3.4.1 Se llama aplicacion tangente de F' en p a la aplicacién
T,F : T,M — Try N, dada por

(T,F()) (f) = v (f o F)
para todos v € T,M, f € Kpy)
Ejercicio 3.4.2 Demostrar que T,F (v) € Tp(p)N.
Lema 3.4.3 La aplicacion T,F es lineal.
Demostracion. Si a,b € R, u,v € T,M y f € Kp), se tiene

(T,F(au+bv)) (f) = (au+bv) (foF)=a(u(foF))+
+b(v(foF))=a((T,F(w)(f)+b(T,F)(f) =
= (a(T,F(u)) + b(T,F(v))) (f)
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Ejemplo 3.4.4 Se considera la aplicacién 1T : (r',r% r?) € R® — {0} —
[r1,r% r3] € P%(R), que ya vimos en 2.5.10 que es C*°. Queremos calcular

0
T(2771’2)H * (_) .
ort (2,-1,2)

Sus componentes en la base asociada con ¢, son:

) B)
T7_7H~(—) T :(—) r1oll) =
( oot (2 w)) = (), Gem)
B (i) (ﬁ) _ 1
orl (2-1.2) ri 4

de forma que

0 1/ 0 1/ 0
o (2, ), )
ort (2,-1,2) 4 \ Ory [2,—1,2] 2 \ 0z} [2,—1,2]

Proposicién 3.4.5 Sean (U, = (z*,...,2") y (V,v = (y*,...,y*)) cartas
de M y N en p y F(p) respectivamente. La matriz de T,F en las bases
{(0/0"), i =1,...,n}t y {(8/8yj)p(p) cjg=1,..., s} es la matriz jacobiana
de o Fop™t en o(p).

Demostracion. Si v € T,M, las componentes de T,F - v en la base
{(0/0y )@y - j=1,...,s} son

(T,F-v)(y*) =v (Yo F) = (Z v(z?) (ai‘) ) (V¥ o F) =

=1

de donde se deduce que el elemento de la fila k columna i de la matriz buscada

[S]
OyF o F
ozt ),

que coincide con 9;(r* oo F o oY) (p(p)).
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O

En la prdactica. Usando como siempre la notaciéon que designa a un punto
genérico de p(U) (resp. (V) por (2!, ..., 2") (resp. (y',...,y*)) la relacién
(y',...,y%) = Yo Foypl(z. . . ,2") vendrd dada por unas ecuaciones
y¥ = y*((z',...,2"), k = 1,...,s. Entonces, (9y* o F/axi)p coincide con
la derivada parcial usual de la correspondiente funcion,

(81/“ o F) B (83/“ (xt, ... ,x”))
o'/, ot (@M= (p)

77777

Ejemplo 3.4.6 En el ejemplo anterior

_ T r
()01 o H © Ideg(Tl,T’Z,T3) = @1([T17T27T3]) = (_ _> )

asi que las ecuaciones son

T
3
r
xf == ﬁ
con lo que
r2 1 1 1
J2,-1,2) <901OHOIdR13>: (_g S L) :(—41 (2J l>'
712 /) (2,-1,2) 2 2

Las componentes de

0
Tio, Il <—>
Ot ) 5,-12)

en la base asociada con ¢, son
L
4

Ejemplo 3.4.7 Se considera la aplicacién antipodal de S?, A :p € S? —
—p € S?, y las cartas (U, Q, = (zL,22)) v (U, Q. = (z!,2?)) donde U, es

er“’e

el “hemisferio Norte”, z > 0, @,, la proyeccién, (z,y), sobre el plano zy, U,

O NI
Ni= O
N————
o O =
I
VR
| =
DO | =
N———

N[ =

cOmo ya vimos.
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el “hemisferio Este”, y > 0, y Q. la proyeccién, (x, z), sobre el plano zz. La
expresion local de A en esas cartas no estd definida salvo si restringimos los
dominios. Si designamos por @)/, a la restriccién de @), al subconjunto de U,
dado por y < 0, tenemos

Quo Ao (@) (ah,a2) = (—x:w _J1—a ) |

con lo que las ecuaciones son

X

o N =
I
|
—_
|
8
S+
no
|
8
3N
'1\3

X

La matriz de

T 1 1 1 A
(ﬁ’fﬁ’%)
en las bases
( : > ( : )
1 ’ 2
O/ (fdards) N (F5ds3s)
y
< : ) ( : )
1 ; 2
O/ (<) N0/ (k)
es pues

-1 0 (—1 0 )
\/l—x}LQ—x%Q \/1—:5%2—37%2 ( 1 1 ) 1 —1

V3 V3

Definicién 3.4.8 Se llama rango de f en p al rango de la aplicacion lineal

T,f.

Con frecuencia se usan los simbolos f,, y d,f para designar a T, f.

3.5. Caso de las subvariedades de R"

Sea S una subvariedad C*° de dimensién d de R" eig:p € S — p € R”
la inyeccién canénica.
Dado p € S, sea (U,Z) una (oo, d)-parametrizacién de S en p,

z: (.. ., u)eU — (acl(ul,...,ud),...,x"(ul,...,ud)) e R".
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Tomamos en p la carta de S (Z(U),z7'), donde pensamos en T como
aplicacion en S, y la candnica de R™. La expresién local de ig en esas cartas
es Idgrnoig0X, que no es sino T pensada como aplicaciéon en R™. En particular
es C* y vemos asi que ig es C'° en p.

El sistema de coordenadas T~! sera denotado por (u',...,u?), y supon-
dremos que u'(p) = uf, i =1,...,d.

La matriz de la aplicacion T,is en las bases {(8/8ui)p i=1,... ,d} y

{(3/3Tj)p i = 1,...,n} es
! (ul,...ut 2l (ul,... u?
(%) (uprot)s - (%) (o)

O™ (ul,...,u?) oz (ul,...,u?)
( aul (u(1)7"'7ug)7 AR aud (u(]j7"'7ug)

que es una matriz de rango d, lo que implica en particular que T,ig es inyec-
tiva.

En consecuencia Tyig establece un isomorfismo entre 7,,S y el subespacio
vectorial T,ig (T,,S) de T,R". Componiéndolo con I, (ver 3.2.11) obtenemos
un isomorfismo de 7,5 sobre un subespacio, V' x {p}, de R* x {p} . V esta da-

g

(u(1)77ug)

do por las matrices en la base {(8/87“j)p cg=1,... ,n} de los elementos de

Tyis(T,5), de forma que V = {J(u}),,..,ug)f ‘aia€ Rd} = Dz(ug, ..., ud) (]Rd)
de donde:

Proposicién 3.5.1 El subespacio Tyis (1,S) es el que mediante I, se iden-
tifica con V x {p}, siendo V = Dz(u},...,u) (R?).

En lo sucesivo, en condiciones como las anteriores diremos que el espacio
tangente a S en p es tanto 7,5 como V x {p} como V.
El siguiente ejercicio relaciona la definicién del espacio tangente a S como

variedad diferenciable, con una idea mas intuitiva de espacio tangente a una
subvariedad de R™.

Ejercicio 3.5.2 Demostrar que en las condiciones de la proposicion anterior,
V esta formado por los vectores tangentes a las curvas diferenciables de R"
que pasan por p con su imagen contenida en S.

Dado que

, 9, N CTAR T ) (0
TpZS . <%)p = ( ow ) (U(),. .. ,UO) <%)p7

k=1
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si denotamos por T;(ug, . . ., ud) a

Azl (ul,...,ud

Az™(ul,...,u?)
resulta que

, 9, 1 (= d
Tyis - (w)p =1 (T(ug, - .- ug),p) -

Vemos asi que en la identificacién de TS con un subespacio V de R?,
(0/0u), se identifica con T;(uf, ..., ud) y, por linealidad,

M&

a’(0/0u?),

Jj=1

se identifica con

d
Ja= d
g T (ug, . . ., uf)

J=1

para todos a',...,a% € R, de forma que el subespacio V es el generado por
= (1 d
los vectores T;(ug, . . ., uf).
Cuando se estudian las superficies, se suele manejar el espacio tangente
a ellas como el subespacio V' anterior. En concreto, si

7: (u,v) €U — T(u,v) € R3

es parametrizacion de una superficie S, se suele designar a T; por T, y a T
por T,. Si p = T(u,v) el espacio vectorial T,,S se identifica con

{\Ty(u,v) + pT,(u,v) : A, u € R}

i.e. con el subespacio vectorial de R? normal al producto vectorial T, (u, v) x
Ty(u,v).

Ejemplo 3.5.3 La aplicacién T(u,v) = (u,v,uv), (u,v) € R? es una parametrizacién
de su imagen , .S, que se llama silla de montar.

Dado p = (2,3,6) = T(2,3), el espacio vectorial 7,,S se identifica con el
plano —3z — 2y + z = 0 ya que T,(2,3) X T,(2,3) = (=3, -2,1).



78 CAPITULO 3. ESPACIO TANGENTE A UNA VARIEDAD

Volviendo al caso general, es de observar que, si para alguin v € 7,5
tenemos Tyig - v =1, 1. (L,p) y F es una funcién diferenciable en el sentido
de R™ en un entorno de p se tiene

v(Flg) = (L,V,F).
En efecto,
v(Fls) = v (Fois) = (This-v) (F) = (L' - (L,p)) (F) = (L, V,F)

Ejemplo 3.5.4 Consideremos de nuevo la parametrizacién de la silla de
montar dada por Z(u,v) = (u,v,uv) y el punto p = (2,3,6). Se define una
funciéon mediante F'(z,y, z) = zyz. Si designamos por (u,v) las coordenadas
del sistema 771, se tiene F|g = u*v?, por lo que

(%)p (Fls) = (2u0*)(2,3) = 36.

Por otra parte
<Eu(27 3)7 VpF> - <<17 07 U>(273)7 (?JZ; xrz, xy)(2,3,6)> = <(17 07 3)7 (187 127 6>> = 36.

Ejemplo 3.5.5 Se considera una subvariedad de dimensién 3 de R®, S. Sea

T (uh vt u?) € RP — 7 (u',u? u?) € S una parametrizacion en el punto

p=(2,-1,0,1,3). Seav € T,,S tal que Tpis-v = ((3,2,1,—-1,-2),(2,—-1,0,

1,3)) v F la funcién en R® dada por F(z,y, z,t,u) = 2? + y?> + 22 + 12 +u2.
Entonces

v(Fls) =1((3,2,1,—1,-2),V,F) =((3,2,1,-1,-2),2(2,-1,0, 1, 3)) = —6.

Supongamos ahora que A es un abierto de R" , f € C*(A,R™), y a €
f(A) es tal que f es submersién en todo punto de f~!(a). Sabemos entonces
que f~1(a) es subvariedad C*de dimensién n-m de R™.

Proposicién 3.5.6 Sip € f~1(a), el espacio tangente en p a f~'(a) es el
nicleo de D f(p).

Demostracién. Si T : (ul,...,u"™™) € U — T(ut,...,u"™) € f~(a)
es una parametrizacion, se tiene f ox = cte, de donde la regla de la cadena
permite deducir D f(p) o Dz (z7'(p)) = 0, luego el espacio tangente en p
a f~Y(a), DT (z'(p)) (R"™™), es un espacio vectorial de dimensién n —m
contenido en el nicleo de D f(p). Pero ese nicleo tiene dimensién n —m, por
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ser f submersion en p.
O

Ejemplo 3.5.7 El espacio tangente en (1/\/§, —1/\/5, 1/\/§) a la esfera S?
como subespacio de R3, viene dado por el niicleo de D f (1/\/3, —1/4/3, 1/\/5) ,
donde f(z,y,z) = x* + y* + 2% Pero

Jopapan)f =2 (1/\/5,—1/\/5,1/\/3) ,

luego el nicleo buscado esté formado por los (z,y, 2) tales que

x
2(1/V3,=1/V31/V3) |y | =0
z
i.e. es el plano z —y + 2 = 0.
Corolario 3.5.8 En las condiciones anteriores, si f = (f*,..., f™), el espa-

cio tangente a f~1(a) en p estd formado por losv € R™ tales que <fok, v> =
0, k=1,...,m.

Ejemplo 3.5.9 Se considera la aplicacion f : (z,y, z,t,u) € R® — (wtu, yzt)
€ R? y se designa por S a f7!(1,2). En todo punto (a,b,c,d,e) de S son
a,b,c,d y e diferentes de cero, luego la jacobiana en él de f,

de 0 0 ae ad

0 cd bd bc 0 )’
es de rango 2, por lo que f es submersién en ese punto. Asi pues S es sub-
variedad de dimensién 3 de R°.

El espacio tangente a S en (a, b, ¢, d, e) esta formado por los (z,y, z,t,u)
tales que

dex + aet +adu = 0
cdy +bdz +bct = 0

0, lo que es lo mismo,

e 28
+ o+
ol &l =+
+ o+
Ql+o | &
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3.6. Algunos teoremas

En estaseccion M, N y P son variedades, f € C*(M,N), g € C*(N, P),
h € C*(N)

Teorema 3.6.1 ( Regla de la cadena) Sip € M se tiene
1. Ty(go f) =Timg o Tpf

2. (d(ho f))p = (dh)sp) 0 Tpf.
Demostracion. Sea v € T,M y F' € Kgyt@p))- Se tiene

(Tp(g o f)(v)) (F) = (FO(go )= ((Fog)Of)=
= (T,f(v)) (F o g) = (T (Tpf (v))) (F
d(ho f))p(v) = v(ho f) —( f(w)) (h) = (dh)f(m (Tpf(v)).-

O

Teorema 3.6.2 Sea M conexa y f tal que T,f = 0, para todo p € M.
Entonces f es constante.

Demostracion. Sea y un punto de la imagen de f. Por ser f continua,
f7(y) es cerrado. Vamos a ver que es abierto, lo que acabard la demostracion,
por ser M conexa y f~!(y) no vacio.

Dado p € f~(y), vamos a ver que f~'(y) contiene un entorno de p.

Sean (U, = (z',...,2") vy (V,¥ = (y',...,y*)) cartas locales de M en
py de N en f(p) respectivamente. Tomamos una bola abierta, B, centrada
en ¢(p), contenida en ¢(U). Como consecuencia de 3.4.5 la matriz jacobiana
de 9o fo ! es cero en todo punto de ¢(U), luego la derivada es también
cero en todo punto de ¢(U), en particular es cero en B, que es conexo, luego
o fop! es constante en B. Pero esto implica que f es constante en o~ (B) y
dado que p € ¢~ (B), resulta que esta constante es y. Pero entonces ¢~ *(B)
estd contenido en f~1(y) y es un entorno de p.

O

Corolario 3.6.3 Sea M coneza y g € C°(M) tal que (dg), = 0, para todo
p € M. Entonces g es constante.
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Demostracion. Es inmediato encontrar una demostracién directa similar a la
del teorema, pero daremos otra, que pone de manifiesto la relacion entre la
aplicacion tangente y la diferencial, para funciones con valores reales.

Para cada p € M T,g aplica T,M en T, R. Si identificamos este espacio
con R x {g(p)} de la manera habitual, se tiene

To9-v=((dg)y-v,9(p))

En efecto,

Trg-v = ((Tog-v)(r),9(p)) = (v(rog),g(p)) = (v(9), 9(p)) = ((dg)p-v,9(p))-

Vemos asi que (dg), = 0 implica T,¢g = 0 y el resultado se deduce del
teorema.

O

Sea U un abierto de M. Se dice que la restricciéon de f a U es un difeo-
morfismo sobre su imagen, si f(U) es abierto y la restriccion de f a U es un
difeomorfismo de la subvariedad abierta U sobre la f(U).

Teorema 3.6.4 ( Inversion local) Dado p € M la aplicacion T,f es un
1somorfismo sii existe un entorno abierto de p tal que la restriccion de [ a
él es un difeomorfismo sobre su imagen.

Antes de dar la demostraciéon, hagamos algunas observaciones sobre el
espacio tangente de una subvariedad abierta.

Sea U un abierto de M e iy : p € U — p € M la inyecciéon candnica.
Vamos a ver como para cada p € U, T,iy establece un isomorfismo natural
de espacios tangentes.

Una forma de verlo es la siguiente. Si (V,¢ = (z',...,2")) es una carta
de M enp, VNUlvor = (Y vau,. .., 2"|vay)) es una carta de U en p.
Se tiene

W> - ,; (Tp"U' (ﬁw))) (o) (%) _
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Esto hace que, en la practica, no se use casi nunca la notacion

=1

para vectores tangentes a U en p, ese vector se escribe directamente como

;a (0xi>p

identificando asi T,,U con T, M mediante Tpiy .

Otra forma de describir T)iy es la siguiente. Dado v € T,U, Tyiy - v
hace corresponder a cada funcién, f, C*° en un entorno, V, de p en M el
nimero que v hace corresponder a la restriccion de f a U N V. Su inversa
hace corresponder a cada v € T,M en el vector, v/, que a cada funcién, g,
C* en un entorno en U de p, hace corresponder el mismo nimero que le
harfa corresponder u si la consideramos como funcién C*°en un entorno de p
en M.

Demostracion del teorema. Supongamos que existe un entorno abierto, U,
de p tal que la restriccién de f a él es un difeomorfismo sobre su imagen. Sea
g: f(U) — U lainversa de la restriccién de f a U. Entonces go foiy = Idy
y foiyog=Idsu, lo que implica

Tig © Tpf o Tyiv = Tpldy = Idr,u
Tof o Tyiv 0 Ty)g = Ty Idswy = Ldry, -

De aqui se deduce que T}, f o T,iy es un isomorfismo, por lo que 7, f lo es
a su vez.

Reciprocamente, supongamos ahora que 7,f es un isomorfismo. Sean
(U,¢) v (V,9) cartas locales de M en p y de N en f(p) respectivamente,
tales que f(U) C V. Entonces la jacobiana de 1 o f o ¢! es no singular
y el teorema de la funcién inversa en espacios euclideos dice que existe un
entorno abierto, A, de o(p) tal que la restriccién de 1 o f o™ a él es un
difeomorfismo sobre su imagen, A’.

Si designamos a = (A) por B, la restriccién de f a B es un difeomorfismo
sobre su imagen. En efecto, se tiene f(B) = ¢~ 1(A’), que es abierto, y

fle=v"egmyo (Yo fop™a)oyls

de donde se deduce que f|g e una biyeccién y que la expresion local de su
inversa es (¢po f o <p’1|A)71, por lo que es C*°.

O
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Definicién 3.6.5 Diremos que [ es un difeomorfismo local si todo punto
tiene un entorno tal que la restriccion de f a €l es un difeomorfismo sobre
su 1magen.

Corolario 3.6.6 La aplicacion f es un difeomorfismo local sit su aplicacion
tangente en cada punto es un isomorfismo.

La demostracion del siguiente lema es inmediata.
Lema 3.6.7 Un difeomorfismo local es difeomorfismo sii es biyeccion.

Ejemplo 3.6.8 La aplicacién f : R? — S! x S! dada por f(z,y) = (e*"@,
e*™) | es un difeomorfismo local porque su aplicacién tangente en cada punto
es un isomorfismo. Para verlo en el punto (1/4,1/4), se puede tomar en el pun-
to imagen, (7,1), la carta construida asi: sea ({Im z > 0}, Re) la carta de S!
cuyo dominio es {z € S' : I'm 2z > 0} y cuya aplicacién coordenada es la fun-
cién “parte real”; una carta de S' xS* en (7,4) es ({Imz > 0} x {Imz > 0},
Re x Re) . En el punto origen tomamos la carta candénica de R? restringida al
cuadrado (0,1/2) x (0,1/2), para tener f((0,1/2) x(0,1/2)) C {Imz > 0} x
{Imz > 0}. La expresion local de f en esas cartas es

(z,y) — (cos 2wz, cos 27y)
cuya jacobiana en (1/4,1/4) es
( —2msen 2mx 0 ) _ < -2 0 )
0 —27 sen 21y (2.1) 0 —2m )’
que es no singular.

Para todo punto (x,y) del cuadrado (0,1/2) x (0,1/2) podemos tomar las
mismas cartas en (z,y) y en f(z,y) y la matriz jacobiana de la expresion local
tiene determinante 472 (sen 27wz)(sen 27y) # 0, lo que muestra que T, f es
isomorfismo.

Si(x,y) € (k,k+1/2) x (K,k' +1/2), k, k' € Z, se toma como carta
en (x,y) la restriccion de la carta candnica a ese cuadrado y como carta en
f(x,y) la misma de antes. Los calculos son los mismos para ver que T{,) f
es isomorfismo.

Sea ahora (xg, ) tal que su imagen por f esté, por ejemplo, en

=

)

=

{z€S'": Rez > 0}x{z€S': Imz <0} = {6’0 :cosf > O}X{eie tsenf < O},

i.€. suponemos que cos 27xg > 0y sen 27y, < 0.
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En ese abierto de S! x S! tenemos definido el sistema de coordenadas
Im x Re mediante (Im x Re)(e?, ¢i¥) = (sen, cos p). La antiimagen del
dominio anterior por f, U, estd formada por los (z,y) tales que cos2mz >
0y sen2my <0 i.e.

27Tk:—g<27mc<27rk:+g, 2k’ — 7w < 2wy < 27k, kK € Z

donde vemos que U es un abierto union de una infinidad de cuadrados abier-
tos. Consideramos la carta canénica de R? y vemos que la expresién local de
f en las cartas consideradas es

(x,y) — (sen 27z, cos 2my).

Esto demuestra que f es C* en (g, yo). La jacobiana en (xg,yo) de la expre-

sién local es
( 27 cos 2mx 0 )
0 —2m sen 21y (20.0)

con determinante —472(cos 27w )(sen 2myg) # 0, luego la aplicacién tangente
de f en (xg,yo) es un isomorfismo.

Para los otros (zg,yo) se procede de manera similar.

La aplicacion f no es un difeomorfismo por no ser biyectiva.

3.7. Aplicacién tangente y curvas

Sea M una variedad diferenciable. Llamaremos curva de M a toda apli-
caciéon C* de un intervalo abierto, I, de R en M.

Por otra parte, en una variedad de dimensién 1, si ¢t es un sistema de
coordenadas en p, designaremos por

(@),
(@),

(%) () = (F ot (t(p)

al vector

i.e. , para toda f € K, se tiene
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Sea ¢: I — M una curva de M. Si designamos por r la identidad de I,
restriccion a [ de la coordenada canédnica de R, se define el vector tangente
a la curva c en ry o en ¢(ry), donde 1 € I, como

: d
Cry = ThyC- <%) .
0

Ejemplo 3.7.1 Se considera la curva, ¢ de S? dada por

1 2
c(t) = (cost) (1,0,0) + (sent) (O, %7 \/;)

La imagen de ¢ no contiene a N = (0,0, 1) y por tanto estd enteramente
contenida en el dominio de la carta dada por la proyeccién estereografica de
polo Norte (S? — {N}, Py = (2!, 2%)).

La expresién local de ¢ en esta carta y la (R, r) viene dada por

N
_ (cosr, (senr)/V/3) _ V3cosr senr
1—+/2/3senr V3 —2senr’ /3 —/2senr

Vemos en particular que ¢ € C*(R, S?).
Vamos a calcular el vector tangente a ¢ en m € R. De la definicion se
deduce

b () = (Tﬂc. (d%)) (1) = (%)ﬂ (2" oc) = (' 0 c)(m) =

V3cosr /< ) = g
V3 —V2senr Y=V

2
Pyocor (r) = Py(c(r)) = Py (COS T, enr 5 sen 7’) =

y, de manera similar,

O (22) = (\/g—se;gsenr)/ (™) = _%'

Dado que ¢(m) = (—1,0,0) resulta entonces

. 1 0 > ( 0 )
o Lo (2 |
V3 ( (axl (—1,0,0) Ox? (1,0,0))
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o)) (poc)’(ro)

Figura 3.1: Vector tangente a una curva.

El procedimiento indicado en 3.7.1 es general. Si (U, o = (z,...,2")) es

una carta y 79 € I es tal que ¢(rg) € U, entonces pocor ' = poc =
(xl oc,...,2™ o ¢) estd definida y es diferenciable en un entorno de rq. Se

tiene
Cro () = (Tmc- (dii)) (') = (%)m (2" 0¢c) = (2" 0 ¢)'(ro)

y por tanto

Cry = Z(xl oc)(ro) ( Z) .
= 02/ o)
Vemos asf que las componentes de ¢,, en la base de las (9/0 %), son

las del vector (poc)'(rg), tangente en el sentido del calculo a la curva de R”
poc, que recibe el nombre de expresion local de ¢ en la carta considerada.

Ejercicio 3.7.2 Calcular la expresién de ¢;/4 en la base asociada con la
carta (U, Q.), U. = {(z,y,2) € S* : y > 0}, Q.(x,y,2) = (z,2), donde c es
la curva dada en 3.7.1.

Dado un vector tangente a M en p, v, y un numero real, ry, existe una
curva de M definida en un entorno de ry cuyo vector tangente en ry sea v.
En efecto, sea (U, = (z',...,2")) una cartaen p y

N i)
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Dada la curva v(r) = p(p) + (r — r0)(a', ..., a"), que es C* como apli-
cacién en R™ y cumple y(rg) = ¢(p), existe un intervalo abierto, I, que
contiene a 1o tal que v(I) C @(U). Sea ¢ = ¢ toyl;: I — U C M. La
curva ¢ es C* porque su expresion local en las cartas (I, Idy), (U,¢) es ;.
Se tiene (p o c)'(rg) = +'(ro) = (a', ..., a"), luego

: "L (0
o= (o),

=1

La regla de la cadena nos permite entonces caracterizar la aplicacion
tangente de una aplicacién dada de la manera siguiente.

Sea f € C*°(M,N), p € M y ¢ una curva de M tal que c(ry) = p.
Entonces f o ¢ es una curva de N tal que f o c(rg) = f(p), cuyo vector

tangente en rq serd designado por foc,

Proposicion 3.7.3 En las condiciones anteriores

Tpf : C"’O :f © CT‘Q .

Demostracion. Se tiene

: d d .
foc,=To(foc)- (5) — (Tupor f 0 Ty)) - (%> =T, f - &y

O

Ejemplo 3.7.4 Sean a y b ntimeros reales tales que a > b > 0. Se designa
por C la circunferencia de radio b en el plano yz con centro en (0,a,0).
Llamaremos Toro, T2, a la figura de R? obtenida al hacer girar C' alrededor
del eje z.

T? es descrito por el punto P de la figura 3.2 cuando varfan 6 y ¢ en R.
Esté formado por los (x,y, z) tales que

2
(x/x2+y2—a> + 22 =0

2
de forma que es f~1(b?) si f(x,y,2) = (x/xQ +y2 - a> + 22, Esta funcién
es diferenciable en el complementario del eje z y f~!(b?) estd contenido en
ese conjunto, por lo que nos restringiremos a él. La jacobiana de f es

2<\/x2+y2—a>x 2<\/a:2+y2—a)y

, 22
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Figura 3.2: Toro.

que, en el complementario del eje z, solo se anula si /2?2 +y?> =ay z =0,
pero en esos puntos f vale 0 y no b, luego f es submersién en todo punto
de f71(b?), por lo que este subconjunto es una subvariedad de dimensién 2
de R3.

Consideremos la aplicacién que a cada <ei9, ew) € St x S! hace corre-
sponder el punto P de la figura. Queremos demostrar que es un difeomorfis-
mo. Desde luego es biyeccién, por lo que basta demostrar que es difeomorfis-
mo local, 7.e. que su aplicacién tangente en cada punto es un isomorfismo.

La aplicacion viene dada por

D: <eie,ei(’0> € S'xS' — ((a + bcos ) cos @, (a + beos ) sen p, bsen §) € T2

Para ver que es diferenciable, se pueden tomar cartas locales o proceder
como sigue: se considera

Do : ((z,y),(2,t)) € R x R? — ((a + bx)z, (a + bx)t, by) € R3

que es obviamente C'°°. Si designamos por it el est (cosf,senf) €
R? la inyeccién candnica, vemos que D no es mas que Dy o (ZSI X iS1>,

pensada como aplicacién en 72. Como aplicacién en R3 es C° por serlo Dy e
igl X igl- Entonces también lo es como aplicacién en 72, como consecuencia
del siguiente resultado

Lema 3.7.5 Sea M una variedad, S una subvariedad de R™ y f € C>°(M,R")
tal que f(M) C S. Entonces, pensada como aplicacion en S, f € C*(M,S).
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Demostracion. Dado p € M, consideremos una carta (U,¢) de M en
p y un difeomorfismo, ®, de un entorno , V, de f(p) € S, en R" tal que
(SNV) =R%x {(0, (n-d 0)} Restringiendo ¢ al abierto U N f~%(V) si
fuese necesario, podemos suponer que f(U) C V, de forma que f(U) C VNS.
Una carta de S en f(p) es mo ®|yng, donde 7 es la proyeccién (al, ... a") €
R* — (a',...,a%) € R%. La expresién local de f en esta carta y la (U, ¢) es
(mo®)ofop t=mo(Pofop ) Peromes C®y ®o fop ! también,
por ser la expresién local de f como aplicacién en R™, en las cartas (U, ¢) vy
(v, ®)

O

Consideremos la aplicacion F' = ip2 o D : St x S — R3, donde iz
es la inyeccién canénica de T2 en R?. Para cada (p,q) = (¢i?,¢%®) se tiene
Tip.F = Tppq)ir2 0T (pqD. Si demostramos que 1{, 4y I tiene al menos rango
2, se deducird que T{, 4D tiene al menos rango 2 y entonces tiene que ser 2
por ser esa la dimensién de 7?2 y resultard que Tip,qD es un isomorfismo.

Sean (t) = (ei(eﬂ), e'P), y o(t) = (eie,ei(‘p”)). Entonces v(0) = §(0) =
(p,q) , Foy(t) = ((a+bcos(d + 1)) cos g, (a + bcos(6 +t)) sen, bsen(d + t)),
y Fod(t) = ((a+bcosh)cos(p+1t),(a+bcost)sen(p +t),bsend), con lo
que

Fo Yo= ((—bsen @ cos @, —bsenf senp,bcosb), (p,q))

Fo do= ((—(a+bcosh)seny, (a+ bcosb) cos,0),(p,q)) .

Pero estos vectores coinciden con Tiy o) F" Yo v Tp.q) F- 50, por lo que basta
demostrar que son linealmente independientes. Para verlo, consideramos el
sistema

B —bsené cos, —bsent senyp | _

0= —(a 4+ beosf)sen p, (a+ bcosb)cosp ’_ bsenf(a + bcos§)(3.4)
| —bsenf senyp, bcost |

0= (a+ bcos ) cos o, 0 =bcosf(a+ bcos @) cos (3.5)
. —bsen cosp, beost | _

0= —(a+bcosf)senyp, 0 ’ = —bcosf(a+bceost)sen.  (3.6)

La ecuacién 3.4 sélo se cumple si sen @ = 0, lo que implica cosf = £1 y
entonces 3.5 y 3.6 implicarian sen ¢ = cos ¢ = 0. Absurdo.
Otro resultado sencillo que resulta muy 1til es el siguiente
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Lema 3.7.6 Si U es un abierto de M, F € C*(U), ¢: I — U es una
curva diferenciable yt € I, entonces

3.8. Espacio tangente de una variedad pro-
ducto

Sean M, N y P variedades de dimensiones m, n y s respectivamente,
(p,q) € M x Ny feC>®U,P), donde U es un entorno abierto de (p, q) en
M x N. Las aplicaciones

f(',Q)ia—’f(a,Q)

f(p,-) :b— f(p,b),

estan bien definidas en sendos entornos abiertos de de p y g en M y N
respectivamente. Para ver que estos entornos son abiertos y comprobar la
diferenciabilidad de estas aplicaciones, se puede proceder como sigue.

Se consideran

i(,q) :a€ M — (a,q) € M x N

y
i(p,"):b€ N — (p,b) € M x N,
que son aplicaciones C*°. En (i(-,q)) "1 (U), que es abierto por ser i(-,q) con-
tinua, se puede definir f(-,q) y se tiene f(-,q) = f oi(-,¢q). De la misma
forma, en (i(p,-)) "1 (U) se puede definir f(p,-), y se tiene f(p,-) = foi(p,-).
Se deduce en particular de lo anterior, que f(-,q) v f(p,-) son C*.
Definimos a continuacién dos aplicaciones. Por una parte se considera

i(p,Q) : TpM X TqN — T(p7q) (M X N) ,

dada por ipq)(u,v) - g = u-g(-,q) + v - g(p,-), para todos v € T,)M, v €
T,N, y g € C>*(U), siendo U un entorno abierto de (p,q) en M x N.
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Ejercicio 3.8.1 Demostrar que en las condiciones anteriores i, q)(u,v) €
Tipq) (M X N).

Por otra parte de designan por m; y m las proyecciones canoénicas de
M x N sobre M y N respectivamente, que son diferenciables, y se considera
la aplicacién

(Tpym: Tpgym2) :w € Tipg (M x N) —  (Tpgm - w, Tpgme - w)
e T,M x T,N

Lema 3.8.2 Ambas aplicaciones son lineales e inversa una de la otra.

Demostracion. La linealidad es inmediata. Vamos a demostrar que
(Ttp.0)T1, Tp.q)T2) © i(pq) €s la aplicacién idéntica de T,M x T,N, lo que
acabard la demostracion, pues se trata de aplicaciones lineales entre espa-
cios vectoriales de la misma dimension.

Siu e T,M, ve TN fyec C°Ayfnv € C°B), siendo Ay B
entornos abiertos de py ¢ en M y N respectivamente, se tiene

Tip.q)™1 0 i(pg) (U, V) * far = i(pq)(u,0) - (faromi) =
=u(fuom(,q) +v(fuwom(p,-)=u-fu

y, de la misma forma
Tipg)™2 0 g (w,v) - fn =v - fn

de donde se deduce que (T(qm1, T(p.g)T2) © i(pg) (U, v) = (u,v).

O
Si(U,p=(z',...,2™)) esunacartade M enpy (V,% = (y',...,9y")) una
de N en g, sabemos que (U><V exp = (zlomy, ..., a™om, ylomy, ... Yy om))
es una carta de M x N en (p,q).
Dados

u:Zui<aii> yvzivj (a%)q (3.7)

i=1 P j=1

se tiene
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de forma que

i LS (7> |
; ( d (xt om) ) (p.2) ; 0 (y? o 7) (p,9)

J

En lo sucesivo, identificamos T, M x Ty N con T(, o (M x N) mediante i, q
y suprimimos 7, y m en la denominacién de las coordenadas z‘ o, y 47 oy
de M x N, aunque su presencia se sobreentiende. Asi podremos decir que
(..., 2™ ', ..., y") es un sistema de coordenadas de M x N, que en las
condiciones de las ecuaciones 3.7 se tiene (u,v) € T(pq) (M x N) y que

(u,v) =Y u' ( Z) + > v (—) :
Z Oz (p,9) ; Oy’ (p,9)

=1

El siguiente teorema es de gran importancia para calculos practicos
Teorema 3.8.3 Si ® € C*(M x N, P)
Tp)® - (u,v) =T,@(,q) - u+ T, P(p,-) - v

Demostracion. Si f es una funcién C*° en un entorno en P de ®(p, q) se
tiene

(T(PQ)(I) (u, )) f:( pq)q)ol(pq)(u U))’f:((pq)( ))~(fo(1)):
=u(fo®(,q) +v(fo®(p,-)) = (T,2(,q) - w)- [+ (T,2(p,-)-v)- f.

O

También son extraordinariamente ttiles los siguientes resultados

Proposicién 3.8.4 Sean Fy € C*(P,M), F, € C*(P,N)yz € P. En-
tonces

T.(Fy, Fy) = (T.F\,T.F).
Demostracion. Se tiene, para todo w € T, P,
(TFl(z)’/Tl,TF2(Z)7T2) (T.(Fy, Fy) -w) = (T, (my o (F1, Fy)) - w
T, (myo (F1, Fy))-w) = (T.F,-w, T.F - w).
O

Obsérvese que toda aplicacién de P en M x N es de la forma F' = (F}, F5)
con Fy =m o Fy F, =m0 F. En particular este es el caso para las curvas
de M x N.
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Corolario 3.8.5 Siv,: I — M yy: I — N son curvas,

(V15 72)e= ((V1)es (Va)e)-
para todo t € I.

Demostracion. Se tiene

=T () = (T (35) T (3) ) = @ G,

O

Corolario 3.8.6 Sean M, N, M' y N' variedades, p € M, q € N, F €
C®(M,M'") y G € C*(N,N'). Entonces

T(pvq)(F X G) = TpF X TqG.

Demostracion. Recordemos que todo vector tangente a una variedad puede
ser obtenido como vector tangente a una curva en 0. Sean v y ¢ curvas de M
y N respectivamente que cumplen v(0) = p y §(0) = ¢. Se tiene

T (F % G) - (30:0) = T (F x G) (7,8),=(F X G) 0 (3,0)y=

:<F ov,Go 5)0: (F °7y,Go 50) = (TpF' 707TqG' 50) =
— (I,F x T,G) (70, 50> .

3.9. Ejercicios complementarios

Ejercicio 3.9.1 En S? se consideran las cartas (U,, Q, = (z1,22))y (Ue, Q. =
(z1,22)) y el punto p = (1/v/3,1/v/3,1/4/3). Sean {z,y, 2} las coordenadas
canénicas de R?. En el abierto, U, de R3, dado por z # 0 se define f mediante

f(z,y,2) = e*/*. Se pide
1. Determinar v(f|yns2) siendo v = 3(9/0z}), — 2(9/0x2),.
2. Determinar las componentes de v en la base {(9/0x}),, (0/0z2),} .

3. Determinar la expresion de (df), en la base {(dz),, (dy),, (dz),} vy la de
(d(fluns2)), en la {(dz},),, (dz}.),} . Compruebese explicitamente que,
con las identificaciones usuales, (df), y (d (f|vnsz)), coinciden cuando
acttian sobre vectores tangentes a S? en p.
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Ejercicio 3.9.2 Sea U = {(u,v) € R*: u >0, v>0},yg: (u,v) €U —
(e*, uv?, u?) € R3. Se designa por S a g(U). S es subvariedad de dimensién 2
de R3 y ¢ parametrizacién de S. Dados los elementos de T(e,1,1)R3i

o= () ), (@)
1 = _— —_— p— —_
Ox (e,1,1) dy (e,1,1) 0z (e,1,1)

=)t @) ()
s = — — —

O (e,1,1) dy (e,1,1) 0z (e,1,1)
) )

Ox (e,1,1) dy (e,1,1) 0z (e,1,1)

1. Determinar cuales de ellos pertenecen a T, 1 1is (T(eﬁl,l)S) )

se pide

2. Determinar la expresién en la base asociada a la carta (S, ¢g~') de los
b€ Tie1,1)S tales que Tie1,1yis(b) € {v1,v2,v3} .

Ejercicio 3.9.3 Sea M una variedad compacta y f € C*°(M). Demostrar
que existen al menos dos puntos p y ¢ tales que (df), =0y (df), = 0.

Ejercicio 3.9.4 Sea f : R? — R3? dada por f(z,y) = (z + 39>, 2zy?, zy).
Se pide

1. Determinar en qué puntos tiene f rango 2.

0 0
), (3),.)
9r /) 1 1y %/ -1

3. Dar condiciones sobre a,b y ¢ para que

() sy (35) e ()
Ox (4,2,-1) Ay (4,2,-1) 0z (4,2,-1)

esté en la imagen de T{; _) f.

2. Calcular

Ejercicio 3.9.5 Determinar la aplicacién tangente en [2,1,-1] de la apli-
cacion f del problema 2.9.10, dando su matriz en diferentes pares de bases.

Ejercicio 3.9.6 Con la notacién del problema 2.9.11, se pide
a) Caracterizar el espacio tangente a L en (1,1,0) como subespacio de R3.
b) Determinar las matrices de Ti1.0h y Ti1,1,09 en bases apropiadas.
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Ejercicio 3.9.7 Con la notacién del problema 2.9.12, se pide

a) Caracterizar el espacio tangente a P en k([1, 1, 2]) como subespacio de
R3.

b) Determinar la matriz de Ti1,1,2k en bases apropiadas.

Ejercicio 3.9.8 Se considera la aplicacién h del ejercicio 2.9.13 y p = [0, 1,0] €
P?(R). Dar bases de T,P*(R) y de Ty P*(R) y la matriz de T,h en esas
bases.

Ejercicio 3.9.9 Sea f :5? x §? — 5% dada por

/ / / z y z x y z
f((g:?y?Z)’(x’y’Z)) (\/57\/57\/57 \/g’ﬂ?\/ﬁ)'
Se pide
a) Demostrar que f € C*(5% x S2,5°), cuando en S? x S? consideramos
la estructura diferenciable producto.
b) Ver en qué puntos (a,b) € S? x S? es inyectiva T, f y en cuales es
suprayectiva.






Capitulo 4

Campos de vectores

4.1. Fibrado tangente

Sea M una variedad. Designemos por T'M al conjunto Uyen/1,M, y por
Tm  TM — M a la aplicacion que a cada v € T'M hace corresponder el p
tal que v € T,,M.

Para cada carta, (U, o = (x!,...,2")), de M, se considera el par (TX;(U),g =
(zb,...,2" 2 o7y, ..., 2" o Ty)), donde 2 : 73/ (U) — R estd definida por
z'(v) =v(z"),i=1,....,n

Un elemento genérico, v, de 73,/ (U) es de la forma

”_Z (a>

conv',..., 0" €R, p € U,y entonces p(v) = (v',..., 0", z'(p),...,2"(p)) =
(v',...,v",¢(p)). Vemos asf que cuando v recorre 7,/ (U), ¢(v) recorre R™ x
©(U), que es un abierto de R?*". En consecuencia estos pares son cartas locales
2n-dimensionales de T'M. Vamos a demostrar que su conjunto forma un atlas.

Si (V,9 = (y',...,y")) es otra carta de M tal que 7,; (U) N7/ (V) # 0,
entonces, dado que 7,/ (U) N7/ (V) =7,/ (UNV), hadeser UNV # 0, y
Y (ry (U) N7 (V) =R" x (U NV), es abierto.

Por otra parte, si escribimos:

(gl,...,gn,yl,...,y”):yOE_l (gl,...,g , T ,...,x")

se tiene
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luego

v (55) -
' A S I

]:1 Y yeens 1

.....

de donde se deduce

(yl,...,y”) =op ! (xl,...,x")
lo que demuestra que los cambios de coordenadas son C°.

El conjunto T'M, dotado de la estructura diferenciable correspondiente a
este atlas se llama espacio total del fibrado tangente de la variedad
diferenciable M, mientras que 7,; recibe el nombre de fibrado tangente
de la variedad diferenciable M. A veces se usa este ultimo nombre para
designar a T'M. Si no se dice nada en contra, cada vez que se hable de T'M
se le considerara dotado de esta estructura diferenciable.

La aplicacion 7, es C'™ porque su expresion local en cada par de cartas
como (73 (U),¢) v (U,¢), es la proyeccién canénica de R™ x o(U) sobre
e(U).

4.2. Concepto

Sea M una variedad diferenciable y U un subconjunto de M. Se llama
campo de vectores de M sobre U a toda seccién de 7,; sobre U 1i.e. toda
aplicacion X : U — T'M tal que 7y, 0 X = Idy.

Sea X un campo de vectores sobre U. Para cada p en U, X(p) es un
vector tangente a M tal que 7y(X(p)) = p i.e. X(p) € T,M. En lo sucesivo
designaremos a X (p) por X,,.

Ejemplo 4.2.1 Sea (U, = (z!,...,2")) una carta de M. Cada aplicaciéon

0
—pelU —|— | €TM
ox’ ox’ »

es un campo de vectores sobre U.

Observacién 4.2.2 Sea (U, = (z',...,z")) una carta local y A un abierto
de U. Dado que, para todo p € A,

(01),
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0
oz’ p’

o 0
O (xi|s) Ot

se identifica mediante T)i4 con

se puede escribir

R
Si X un campo de vectores sobre U, V es un abierto de M tal que UNV #
0y feC=(V), X asocia a f una funcién, X (f) definida en U NV mediante

(X () (p) = Xp(f)-

Obsérvese que si U es abierto, en las condiciones anteriores, X(f) =
(Xloaw) (floav) -

Ejemplo 4.2.3 Si (U, = (2!,...,2")) es una cartade M y f € C®(U), se
tiene para todo p € U

() 0) 0= (5) 19 =20 st

<£;Z> (f)=8:(fop ) oep.

es decir

lo que equivale a decir que la expresion local de (9/9z") (f) es O;(f o ¢ 1).
Vemos en particular que (9/0x%) (f) es C*.

En la préctica, muchas veces conocemos una expresion de f en funcion
de las funciones coordenadas, digamos f(z?,...,2"). Entonces la expresién
de (0/02%) (f) en funcién de las 2% es la derivada parcial ordinaria

of (zh, ... x")

ot '
En efecto, si designamos por (z',...,2™) un punto genérico de ¢(U),
f ozt ..., 2") tiene por expresién, en funcién de los ntimeros z¢ a
f(xl, ... 2") y entonces O;(f o ¢ 1)(z',...,2™) tiene por expresién a

of (x, ... a")/0x".
Si feC®(V), con UNV # (), se aplica lo anterior a la funcién f|yny y
la carta (U NV, ¢|yav). En particular (9/0z") (f) es C® en UNV.
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La funcién (9/0z") (f) serd designada en general por

of
ort’

Con esta notacion podemos escribir

o0’ )
=),
oxt ¢

Ejemplo 4.2.4 Se designa por f la funcién sobre S? que en cada punto vale
el cuadrado de su distancia a (1,1,1) y por X a 9/0x2 donde (U,,Q, =
(z},22)) es la carta ya utilizada en otras ocasiones, dada por la proyeccién
del “hemisferio norte”sobre el plano ecuatorial.

Para determinar X (f) se puede proceder asi: en primer lugar se ve que

foQu ahad) = (1—ah)’ + (1 —a2) (1—%—9:1 >)

de donde

Vi- @y - @)

Ejemplo 4.2.5 Si X es un campo de vectores sobre U y (A, ¢ = (z!,...,z"))
es una carta tal que UNA # 0, X (x ") es la funcién que en cada p € UN A vale
la componente de X, sobre (9/dz"),, X, ("), por lo que, para cada p € ANU,
se tiene

X, Z ( aiz) (4.1)
Si Y es otro campo de vectores en U, a € Ry f es una aplicacién de U
en R, se definen campos de vectores X + Y, fX y aX mediante
. (X+Y),=X,+Y,.
2. (fX)p=f(p) Xp.
3. (aX),=aX,.

Para las operaciones 1 y 3, el conjunto de los campos de vectores sobre
U es un espacio vectorial real y para las operaciones 1 y 2, un moédulo sobre
el anillo de las funciones reales en U.



4.2. CONCEPTO 101

Si el lector no esta familiarizado con la nocién de médulo, no se preocupe
demasiado, no es esencial para lo que sigue. Para que se haga una idea pode-
mos decirle que es como un espacio vectorial en el que los “escalares’no
forman un cuerpo, sino solo un anillo, es decir, no siempre se puede dividir
por los no nulos.

Ejercicio 4.2.6 Demostrar que, si V' es un abierto de M tal que UNV # ()
y F e C®(V), entonces (X +Y)(F) = X(F)+Y(F), (fX)(F)= f(X(F))
y (aX)(F) = a(X(F)).

La suma asi definida es asociativa, por lo que se suprimiran paréntesis,
de la forma habitual, cuando se tengan mas de dos sumandos.

Ejemplo 4.2.7 En R? se considera la carta (R3, Idgs = (z,y, 2)), el campo
de vectores

0 0 9 0
X—my%Jrza—y—(x +z)$
y la funcion f(z,y, z) = e™¥=.
Se tiene
_ g ﬁ_ 2 g_ Yz [, 2 2 2
X(f)—xyax~|—zay (x ~|—z)az—a:e (yoz+ 2% — (2° + 2)y).

Con estas operaciones la ecuacion 4.1 puede ser escrita

X|aw =) _ X(a') 5|
i=1 T Anu
lo que demuestra que podemos escribir
X‘AQU == XZ N
; 0" | 4ys

donde X* son funciones definidas en AN U con valores en R.

El segundo miembro se llama expresién local de X en la carta consider-
ada y las funciones X*, componentes de X para el sistema de coordenadas
©.

En las condiciones anteriores, si f es una funcion C*° en U N A, como
consecuencia del ejercicio 4.2.6, se tiene

N i O
X(f)_;Xaxi.
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Las componentes estdn univocamente determinadas y se tiene X* = X (z°)
para todo i.
Es inmediato comprobar que si

9

0
oxt 0" | 4rir

. Y =) Y 0
=1

Xl|anu = Z X'
i—1

ANU

feC>®{U)yacR, entonces

- i i 0
(X 4+Y)|anw = Z(X +YY) oo -
=1
(fX)|AﬂU = Z(flAﬁUX ) al’l
i=1 ANU

(X)L = S (ax) 2

A lane = - ! 0|y
=1

Vamos a ver como son los cambios de componentes de un campo de
vectores frente a un cambio de sistema de coordenadas.

Sean (U, = (z',...,2")) y (V,;v = (y},...,y")) cartas locales tales que
UNV # 0y X un campo de vectores en U NV tal que

"0 "D
X:Z;X@

=Syl =
unv j=1 ayj

unv

Queremos calcular las Y7 en funcién de las X?, o, mejor ain, la expresiéon

local de las Y7 en la carta (V.9 = (y',...,y")) en funcién de las expresiones
locales de las X en la carta (U, p = (x!,... 2")).
Evidentemente

‘ . "oy
YI=X()=) X'-=
W) =X

pero aqui, si conocemos X' e 3/ en funcién de las 2¥, obtenemos Y7 en funcién

de las z*, no su expresién local en la carta ¢ = (y!,...,y"). Para obtenerla,
debemos substituir las #* por su expresién en funcién de las 3.
Con mayor detalle, siy/ = y/ (2!, ..., 2") son las ecuaciones de (y', ..., y")

Yo Hat, ... a") yat =2t (yt, ..., y") lasde (2, ..., 2") = oy L (yt, ... "
se tiene

Yj(¢_1(x17 s an)) - XQO_I(xl,...,:L‘”)(yj) -

)
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n ' J (Al n
=Y X ),

=1

que nos da Y7 en funcién de las z¢, de forma que si en esta expresién
ponemos z' = z'(yl,...,y"), sale la expresién de Y7 en funcién de las y7,

Yoy~ y',...,y").
Vemos asi que para calcular las Y7ot~ (y!, ... y™)se puede proceder asi:

1. Se multiplica
Xtop Hat, ... ")
Xmo l(z, ... 2")

por la jacobiana

ayl(zlv"?mn) ayl(zl’“'»wn)
Oxl ?c ox™n

Oy (x!,...,x™) Ay (x!,...,x™)
Ol 7 9x

2. Seusan ¢/ =gy/(z',... 2") 6 ' = x'(y',...,y") para obtener

Yoy l(y!,....y")

Yoty . .. y")
Ejemplo 4.2.8 En S? se considera un campo de vectores, X, cuya expresion
local en la carta (S* — {N}, Py = (z},2%)) es

o | 0

X = a3 -
N N o
Oz, Oy,

Para escribir la expresién local de X en la carta (S?—{S}, Py = (v}, 2%)),
se recuerda que

_ z
Psole(Z):W,
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lo que implica que
(z5,2%) = Ps o Py'(zy, 2},

equivale a
1
1 TN
ZBS -
(eh)” + (2})°
2
= —

(k)" + (2%)

De aqui se deduce que las componentes de X Pol ek ) €0 la base

N

(01025 g it (01033 pr 1,2,

son el producto de

por la jacobiana

() =(ah)”  _ oelel
Oeg,25) _ [ () +(2)7)" ((h)'+(a2))
Iz, 2%) —2z 7%, (23) —(2%) ’

() +(2)7)" ((eh)+(=2))

que resulta ser

(o) ()

lo que en términos de (xL,z%) se escribe
q 5 Lg
%
—xk.

0 0
X|g2_ =i — . 4.2
|52 {N,S} xSax}g "L‘Sax% ( )

Podemos pues escribir

Definicién 4.2.9 Se dice que X es C* si lo es como aplicacion entre va-
riedades.

Lema 4.2.10 Supongamos U abierto y que X es un campo de vectores en
U. Las tres condiciones siguientes son equivalentes:
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1. Xes(C™.
2. Para toda carta (A, = (z',...,2")) de U, cada X (x') es C*.

3. Para cada p € U eziste una carta de U en p, (A, o = (x',... 2")), tal
que cada X (x%) es C*°.

co = (x',...,2™)) de U , la expresién
(A), p) es

(@', 2") € 9 (A) — ¢ (X1, om) =

Demostracion. Dada una carta (A, ¢
local de X en las cartas (A, ) y (73]

(X(@H o Hat, ... 2™),..., X(@") o Hat, ... 2™, 2", ... ")

que es C™ sii lo son las X (7).
Es entonces facil ver que 1 = 2 = 3 = 1.

Ejemplo 4.2.11 Definimos un campo de vectores, X, en S2, como aquel
que coincide en S? — {N} con el dado en 4.2.8 y que en N vale 0. jEs C*°?.

Segtn el lema anterior, es obviamente C* en S? — { N'}, porque en todos
los puntos de este abierto podemos tomar la carta dada por la proyeccion
estereografica de polo norte y las componentes de X en ese sistema de coor-
denadas son C*°.

Para ver que es C*° en N, tomamos la carta dada por la proyeccion
estereografica de polo sur y sabemos que

0 0
Xlg2_ =i —gpL—. 4.3
|S {N,S} xSax}S xSax% ( )

Pero el campo dado en S? — {S} por
0 0
2 1
Yo — Tgms
S0zl 50k
también vale 0 en N, luego coincide con X por lo que podemos escribir

0 0
Xlg2_ oy = 22— — ot —— 4.4
’S {S} ‘Z'S 837}9« xS ax%7 ( )

lo que demuestra que X es C*™° en N.

El conjunto de los campos de vectores C'° en un abierto U se desig-
nard por D(U).
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Ejercicio 4.2.12 Demostrar que:
1. Con las operaciones usuales de suma y producto C*(U) es un anillo.

2. Para las operaciones de suma y producto por funciones, D(U) es es-
table, siempre que las funciones sean de C*°(U). Dotado de estas ope-
raciones D(U) es un médulo sobre el anillo C°(U).

3. Para las operaciones de suma y producto por nimeros reales, D(U) es
un espacio vectorial.

Lema 4.2.13 Si X € D(U) y f € C°(V), con UNV £ 0, X(f) € C2(UN
V).

Demostracién. Seap € UNV y (A, = (z',...,2")) una carta en p. Para
todo g € ANU NV se tiene

(X)) = (Z(X@:"))(q) (55) ) ()= (e (55 ) 0=

i=1

(imi) §f> @

i=1

luego X (f) coincide con una funcién C* en el entorno ANU NV de p.

O

Ejercicio 4.2.14 Sean XY € D(U). Demostrar que se tiene X = Y sii
X(f) =Y(f) para toda f € C*(M).

El campo de vectores X € D(U) define una aplicacién f € C*(U) —
X(f) € C°(U) que seréd designada también por la letra X. Es un ejercicio
comprobar las siguientes propiedades

Proposicién 4.2.15 Si X e D(U), f,ge C*U) yaeR
1. X(f +g)=X(f) + X(g)-
2. X(af) = aX(f).
5. X(fg9)=fX(g)+X(f)g.

Aplicaciones de C*°(U) en si mismo que cumplan estas propiedades se
llaman derivaciones de C*(U).



4.2. CONCEPTO 107

Teorema 4.2.16 Toda derivacion de C*(U) proviene de un tnico campo
de vectores C*°.

Demostracion. Sea A una derivaciéon de C*°(U). Para cada p € U definimos
X, de la manera siguiente: dada una funcién, i, C°° en un entorno de p, sea
h eC *(U) que coincida con h en algin entorno de p; definimos X,(h) =
[A(h)](p)-

Para ver que con esto hemos definido algo, hemos de comprobar que si
h,h € C>(U) coinciden en un entorno de p, entonces [A(h)](p) = [A(h)](p).
Pero, dado que [A(h — h)](p) = [A(h) — A(h)](p) = [A(h)](p) — [A(K)](p),
basta demostrar que [A(g)](p) = 0si g € C*°(U) se anula en un entorno de p.
Obsérvese en primer lugar que A(0) = 0 ya que A(0) = A(2-0) = 2 A(0). Sea
ahora [ € C*(U) tal que vale 1 en un entorno de p y 0 fuera de un entorno
abierto de p en que se anule g. Entonces gl = 0 y por tanto 0 = (A(gl))(p) =
[9A(1) + A(9)ll(p) = 9(p)[AD)](p) + [A(9)](p)I(p) = [A9)](p)-

Es inmediato comprobar que el X, asi definido es un vector tangente, de
forma que la aplicaciéon que envia p a X, es un campo de vectores, X.

La derivacién que define X aplica f € C*(U) en X(f) definida por
(X(F)(B) = X,(f) = [A(F)](p), luego coincide con A.

Veamos que X es C*. Para cada carta local de U, (U’,p = (z!, ..., 2")),
vamos a ver que X (z) es C*. Dado p € U’, sea &' una funcién en C*(U) que
coincida con z* en un entorno, V, de p. Para todo g € V se tiene (X (2%))(q)
X, (z) = [A(E)](q), de forma que X (z")|y = A(Z")|v, por lo que X (z*) e
C* en p. En consecuencia X (z') € C>(U").

La unicidad se demuestra asi: si Y es otro campo de vectores cuya corres-
pondiente derivacién es A, sea p € U y f diferenciable en un entorno de p.

Se considera F' € C*(U) que coincida con f en un entorno de p y entonces
se tiene Y, (f) = Y, (F) = (Y(F))(p) = [A(F)](p) = X,(f) luego ¥, = X,,.

n

O

Vemos asi que la correspondencia que asocia derivaciones a los campos
de vectores diferenciables, es una biyeccién. El abuso de lenguaje que es-
tamos cometiendo al utilizar la misma letra para un campo de vectores y
la derivacién correspondiente, equivale a utilizar esta biyeccién como una
identificacion.

Obsérvese que con esta identificacién, si X, Y € D(U), f € C°(U) y a €
R, nos vemos abocados a escribir X + Y, fX y aX por las derivaciones
correspondientes a los campos que llevan esos nombres, con lo que hemos
definido de manera indirecta operaciones en el conjunto de las derivaciones,
que dan lugar a estructuras en ese conjunto para las que la identificacién es
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isomorfismo. Como se ha visto en el ejercicio 4.2.6, para las derivaciones se
tiene (X +Y)(g) = X(g) + Y(9), (fX)(9) = F(X(9)) ¥ (aX)(g) = a(X(g).
donde g es otro elemento de C*°(U).

A continuacién vamos a definir otra ley de composicién interna en D(U).

Si X, Y € D(U), X oY, aunque es lineal para la estructura de espacio
vectorial real de C*°(U), no es una derivacién de C*(U) ya que si f,g €
C>*(U) se tiene

X oY (fg) = X(Y (g + Y (g)) =

= X(Y()g+Y(H)X(9) + X(f)Y(g9) + FX(Y(9))

que en general no coincide con X (Y (f))g+ fX (Y (g)). En cambio, se deduce
de la igualdad anterior que X oY —Y o X es una derivacién de C*°(U), por
lo que proviene de un campo de vectores que sera designado, al igual que la
derivacién correspondiente, por [X,Y] y denominado corchete de Lie de
X conY.

Lema 4.2.17 Si (U, = (z',...,2")) es una carta local, para todos i,j =

1,...,n se tiene
9 91_,
ozt 0z |

Demostracion. Para todo k= 1,...,n se tiene
g 0 w0 g 0
{Oxi’ 8x3} (@) = 5505 = 559 =0
O
La operacion
(X,)Y)eDU)xDWU) — [X,Y] € DU) (4.5)

tiene las propiedades siguientes

Proposicién 4.2.18 Si XY, Z € D(U) ya € R:
1. (X+Y, Z|=[X,Z]|+]Y,Z].

(X, Y+ Z]=[X,Y]+[X, Z].

[aX,Y] =[X,aY] =a[X,Y].

(X, Y] = —[v, X].

[X> [Y, ZH + [Y> [Z’ X]] + [Z7 [X7YH = 0.
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Dejamos la demostracién como ejercicio. Basta demostrar que las deriva-
ciones correspondientes cumplen esas igualdades, utilizando las operaciones
vistas sobre derivaciones.

Las propiedades 1, 2 y 3 se pueden resumir diciendo que la operacién 4.5
es bilineal para la estructura de R-espacio vectorial de D(U). La 4 se suele
enunciar diciendo que esa operacién es antisimétrica. La quinta propiedad
se llama identidad de Jacobi. Un espacio vectorial real en el que se ha
definido una operacién como la 4.5, con estas propiedades, se llama algebra
de Lie real. De forma similar se definen algebras de Lie sobre otros cuerpos.

A continuacién vamos a ocuparnos de la determinacién de la expresién
local de [X, Y] en una carta, en funcién de las de X e Y. Veamos primero un
lema

Lema 4.2.19 SiV es un abierto contenido en U, [X,Y]|v = [X]|v,Y|v].

Demostracion. Sea f € C®(V),q € V' y f una funcién en C*(U) que
coincide con f en un entorno, A, de ¢. Entonces

(X Yv(N)e) = X, Y] (f) = (X, Y]()(e) =
= (X(Y(f)) = Y(X(N)@) = X,(Y(]) = Yo(X(])) =
= Xo(Y]a(fla)) = Yo(X[a(fla)) = Xo(YIv (f)) = Yo (X|v(f)) =
= Xy YIv(M)) (@) = Vv (XTv (1)) (@) = ([(X]v, YIvI(f) (),

de donde se deduce lo propuesto.
([

Supongamos ahora que (A, = (x!,...,2")) es una carta con UN A # ()

y que
’ " Z aiL’Z

=1

X‘AmU: X' i
; 0" | yys

)
ANU

Entonces, si designamos a U N A por V,

(X, Y)(@") = [X, Y]y (@'lv) = Xy, YIV]@'lv) = X[v(Y") = Y|y (X) =

Z 8YZ 8X ‘
6xﬁ (91:7 ’
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En forma matricial, podemos escribir

[X,Y](z")
: = (4.6)
(X, Y] (2")
oyt oyt 1 ox? ox1 1
T v oam X Dzl 0 Gam Y
8}'/" . 8):/" ‘n - 8):(" . 8):(" .n
ozl o Pan X ozl oy fxn Y
Ejemplo 4.2.20 En R3se consideran
0 0 0 3} 0 3}
Xz —y—e Ymge— —p— = y— —p—.
Z@y Yoz Y9: " “or & m(‘?y
Las componentes de [X, Y] son
00 —1 0 0 0 O —z Y
00 O z —1 0 0 1 0 =\| —=z
10 0 —y 0 -1 0 0

luego [X,Y] = Z. De forma similar se comprueba que [Z, X] = Y y que

v,7) = X.

4.3. Curvas integrales de campos de vectores
Sea M una variedad y X € D(M).

Definicién 4.3.1 Se llama curva integral de X a toda curva C*° de M,
c, tal que
¢y = Xy para todo t en el intervalo de definicion de c.

Ejemplo 4.3.2 En R? se considera la curva c(t) = (—t,2 —t%2), t e Ry
el campo de vectores

o 0

X=w2———.

Para todo t € R se tiene

: 9 0
== (5_) - (3_) = X(—t2-122) = Xe@),
L) (—t2-12,2) Y7 (—t2-122)

luego ¢ es curva integral de X.
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¢ = Xe)

poc(t)=(z oc(t),...,x"oc(t))

poc(t) d x;‘zc(t) =Xiop~1(zloc(t),....aoc(t))

Figura 4.1: Curvas integrales

Sea ¢ : I — M una curva C*° de M. Nos vamos a ocupar de las condi-
ciones que deben cumplir las expresiones locales de ¢ en cartas, para que ¢
sea curva integral.

Si (U, = (z!,...,2")) una carta local, p o ¢ esté definida en el abierto
I'=cYU) de I y para todo t € I’ se tiene

i) — i(x’ oc)(t) <8ii>c(t) |

de forma que, si

;Xﬁxi

es la expresion local de X, es condicién necesaria para que ¢ sea curva integral
de X que ' '
(z" 0 c)'(t) = X*(c(t))

para todo ¢ = 1,...,n. Estas relaciones pueden ser escritas de la siguiente
forma

d ztoc(t ,

T() = X'op Hztoc(t),...,x" oc(t)) (4.7)
1 = 1,...,n. Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden, que deben cumplir las funciones x’ o ¢(t) para que ¢ sea curva
integral de X.
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Reciprocamente, supongamos que para cada t € I existe una carta local
en c(t), (U, = (x',...,2")), para la que se cumple 4.7, entonces c es curva
integral de X.

Dada una carta como la anterior, existe una correspondencia biunivoca
entre curvas integrales con imagen en U y soluciones en ¢(U) del sistema 4.7.

El sistema de ecuaciones 4.7 puede también escribirse

d o oc(t — _
1200 _ X o pm(poclt). (1)
donde
Xl
X = :
Xn

Ejemplo 4.3.3 Se considera el campo X del ejemplo 4.2.11 y vamos a buscar
sus curvas integrales.

Una curva integral que pasa por N es ¢(t) = N, t € R.

Vamos a buscar curvas integrales con imagen en S? — {N}. Dado que

o ., 0

—x
1 N 2
Oxy Ox3;

_ .2
X =1y

para que c(t) sea una de esas curvas ha de ser

dxk oc(t
10l _ 3,0t
d 2% oc(t
Ndit():_x]lvoc(ﬂ'

Es habitual designar 27 o c(t) simplemente por 27 (t) con lo que el sistema

anterior debe escribirse
d x'(t)

i@ —vw
d 2*(t) 1
o =),

cuyas soluciones son x!'(t) = Acost+ Bsent, z2(t) = dz'(t)/dt = —Asent+
Bcost, A, B € R, y estan definidas para todo t € R.

Las curvas integrales contenidas en 5% — { N'} son pues las que se obtienen
para cada A, B € R mediante cap(t) = Py'(Acost + Bsent, —Asent +
B cost).
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Ejercicio 4.3.4 Dibujar las imagenes de las curvas integrales del ejemplo
anterior.

En el teorema siguiente, se resumen algunas consecuencias de los conocimien-
tos adquiridos sobre sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, en segun-
do curso

Teorema 4.3.5 Sea U un abierto de R™ y fi € C°(U), i =1,...,n. Para
cada a € U existe un entorno abierto, B, de a en U y e > 0 tales que para
cada b € B existe una tunica curva v, : t € (—e,e) — (zp(t),...,zy(t)) € U
satisfaciendo v,(0) = b y

dwi(t)_ i1 n
85 = Fad), ).

Ademas la aplicacion
(t7b) € (_576) X B — r)/b(t) ev
es C°.

Utilizando este resultado, demostramos a continuacion un teorema de
existencia y uno de unicidad de curvas integrales de campos de vectores.

Teorema 4.3.6 (de existencia) Dados X € D(M) y p € M existen € > 0
y un entorno abierto, B, de p tales que para cada v € B existe una curva
integral de X, ¢, definida en (—e,¢) que cumple c,(0) = x.

Demostracion. Sea (U, = (z',...,2™)) una carta de de M en py
¥

ZXaa;i'

=1

Planteamos en ¢(U) el sistema de ecuaciones

d x'(t)
dt

= X0 N (z'(t), ..., 2"(1)) (4.9)

1=1,...,n.

El teorema 4.3.5 afirma que existe entorno abierto, U’, de ¢(p) y € > 0
tales que para todo y € U’ existe una solucién, v, del sistema de ecuaciones,
definida en (—¢,¢), que cumple v, (0) = y. Entonces designando por B a
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e Y U") yporc,aplo V() resulta lo propuesto.
O

Teorema 4.3.7 (de unicidad) Supongamos que M es Hausdorff. Sean ¢y :
Ji — M yco: Jo — M curvas integrales de X que cumplen c¢1(0) = ¢2(0).
Entonces

cilnng, = calnnn,

Demostracion. Sea Q = {t € Jy N Jy: c1(t) = c2(t)} . @ no es vacio ya que
0 € . Vamos a ver que () es abierto y cerrado en J; N Jy. Esto acabara la
demostracion ya que J; N Jy es conexo por ser interseciéon de intervalos y
entonces resultara @) = J; N Js, que implica lo que queremos demostrar.

Q es cerrado en J; N J. Se considera (¢, ¢o) 1 t € J; N Jy — (¢1(t), ca(t))
€ M x M que es continua. Sea A = {(z,y) e M x M :z=y}; A es un
cerrado por ser M Hausdorff. Dado que Q = (c1,¢2) ' (A) resulta que Q es
cerrado.

Q es abiertode J; N Jy. Seat € Q, c1(t) = c2(t) = py (U, p = (2!, ..., 2"))
una carta en p. Por continuidad, poc; (resp. pocs) esta definida en un entorno
abierto, Iy, (resp. Iy) de t en J; N Js.

Entonces ¢ o ¢; y ¢ o ¢y son soluciones de 4.7 que cumplen ¢ o ¢(t) =
o ca(t) = (p). Definimos Ai(s) = poci(s+1t) y Xa(s) = poca(s+1t), que
estédn definidas en un entorno de 0, en 0 valen ¢(p), y son también soluciones
de 4.7, como se comprueba sin mas que derivar. Por el teorema 4.3.5 existe un
e > 0 tal que A\1(s) y A2(s) estan definidas y coinciden para todo s € (—¢, ),
lo que implica que p o ¢1(s +t) y @ o ca(s + t) estan definidas y coinciden
para todo s € (—¢,¢). Esos s+ ¢ forman un entorno abierto, (t —¢e,t+¢), de
t en J; N Jy, que, entonces, estd contenido en (). Vemos asi que () contiene
un entorno de cada uno de sus puntos.

O

El siguiente ejemplo muestra que, si M no es Hausdorff, puede no haber
unicidad.

Ejemplo 4.3.8 Se consideran los subconjuntos de R?, U = {(z,0) : x € R}
yV ={(x,0): 2 <0} U{(z,1):2>0},yen M =U UV las cartas locales
(U,y) y (V, z) dadas por y(z,0) = = para todo = € R, z(x,0) = x para todo
<0y z(z,1) =z para todo = > 0.

Estas dos cartas definen un atlas en M. El cambio de coordenadas viene
dado por la aplicacion idéntica de R™. La topologia resultante en M no es
Hausdorff, ya que todo entorno de (0,0) interseca a todo entorno de (0, 1).
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Los campos de vectores Xo = 0/0y € D(U) y X; = 0/0z € D(V)
coinciden en la interseccién de sus dominios de definicién, por lo que existe
un unico campo de vectores, X, en M, cuya restriccion a U y V' coincide con
Xo v X respectivamente.

La curva ¢i(t) = (t — 1,0), t € R cumple y o ¢;(t) = ¢t — 1 por lo que es
diferenciable, tiene valor inicial (—1,0) y es integral de X .

La curva ( )
t—1,0) si t<1
Cg(t)_{ (t—1,1) si t>1

cumple zocy(t) =t —1 por lo que también es diferenciable, tiene valor inicial
(—1,0) y es integral de X .
Pero estas curvas difieren para todo t > 1.

En lo sucesivo supondremos que M es Hausdorff.

Sea p € M, A un conjunto de indices y {I, : a € A} el conjunto formado
por los intervalos abiertos que contienen a 0, para los que existe una curva
integral, v, : J, — M de X que cumple 7,(0) = p. Designemos por J,
a Ugeal,. El conjunto J, es un intervalo abierto y se define ¢, : J, —
M mediante c,(t) = v,(t) si t € I,. Esta curva estd bien definida como
consecuencia del teorema de unicidad.

Para cada t € J,, sit € I, se tiene ¢,|;, = 7,. lo que demuestra que ¢, es
diferenciable y es curva integral de X.

La curva ¢, se llama curva integral maximal de X con valor inicial p.

Sea Dy = {p€ M :te J,}. Se define una aplicaciéon X; : Dy — M
mediante X;(p) = ¢,(t) y se designa por I; a la imagen de D; por X;. El
conjunto de los X; se llama flujo o grupo uniparameétrico local de X.

Obsérvese que X;(p) esta definido, para cada p fijo, para todo t € J, y
describe la curva integral maximal con valor inicial p.

Ejemplo 4.3.9 Volvamos al ejemplo 4.3.3. El campo de vectores que se con-
sidera es el X € D(M) que vale 0 en N y tiene por expresién local para la
proyeccion estereografica de polo norte

2 0 1 0

Ty — TN
Noxl, TN Oox%

Las curvas integrales que hemos encontrado son ¢(t) = N, t € Ry, para cada
A, B €R, cap(t) = Py'(Acost + Bsent, —Asent + Bcost).
Vamos a buscar las curvas integrales maximales con valor inicial p € S2.
Si p = N, la curva c estd definida en todo R y cumple ¢(0) = N, luego
¢y = c. Para los elementos del flujo de X se tiene entonces X;(N) = cn(t) =
N.
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Si p # N sea Py(p) = (x,73). Una curva integral que en 0 vale p es
la cap tal que A = z}, B = 2, que, por estar definida en todo R, ya es
maximal. Vemos asi que

cp(t) = Py'(zgcost + xgsent, —zgsent + xj cost).

Al ser J, = R para todo p, se tiene D, = M para todo t.
Los elementos del flujo de X cumplen

X;(p) = Py' (w5 cost + zisent, —xjsent + xj cost),

1 1

x cost sent x

P X Pfl 0 _ ’ 0
N oA fN (:Bg) <—sent, cost><:v3

Vemos asi que la expresion local de X; en el sistema de coordenadas Py
es un giro, G, alrededor del origen, de dngulo —t. Entonces X;[s>_(n} =
P&l o G o Py, y de aqui se deduce que X;[s>_(n} es un giro de angulo ¢ en
determinado sentido, alrededor del eje z. Dado que este giro también aplica
N en N, coincide con X, en toda S2.

Obsérvese que en este caso X; o Xy = Xyig, es decir, la aplicacion ¢t €

R — X; es un homomorfismo del grupo R en el grupo de los difeomorfismos
de S2.

de donde

Un ejemplo en el que los D; son algo més complicados es el siguiente

Ejemplo 4.3.10 Sea M =R? —{(0,0)} y X = 9/0z. El sistema que da las
curvas integrales, ¢(t) = (z(t),y(t)), en la carta candnica es

dx(t) _

dt
dy(t)
i !
cuyas soluciones son (z(t),y(t)) = (t + C, K). La curva integral cuyo valor
en inicial es (z,y), es c(zy)(t) = (t + 2, 7).

El intervalo Ji,,) es todo R si y # 0, pero , si y = 0, es aquel de los
intervalos (—oo, —x) o (—x,00) que contenga a 0, i.e. , (—oo,—z) six <0 o0
(—x,00) si x > 0.

Como siempre Dy = M, pero, si t > 0, D, estd formado por los (x,y) tales
que y # 0, los (z,0) con z > 0 y los (x,0) tales que z < —t, i.e. Dy = R? —
{(s5,0) : =t < s < 0}. Deigual forma, sit < 0, D; = R*—{(s,0) : 0 < s < —t}.

Los elementos del flujo son X; : (z,y) € D; — (x+t,y) € M. Obsérvese
que Iy = Xy(D;) = D_4, lo que no es casualidad (ver el apartado 4 del teorema
4.3.12).
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En el caso general se cumple el siguiente lema
Lema 4.3.11 Para todosp € M yt € J, se tiene
Jepty = Jp =1
donde J,—t={r—t:reJ,}y
Cep(t)(8) = Cp(s +1).

Demostracion. La curva s — ¢,(s +t) esta definida en J, — t, se ve
que es integral de X sin mas que aplicar la definicién, observando que puede
ser escrita como ¢, o {s — s+t}, y su valor en 0 es ¢,(t). Se deduce que
Jp =t C Je,) ¥y que

Copt)|gp—t = cpo{s — s+ 1t}.

Sélo falta demostrar que J ) C J, —t. Pero el resultado anterior implica
que —t € J. 1) y entonces

‘]Cp(t) - (_t) - JCCp(t)(_t)'
Teniendo en cuenta que c.,)(—t) = ¢, 0 {s — s+ 1} (—t) = p resulta
Jcp(t) ‘|‘t C Jp,

lo que acaba la demostracion.

Teorema 4.3.12

1. Para cada p € M existe un entorno abierto, B, de p y € > 0 tales que
la aplicacion
(t,q) € (—e,6) x B— Xi(q) € M

es C°.
2. Setiene D,ND,,, = X YI,ND,) y

r

Xs o XT|X;1([TQDS) = Xs+r|DrﬂDr+S

3. FEl conjunto D, es abierto.

4. Se tiene D_,. = I, y X, es un difeomorfismo sobre su imagen con
X1=X,.
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5. La relacion Dy C Dy se cumple siempre que t y t' tengan el mismo
signo y [t| > |t|.

6. La union de los Dy parat >0 es M.

Observacién 4.3.13 En particular, 2 implica que siempre que X, o X,
esté definido en un conjunto, X, esta definido en él y coincide con la com-
posicién. Esto se extiende a la composicién de un ntimero finito de X,.

Demostracién. 1. Sea (U, = (x',...,2")) una carta en p. Designamos

por X*a X(x'), i =1,...,n, y consideramos el sistema 4.7. Segtin el teorema
4.3.5 existe € > 0 y un entorno, By, de ¢(p) en ¢(U), tales que la aplicacion
que a cada (t,b) € (—¢,¢e) x By hace corresponder el valor en ¢ de la solucién
de 4.7 que vale b en 0 es C*°. Esta solucion toma valores en ¢(U). Pero este
valor es pocp-1()(t) que coincide con po Xy (¢~ (b)) = po X090~ (b). Vemos
asi que la aplicacion

F:(t,b) € (—¢e,8) x By — @ o X, 0p (b),

es O,

Definimos entonces B = ¢ 1(By), y consideramos la carta global de
(—e,e) x B en (0,p) ((—e,e) x B,Id(—.c) X ¢|p) en (0,p) y la (U,¢) en
p. La expresion local de

(t,q) € (—e,e) x B— X4(q) e M

en esas cartas es F.

2. Sea p € X, *(I. N Dy). Entonces p € D, y X,(p) = ¢,(r) € Dy, lo que
quiere decir que s € J. () = J, — 1y, por tanto, s + 1 € Jp, luego p € Dy,
y entonces p € Dy, N D,. Vemos asi que Xr_l(fr N Dy) C Dgy N D,

Sea ahora p € D, N D,. Entonces r,r + s € J, = J. () + 1, de donde
se deduce s € J., (), es decir ¢,(r) € Dy lo que equivale a X,(p) € D,, que,
unido a p € D, implica p € X,7*(I, N D). Luego D,,sN D, C X, '(I.N D).

Supongamos que p € X, 7*(I, N D,). Entonces

Kotr(p) = 6p(5 +7) = ey (8) = X (6p(r)) = X 0 X, (p),

lo que acaba la demostracion de 2.

3. Dado ¢t sea p € D,. Entonces ¢t € J,. Denotemos por I el intervalo
cerrado de extremos 0 y t. Para cada ¢ € ¢,(/) se considera un ¢, > 0 y un
entorno B, para los que

(t,q) € (—eq,6q) X By — Xi(q) e M
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sea C*°. Por la compacidad de ¢,(I) se puede extraer un recubrimiento finito,
{Bg;.-.,B,,} del dado por los B,. Sea V la unién de los B,,, i =1,...,m,
y € el menor de los ¢,,. Entonces la aplicacién

(t,v) € (—g,6) x V — Xy(v) € M

es C.
En particular, X,|y es C™ si |r| < €. Sea n suficientemente grande para
tener |t/n| < e . Definimos V5 = V' e inductivamente para i = 1,...,n,
o; = XL
m Vi
Vi = o7 (Vi)

SetieneV,, C...CV; CV,_.;y C...C Vo=V, yaque g; sélo esta definido
en V;_1, v V; es abierto para todo i.

Demostramos a continuacién por induccién ¢,(t — jt/n) € Vi, para todo
i < j < n.En efecto, ¢,(t — jt/n) € V; para todo 0 < j < n. Admitamos
cp(t — jt/n) € V;, para todo i < j < n. Entonces, para todo i +1 < k < n,

se tiene .
ot —k=) eV,

n
y

Uz’—i-l(Cp(t_kE)) =X <X(t_ki)(p)> = X)) = Cp(t—(/f—l)%) cV;

n n

luego ¢, (t — ki) € Vigy.
En consecuencia V,, C V, V,, es abierto y contiene a ¢,(0) = p. Pero la
composicion o1 o o9 0 ... 0 g, esta definida en V,,, luego lo esta

Xio " oX,.

Como consecuencia de 4.3.13 resulta entonces que el dominio de definicion
de X;, que es Dy, contiene a V,,, luego D, es abierto.

4. Vemos de paso, en la demostracién anterior, que la restriccién de X; a
un entorno, V,,, de cada punto, p, de D; es C*, luego X; es C*. Basta pues
demostrar que I_, = D, y X, 0 X_, = Idp__, ya que entonces, cambiando r
por —rresulta I, = D_, y X_ .0 X, = Idp,.

Tomando en 2 s = —r se obtiene D, = X (I, N D_,), pues Dy = M,
luego I, = X, (D,) C D_, y, cambiando r por —r, I_, C D,. Entonces
X, 0X_, estd definida en D_,. y por 2 coincide con Xy|p_, = Idp_,. Para ver
que I_, = D, basta ahora observar que si p € D_,., X,.(X_.(p)) = p, luego
pel,.
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Los asertos 5 y 6 son de demostracién inmediata.

O

Ejemplo 4.3.14 Volvamos al caso 4.3.10. Sir y s son mayores que 0 se tiene
D, =R*—{(t,0): —r <t <0}, Dy =R*—{(¢,0) : —s < t < 0}, Dy, = R*—
{(t,0): —=(s+7r)<t< 0} I,=D_, =R —{(t,0): 0 <t <r}y X.(2,y) =
(x + r,y), de donde se deduce que Dy, N D, = Dy, v X1 (I, N Dy) =
X, HR? — {(t,0) : —s < t < r}) coinciden. Ademas, para todo (z,y) en ese
conjunto se tiene Xg o0 X, (z,y) = Xs(x +r,y) = (. + 7+ 5,y) = Xepr(2,9).

Ejemplo 4.3.15 En R? se considera el campo de vectores

0 0
X=ay— +2—.
xy@x + oy

Si c(t) = (x(t),y(t), z(t)) es una curva integral maximal con valor inicial
(%0, Yo, 20), ha de cumplirse

aw -
dy
= = 9
dt
dz
= =0
dt

donde hemos abreviado z(t),y(t) v z(t) a z,y y 2.

De la tercera ecuacién deducimos z = zy. De la segunda y = 2t + yo v
entonces, de la primera z = :EOExp(t2 + yot). Vemos entonces que una curva
integral es

c(t) = (acget(t+y°), 2t +yo,20), t€R

que es maximal por estar definida en todo R.
Se tiene D, = R? para todo t y se ve directamente que

Xy 0 Xi(1,y,2) = Xy(we' ) 2 4y, 2) = (0T CTHH) 25 424 4y, 2) =
_ <I6t2+ty+s2+23t+sy’ 2(8 + t) +, Z) = Xs—l—t(x; Y, Z)

Corolario 4.3.16 Si D, = M para algun s # 0, entonces D, = M para todo
r que tenga el mismo signo que S.
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Demostracion. Sea I el intervalo cerrado de extremos 0 y s.

Sir € I se tiene D, = M ya que, para todo p € M la curva integral con
valor inicial p estd definida en todo I.

Si r tiene el mismo signo que s pero r ¢ I, existe un numero natural n
tal que r/n € I (basta tomar n > r/s). Entonces

Xro .(.n. oXr

n

esta definido en todo M y como consecuencia de 4.3.13 lo mismo ocurre con
X, .

Observacién 4.3.17 No cabe esperar que Dy, = M para algin s # 0 im-
plique D, = M para todo r. Se tiene el siguiente contraejemplo.

Sea M = {(z,y) e R?:2 >0} y X = 9/0x. Es un caso parecido al de
4.3.10.

Para cada (z,y) € M se tiene ¢, ) (t) = (x +t,y), de forma que J(,,) =
(—x,00). Entonces, sit > 0, D; = M, pero,sit < 0, D, = {(z,y) : =t < x} #
M.

Definicién 4.3.18 Un campo X se dice completo si D; = M para todo
teR.

Como consecuencia de 4.3.16 se tiene

Corolario 4.3.19 Un campo de vectores es completo sii existe € > 0 tal que
D, = M para todo t tal que |t| < e.

Teorema 4.3.20 Supongamos que en una variedad se tienen biyecciones
Xy Dy — I, con Dy e I; subconjuntos de M, para cada t en un cierto
subconjunto de R, tales que se cumplen las condiciones 1, 2, 3, 4 y 5 del
teorema 4.3.12. Existe un dnico campo de vectores en M cuyo flujo viene
dado por extensiones de las X;.

Demostracion. Se consideran el conjunto L = {(t,p) e Rx M : p € D;}
y la aplicacién ¥ : (t,p) € L — X,;(p) € M. Vamos a demostrar que L
es abierto y ¥ es C°. Para ello veremos que, dado (ty,pg) € L, existe un
entorno de él en R x M contenido en L y que la restriccion de W a ese entorno
es C*.

Sea (Up, ¢,) una carta de M en py y (U, ) una en Xy, (po). Por 1, existe
un entorno abierto, B, de Xy, (po) y € > 0 tales que la restricciéon de ¥ a
(—¢&,¢e) x B es C*. Podemos tomar ¢ y B suficientemente pequenos para que
la imagen ¥ ((—¢,¢) x B) esté en U.
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Consideramos el entorno, E, de (to,po) dado por E = (tg —¢,to + €) X
X, ;'(B) v, para todo (t,p) € E , resulta que X;_4,(X;,(p)) estd definido,
luego lo estd X; ¢,14,(p) = Xi(p), asi que E estéd en L.

Por otra parte, en E se tiene

Viegypxn o {(t,p) — (t = 1o, X1, (P))} + (t,P) — Xito(Xio (p)) = V(¢ p)

de forma que la restriccién de W a ese entorno es composicion de aplicaciones
Cc*.

Para cada p se define J, = {t:p € D;}, que es un entorno de 0 por la
propiedad 1, conexo por arcos (luego conexo) por la propiedad 5 y abierto por
ser la antiimagen de L por la aplicacién que envia cadat € R a (t,p) € Rx M.
También definimos la curva ¢, : t € J, — Y(t,p), que es C* y el campo de
vectores X definido para cada ¢ € M por X, = (éq)o.

Si existe algin campo de vectores que cumpla las condiciones del enun-
ciado, es obviamente el X asi definido. Veamos que las cumple.

En primer lugar, es C*°. En efecto, dado ¢ € M sea (U, = (z!,...,2"))
una carta de M en q. Se tiene

X(@) o g™ 1) = Xpmiola') = G| 0 Wt o7 ()

que es funcién C* de r € p(U).

Por otra parte, dado que ¢,(t) = X;(q), para ver que el flujo de X estd for-
mado por extensiones de las X; basta ver que las ¢, son curvas integrales de
X. Pero, para todo ¢y € J; se tiene

(¢q)sy, = (Xe())yy = (Xi—ty © X (@), = (Xs 0 Xt(0))g = X (a) = Xey(to)-

O

Corolario 4.3.21 Sea M una variedad y {X; : t € R} una familia uniparamé-
trica de difeomorfismos de M tales que X; o Xy = X1 para todost y s y la
aplicacion (t,p) € R x M — Xi(p) € M es C*. Euxiste un unico campo de
vectores en M cuyo flujo es {X; :t € R}.

El siguiente lema resulta 1til en varias circunstancias

Lema 4.3.22 Sea X € D(M) yp € M tales que X, # 0. Entonces eziste
una carta local (U, = (z*,...,2")) de M en p tal que

Xy = /0"
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Demostracién. Sea (V,4 = (y',...,y")) una carta de M en p. Com-
poniendo v con una traslacién, podemos suponer que ¥ (p) = 0. Dado que
X, # 0, alguno de los X,(y") ha de ser diferente de 0. Componiendo ¢ con
un cambio de numeracién del sistema de coordenadas, si fuera necesario,
podemos suponer que X,(y') # 0.

Sean ¢ > 0 y B como aquellos cuya existencia asegura el apartado 1 de
4.3.12, y sea > 0 tal que (—p, )™ C (VN B). Designamos por a al minimo
entre € y .

Se define F': (—a,a)” — M mediante

Fb',...,0") = Xp (v 1(0,0%,...,b"))

que esta bién definida, es diferenciable y cumple F(0) = p. Ademads se tiene

0 0 ‘
TyF - (07”)0 - (W')p’ i=2,....n, (4.10)

En efecto, si designamos por ¢ la curva ¢ : t € (—a,a) — (0,...,0,t,0,
.,0) € (—a,a)”, donde t ocupa el i-ésimo lugar, i = 2,...,n, se tiene
¢o = (0/0r"), y entonces

(1 (3). ) 0 = - o) = (1o (o0 () ) 04

_(dN _ 4
_<%)O(y OFOC)_dr

lo que demuestra 4.10. Consideremos, por otra parte, para cadab = (b',...,b") €
(—a,a)", la curva y(t) = (b' +¢,...,b"), que estd definida para ¢ suficiente-

mente pequeno. Se tiene
. (0
To=\ 9 b

(r* o p(Xo (7 1(0,...,7,...,0)))) = oF

r=0

de forma que

Pero,

luego

]
T,F - (—> = Xr)- (4.11)
b
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En particular

0
ToF - (—) ~ X, (4.12)
ort ), P

Dado que el conjunto {X,,,9/0y?,...,0/dy"} es linealmente independi-
ente, y por tanto una base de 7, M, deducimos de 4.12 y 4.10 que To [ es un
isomorfismo. Como consecuencia del teorema de inversion local, resulta que
existe un entorno abierto de 0 en R™ tal que F|4 es un difeomorfismo sobre
su imagen. Entonces (F(A), (F|4)™!) es una carta de M.

Sea (F|4)~t = (z%,...,2™). Como consecuencia de 4.11 se tiene, para
todo b € A,

Xppy(a*) = T, F - (%)b(wk) = (%)b (F o F) = (%)b (r*) = oY

lo que equivale a

O

Observacion 4.3.23 La demostracién anterior solo es valida para variedades
Hausdorff, porque usa de manera esencial el flujo, que solo ha sido definido
para variedades separadas. Sin embargo el lema es véalido para toda variedad.

Para verlo, basta tomar un entorno abierto de p que sea Hausdorff (por
ejemplo el dominio de una carta cualquiera en p). Por el lema existe una
carta de esa subvariedad abierta para la que se cumple lo pedido, y esa carta
es también carta de M.

4.4. Flujo y corchete de Lie

Sean M y N variedades, F' € C*°(M,N)y X € D(M). Se dice que X
es proyectable por F' si existe un abierto, U de N e Y € D(U) tales que
F(M) cUyT,F-X, =Ygy para todo p € M. En estas condiciones se
dice que Y es una proyeccién de X por F, que X se proyecta por F' en
Y y también que X e Y estan F-relacionados o relacionados por F, y se
escribe F, X =Y. Obsérvese que los diferentes F, X sélo estan obligados a
coincidir en F'(M).

Si ;. X =Y yc:I — M es una curva integral de X, para todo t € I
se tiene )

Focg = Tc(t)F SOy = Tc(t)F : Xc(t) = YFoc(t)
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luego F o ¢ es curva integral de Y. En particular, si designamos por J,(X)
(resp. J,(Y)) el intervalo de definicién de la curva integral maximal de X
(resp. Y) que tiene valor inicial p € M (resp. ¢ € N), se tiene J,(X) C
Jrp)(Y) v, para todo t € Jp(X), se tiene F o Xy(p) = Yi(F(p)). Si Dy(X)
(resp. D(Y")) es el dominio de definicién de X; (resp. Y;) se tiene F'(Dy(X)) C
Dy(Y) y en Dy(X) se tiene F o X; =Y, 0 F.

Lema 4.4.1 Para todo t tal que Di(X) # 0 se tiene (X)X = X.

Obsérvese que las eventuales proyecciones de X porX; tienen sus valores
determinados sélo en I;(X) = D_;(X). Si este conjunto no es todo M, puede
haber otras proyecciones ademas de X.

Demostracion. Para cada p € Dy(X) el vector T, X, - X, es el tangente en
0 a la curva X, o {s — X,(p)}, pero

Xio (s — XalP)fo = 15— Xira)}o = (5 — Xa(Xe D) }o = Xtutr)

O

Lema 4.4.2 Se tiene F,X = X' sii, para toda g € C*(N), X(go F) =
X(g)o F.

Demostracion. Supongamos que F,X = X'. Entonces, para todo p € M

(X(go F))(p) = Xplgo F) = (T,F - X,)(9) = X (9) = (X'(9)(F(p)),

luego X(go F) = X'(g)o F.
Reciprocamente, supongamos que X (g o F') = X’(g) o F.. Entonces, para
todope M

Xpp(9) = X'(g) o F(p) = (X(go F))(p) = Xp(go F) = (T,F - X;)(g)
luego Xr(,) = TpF" - X
O

Corolario 4.4.3 Supongamos que F(M) es un abierto de N. Se tiene F, X =
X' sii, para toda g € C*(F(M)), X(go F) = X'(g) o F.

Lema 4.4.4 Supongamos que F(M) es un abierto de N. Entonces X €
D(M) es proyectable por F sii para toda g € C®(F(M)) eziste gx € C°(F(M))
tal que X(go F)=gx o F.
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Demostracion. La parte “sélo si ”es consecuencia inmediata de 4.4.3.

Si. Se define una aplicacién de C*°(F(M)) en C*(F(M)), X', mediante
X'(g) = gx, utilizando el hecho de que gx esta definida de manera tinica por
gx o F, y se comprueba sin dificultad que es una derivacion. En consecuencia
X' define un campo de vectores que cumple X (g o F) = X'(g) o F, por lo
que, segin 4.4.3; se tiene [, X = X',

Lema 4.4.5 Si F.X = X' y F.Y =Y, entonces F.[X,Y] = [X",Y'].
Demostracion. Para toda g € C*°(N) se tiene
(X, Y](goF) = X(Y(goF)) =Y (X(goF)) = X(Y'(g)o F) = Y(X'(g)o F) =

=X'(Y'(g)) o F' = Y'(X'(g)) o ' = [X".Y'](g) o I
y el resultado se deduce de 4.4.2.

O

Lema 4.4.6 Sea f un difeomorfismo de M sobre N y X € D(M). Entonces
a)Eziste un tinico Y € D(N) tal que f,.X =Y.
b) Los difeomorfismos foX,; e Y;of tienen el mismo dominio de definicion,

el de X, y coinciden en él.
¢)El flujo de Y wiene dado por Y; = fo X;o f1.

Demostracién. Para cada q € N se define Y, = Ty-1(¢) f - Xy-1(¢). Con esto
se define un campo de vectores, Y, sobre N que, si demostramos que es C'*°,
es el tnico que cumple f,X = Y. Para demostrar esto basta demostrar que
Y (g) es C* cada vez que g € C*°(N), pero, para todo ¢ € N se tiene

(Y(9) (@) = Yol9) = (Tr-1()f - Xs-1(9)) 9) = Xy-1(9)(g0f) = (X(g o f)) (f (0))

luego Y (g) = (X(go f)) o f~* de forma que es C*.
Para demostrar b, observemos en primer lugar que también se tiene ;'Y =
X, ya que, para todo q € N,

Tof Yy =T,f 7 (T f - X)) = X0

Entonces f(Dy(X)) C Dy(Y)y f~HDy(Y)) C Di(X) luego Di(X) = f~H(Dy(Y))
y en Dy(X) se cumple fo X; =Y, o f.
El aserto ¢ es consecuencia inmediata de b.
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Ejercicio 4.4.7 Justificar los siguientes asertos:

Sean M, Ny P variedades, F' € C*(M,N), G € C®(N,P), X €
D(M). Si X es proyectable por F' y alguna de sus proyecciones, F,. X, es
proyectable por GG, entonces X es proyectable por Go F'y se tiene G, (F. X) =
(G o F),X. En particular si A, B, y C son abiertos de M, N y P respec-
tivamente, f es un difeomorfismo de A sobre B, g un difeomorfismo de B
sobre C'y X € D(A), f.X estd definido de manera tnica en B, g.(f.X) lo
estd en C,(go f).X también lo estd en C'y se tiene g.(f.X) = (g o f).X.

Con estos resultados y la ayuda de un lema técnico, vamos a demostrar
el siguiente teorema

Teorema 4.4.8 Si X, Y e DIM)ype M

X, Y], = lim - (V = (X,),Y)

t—0 ¢ P’

El lema que necesitaremos es el siguiente

Lema 4.4.9 Si f: (—c,e)xM — R es C* y f(0,p) = 0 para todop € M,
existe una funcion C*, g : (—e,e) x M — R tal que f(t,p)=tg(t,p) para
todot € (—e,e) ype M.

Demostracion del lema. Se define

g(t,p)Z/Ol(d%

o)) ds = [ 4L tupdu= fuply = 6.0

f(r, p)) ds

r=ts

y se tiene

tg(t,p)z/olt(%

sin mas que hacer el cambio u = ts.

r=ts

O

Demostracion del teorema. Dado p € M existe € > 0 y un entorno, V', de
p tales que X, estd definido en V' para todo t € (—¢,¢).
Para f € C*°(M), se considera la funcién

(tvq) € (_8?5> XV — fOXt(Q) - f(Q)

y aplicamos el lema precedente, designando por g a una funcion C* que
cumpla

foXi(q) — flq) =tg(t,q).
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Derivando, vemos entonces que

90.0)= 5| (FoXla) - ) =
=G| @ =xr=00n)

luego ¢(0,-) = X - f.
Vamos a demostrar que

i |7 (= (010, | = 1Y, 7

para toda funcién, f, C'*° en un entorno de p.
Con esto acabamos porque, si (z!,...,2") es un sistema de coordenadas
alrededor de p, se tiene:
1. El limite cuando ¢ tiende a 0 de
1

- (Y = (X).Y)

t p

existe por existir el de sus componentes en la base asociada al sistema de
coordenadas, que son

2. Las componentes de

son las

y por tanto coinciden con las de [X,Y],.
Podemos escribir:

i E (¥ = (X,).Y), - f] —lim (Y, f — (X).Y),- f) =

t—0 t

.1 L1
=lim = (Y, f = (T s Xe - Vi o) - f) =T — (¥, f = Vi) - (f 0 X0)) =

t—0
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~ 1 (Y- ) = (V- X)) =Y - g(t,)(X(p))) =

t—0 ¢
=~ GO D) ~ (gt D) =
_ dii B (V- /) (Xs(p)) = M ((Y - g(t, ) (X—e(p)),

si limy_o((Y - g(t,-))(X_i(p)) existe.

Si demostramos que lim;_o((Y - g(¢,-))(X_+(p)) = (Y - g(0,-))(p) la ex-
presién anterior coincide con X,(Y - f) — (Y - (X - f))(p) i.e. con [X,Y], - f,
lo que acaba la demostracién del teorema.

Para ver que

(Y - g(t, ) (X_1(p)) = (¥ - 9(0,))(p)

se puede proceder asi: se toma una carta (U, = (z!,...,2"))de M enpye

suficientemente pequenio para que X;(p) esté en U si |t| < . Si la expresion
local de Y en esa carta es
- 0
> Vs
: oxt
=1

entonces

((Y - g(t,-))(Xi(p)) = Hm Y, - g(¢,-) =

t—0 t—0

, - 7 a .
>0 (57). et

= Mm Y (Xo(p) (3 (9(t, 07" () (P(X=a(p)) =
=Y (p) (8 (9(0.971())) (2(p) = Y, 9(0,) =
= (Y- 9(0,-))(p) 0

Dados X, Y € D(M) y p € M, se define ¢ : —J,(X) — T,M mediante
c(t) = (X0):Y)p = Tx_, Xt - Yx_,p)-
Se tiene

() = lim = (elt + ) — clt)) =
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1
= lim - (TX%M) OX(e+h) X @) ~ T X Yx_t@)) =

1
= lim - (Tx_xp)Xt °Tx im@Xn Yx @ — TxoimXe - Yx_t<p>> =

—0

1
= TXft(p)Xt ( II%) E <TX7(t+h)(P)Xh ’ YXf(tJrh)(p) - YXt(p))) =

i
h—
1
=T X | Iim (Tx_x o) Xn - Yx_(xom) = Yx ) ) =

o1
= —Tx_,(pXs (lllli% 7 (YX—t(p) - ((Xh)*Y)Xt(p))) -

= T Xi (—[X, Y]x ) = —((XL[X, YD),

luego podemos enunciar

Teorema 4.4.10 Dados X, Y € D(M) ype M

d((X:).Y),

Otro resultado interesante que relaciona los flujos con el corchete de Lie
es el siguiente

Teorema 4.4.11 Sean X,Y € D(M), uno de ellos completo. Se tiene [X,Y]| =
0 sii X;oYs =Ys0X:, en Di(X) N Ds(Y), para todos t y s.

Obsérvese que Dy(X )N Dy(Y) se reduce al dominio del campo que, even-
tualmente, no sea completo.

Demostracion. Supondremos que X es completo.

Admitamos que X;0Y; = Y;0X,; en Dy(Y) para todost y s. Dadop € M,
sea V un entorno abierto de p, e > 0y 6 > 0 tales que X; e Y estan definidos
en Vsi|t] < ey |s| <. Podemos suponer ¢ suficientemente pequeno para
que X;(p) esté en V si |t| < e. Para cualquiera de estos ¢ tenemos

(XY )p =Tx_ )Xt - Yx_ ) = {5 — Xi o Yo(X_4(p))}g

pero (X_;(p)) estd en V, que a su vez estd en Dy(Y) si |s| < 6, por lo que la
expresion anterior, para tales s, coincide con

5 — Vs o XX )}, = Y,
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de donde se deduce

1
X.Y), =l 7 (V = (X0).¥), = 0.

Reciprocamente, supongamos que [X,Y] = 0. Entonces, dado p € M, se
considera la curva t € R — ((X;).Y),.

Segtn 4.4.10 la derivada de esta curva en todo punto es 0, por lo que la
curva es constante y se tiene Y, = ((X;).Y),. En consecuencia ¥ = (X;).Y
y entonces el lema 4.4.6 nos dice que X; o Yy y Y, o X; estan definidos y
coinciden en Dy(Y).

O

Corolario 4.4.12 Sea M compacta y X,Y € D(M). Se tiene [X,Y] =0 sii
X oY, =Y, 0X;, para todos t y s.

Demostracion. Es consecuencia del hecho de que todo campo de vectores
en una variedad compacta es completo (ver el problema 4.5.11).

O

El enunciado de este teorema se resume a menudo diciendo que “los flujos
commutan si los campos conmutan”.

El siguiente ejemplo ilustra lo que puede ocurrir si ninguno de los campos
es completo

Ejemplo 4.4.13 Se considera la aplicacién
P (u,v) € R" x R — (ucosv,usenv,v) € R3,

que es una parametrizacion de su imagen, S. Dado vy € R, la restriccién, P,,,
de P aR" x (vg — 7, vy + ) es también una parametrizacién, cuya imagen
es Sy, = SN (R? x (vg — 7, v+ 7)) . La restriccién a este abierto de S de
la proyeccién canénica de R3 sobre las dos primeras componentes, 7, , es un
sistema de coordenadas de S porque el cambio con F,, es un difeomorfismo,
como se vié en 1.3.11.

Asi pues {(Sy,, Ty ) : o € R} es un atlas de S y los cambios de coorde-
nadas entre sus cartas son la identidad. Como consecuencia de esta pecu-
liaridad, si escribimos m,, = (Zy,, Yu, ), €xisten campos de vectores, X e Y,
en S cuyas expresiones locales en cada carta (S,,, Ty,) son 0/0x,, y 0/0Yy,
respectivamente.

Es un ejercicio ver que Y_o0 X o(1,1,7/4) = (=1, —1,57/4) y que X 50
Y o(1,1,7/4) = (—1,—1,—3m/4), de donde se deduce que X _50Y 5 # Y 50
X o, aunque [X,Y] =0.
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Supongamos ahora que, como en el ejemplo anterior, ni X ni Y son com-
pletos, pero [X,Y] = 0. Para cada p € [,(X) se puede considerar la curva
((X5)+Y)p, que esta bién definida para s en —J,(X). Se deduce como antes
que Y, = ((X3).Y)p, es decir (X3).(Y|p,(x)) = Y1 (x)- Pero esto no nos basta
para deducir que los flujos conmutan en todo caso.

Si g € Di(X) es tal que en él estd definido X; o Y; y todos los X; o Yy
con s' € [0,s] (lo que equivale a decir que J,(Y') contiene un intervalo, I,
que contiene a [0,s] y cuya imagen por la curva integral maximal de Y
estd contenida en Dy(X)) entonces X; o Y,(¢) como funcién de h € I es
curva integral de Y con valor inicial X;(q), luego X;0Y}(q) = Y 0 Xi(q). En
particular X; o Y;(q) = Y; o X;(¢q). Cambiando los papeles de X e Y, vemos
que lo mismo ocurre si X, (q) estd en Dy(Y') para todo r € [0,¢].

Dado p € M, sean V; un entorno de p y €1 > 0 tales que X; esta definido
en V) para todo t € (—e1,€1). Sean asimismo V5 entorno de p y €3 > 0 tales
que la aplicacion

¢ (t,q) € (—e2,89) X Vo — Yi(q)

estd bién definida y es C*°. Por ser ¢ continua y ¢(0,p) = p, existen V3
entorno de p y €3 > 0 tales que ¢((—e3,e3) x V3) C V4. Designando por V' a
Vi N V3, vemos que los puntos de V' estan en D,(X), para todo t € (—&1,¢1)
y también lo estan las imagenes de las curvas integrales de Y que tienen
por valor inicial a uno de ellos y estan definidas en (—&3,¢3). Denotando por
¢ al minimo de €1 y €3 vemos que X; o Y, esta definido en V' siempre que
t,s € (—e,€) y, como consecuencia de lo antes visto, también lo esta Y; o X,
y coincide con él. Podemos enunciar

Lema 4.4.14 Sean X, Y € D(M). Se tiene | X,Y] = 0 sii para todo p € M
existen un entorno, V, de p y e > 0 tales que Xy, oYy y Y0 X, estan definidos
y coinciden en 'V para todos t,s € (—¢,¢).

Demostracion. Acabamos de demostrar la parte “sélo si”. La parte “si”se
demuestra igual que en 4.4.11.

O

Lema 4.4.15 Sean X;,i =1,...,m, campos de vectores C* tales que [X;, X;] =
0 para todos i,5 = 1,...,m. Para cada p € M existe un entorno, V, de p

y e > 0 tales que, siempre que ty,...,t, € (—¢,¢), los difeomorfismos so-
bre su imagen (Xa(m)tg(l) 0---0 (Xa<m>)t0<m), donde o es una permutacion
de {1,...,m}, estan definidos en V 1y sus restricciones a ese abierto son
independientes de o.
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Demostracion. Lo demostraremos por induccion sobre m. El caso m = 2
es el contenido de 4.4.14. Admitamoslo para m — 1 campos, m > 2.

Basta demostrar que, dada o, existen V y e para los difeomorfismos
(Xcru))tg(l) 0---0 (Xo<m))t0(m) y el correspondiente a la permutacion idénti-
ca, pues, si se demuestra esto, se cumple lo enunciado para la interseccion de
esos V' y el menor de los €.

Aplicando la hipétesis de inducién a los campos X, ), ..., X (m) VEMOSs
que existe un entorno Vj de p y € tales que, si t,0m, ..., tom € (—€0,0)s
(XU@))tg@) o---0 (Xa(m))tg(m) esté definido en Vj y coincide en él con cualquier
permutacién de esos difeomorfismos, en particular coincide con (X,);, 0« +-o0
(X(i—l))t(i—l) © (X(i+1))t(i+1) ©---0 (Xm)tm s1 0(1) = 1.

Sii = 1, se considera un entorno V; de (X,), 00 (X,.):.(p) vy e1 >0
tales que (Xi); esté definido en Vj si t € (—e1,€1) y entonces basta tomar
e = min{eg,e1} y por V la antiimagen de Vi por la restriccién a Vj de
(Xo), 00 -0 (X, )e,,-

Si i # 1, se considera un entorno V, de (X,);, o --- o (X“,l))t(i_l)
(X(i+1))t(i+l) o---0(X,.).(p)y ez > 0 tales que, para todos t;,t; € (—e9,e3),
(Xi)t, o (X,)t, esté definido y coincida con (X)), o (X,)s, en V,. Denotando
por € a min {eg,e2} y por V a la antiimagen de V5 por la restriccion a V) de
(X,)y, 0000 (X(Fl))t(i,l) o (X@H))t(m) o---0(X,),, vemos que el difeomor-
fismo de partida estd definido y coincide en V' con (X)), o (X)), o (Xa)t, ©
0 (Xaon )ty © (X Dty © -0 (X )i, silas t; estédn en (—e,¢). Sii =2
hemos acabado. Si @ > 2 se procede de manera similar para “conmutar”X;
con X, reduciendo V' y ¢, y asi sucesivamente hasta “llevar” X; a “su lugar”.

(0]

O

El siguiente teorema generaliza el lema 4.3.22.

Teorema 4.4.16 Sean X;,i = 1,...,c¢, campos de vectores C*° en un en-
torno abierto de p € M, cuyos valores en p son linealmente independientes,
tales que [X;, X;] = 0 para todos i,j = 1,...,c. Entonces existe una carta
local de M en p, (U, = (x',...,2")), tal que

0
- Oxt

Xilv
para todo i =1,...,c.

Demostracion. En primer lugar, reducimos el problema a uno similar en

R" considerando una carta, (U, = (z!,...,2")), tal que U estd en el do-

minio de definicién de los X;. Los ¢, X; son campos de vectores en p(U) y si
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encontramos un difeomorfismo sobre su imagen, ¢ : V. — R", donde V es
un entorno abierto en p(U) de ¢(p), tal que

0

para todo 4, entonces (p~ (V)9 o ©lo-1(v)) es una carta que cumple lo
pedido. En efecto, si 9 o @|w71(v) = (y',...,y"), la relacién

0
(Yo <P’<p—1(\/))*Xi|<p—l(V) = O

/r’L
implica (ver ejercicio 4.5.2)

0
Xilpmn = 55

Vamos a demostrar la existencia de tal 1.

Obsérvese en primer lugar que

a) Los valores de los ¢, X; en ¢(p) son linealmente independientes, porque
son la imagen de los de los X; en p por el isomorfismo T},¢.

b) Se tiene, para todos i y j

Elegimos ¢ de forma que ¢(p) = 0. Esto podemos hacerlo ya que, si
o(p) = (a*,...,a"), designamos por 7 la traslaciéon 7: (rl,... ") € R* —
(r'—a',...,r"—a") € R™, y entonces (U, 7o) es una carta como la anterior
pero cumple 7 o p(p) = 0.

También podemos elegir, y elegimos, ¢ de forma que para todo &

(p.Xi)o = <8?~i)0 :

En efecto, si

la matriz



4.4. FLUJO Y CORCHETE DE LIE 135

tiene rango c. Cambiando de numeracién las ' podemos suponer que el
determinante de

L= : :
Ao

es distinto de 0. Designemos por A a la restricién a ¢(U) de la aplicacién
lineal cuya matriz en la base canodnica es

tL—l O
(o 7)

donde las O representan matrices nulas e I la matriz unidad (n—c¢) x (n—c¢).
Entonces, dado que la matriz jacobiana de A en todo punto es J,

(A (0.X5))o = ToA - (9. X),

tiene por componentes en la base {(9/0r')o, ..., (0/0r")o} a

luego

(8 o), = ( ;’)

Vemos asi que si hubiésemos usado la carta (U, A o ¢) en lugar de la
(U, ¢), habriamos obtenido los campos (Ao ). X; = A.(¢,X;) que en 0 valen
(0/0r")o. ‘

Designemos por {X; : t € R} el flujo de ¢, X;.

Aplicamos el lema 4.4.15 a los campos ¢, X; y el punto ¢(p) = 0. Si
g0 > 0 es tal que (—eg,g9)" C V, designamos por £ al minimo entre € y &g y
definimos

a:(a',...;a") € (=€, — X}io--0X5%(0,...,0,a ... a").

Para cada v =1,...,c se tiene

B — .
Tha - (_> :Toa.{t—>(0,(?._.1,0,15,0,(.”._.",0)} =
art ), 0

—ao {t 5 (0,071,0, 1,0, @.—ﬁ,o)}o —{t— X[(0,....00}, =
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= (. Xi)o = (8?”1')0’

ysit=c+1,...,n

0 — :
N — . (i—1 (n—1i —
Too <8ri)0 Toa {t—>(0,...,0,t,0,...,0)}0

—ao {t L (0,671,0, 4,0, @.-.1',0)} _ {t . (0,071,0,¢,0, <.".—.Z',0)} _
0 0

B 0
\or o

luego Ty es un isomorfismo, de forma que el teorema de la funcién inversa
asegura que existen entornos abiertos, A y B, de 0 tales que a4 es un difeo-
morfismo de A sobre B. Reduciendo ¢’ si fuese necesario, podemos suponer
que A = (=€,

Por otra parte, para cadai=1,...,¢, (a',...,a") € (—&’,&')", se tiene
; ) ( ; )
Oy = T 1. qn)XX =
< 8Tz a(al ..... ") (a e ) arz a”,..., (ln)
=ao{te (—¢ —a, e —a) — (al,...,a" @ +t,a*, .. a)}, =

={t— XLo---0X]

at+t ©

...ngC(()7,,',O’achl,...,a”)}O:

:{t—>X;

i-‘rt o

X;1O"-OXgC(()?"‘707a’c+17"'7an)}0:

:{t—>XtioX;1o...oXéio---ngc(O,...,0,a6+1,...,an)}0:

- {t - Xti(a(a17 s 7an))}0 = (QO*Xi)a(al ~~~~~ an)s

luego
0
Oy - = *Xz
or? 7
Entonces 9
~1
o * *Xz = -
(@)l X) = -
para todo i = 1,...,c, y por tanto podemos tomar ¥ = a~ .
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Ejemplo 4.4.17 En R? se consideran los campos de vectores

0 0 0
X = —1)P2=, Y =(1- — - —
(@+y—1)"5, ( y)(ax ay>
cuyo corchete de Lie es 0 y cuyos valores en (0,0) son linealmente independi-
entes. Buscamos un sistema de coordenadas, (z’,7'), en un entorno de (0, 0)
en el que

0,0
ox’’ ~ Oy

El flujo de X viene dado por

w0+ (yo — Dt(xo +yo — 1) 0)

X -

y el de Y por

Yi(xo, yo) = (o + (1 = go)(e" = 1), (yo — D¢’ +1).

Segun la demostraciéon del teorema precedente, un sistema de coordenadas
como el buscado viene dado por la inversa de la restricién a un entorno de
(0,0) de la aplicacién

t
(t,S) —>Y30Xt(0,0) :}/; (1——|—t’0) =

t
= ——1 S 1—¢€°].
(1—|—t +e’, e)

Para encontrar la inversa planteamos

t
= — 1 s
x i +e

y = 1—¢€°

loqueexigey <1, s=Ln(l—y), l—z—y#0yt=(x+y)/(1—2—1y).
Podemos pues tomar en el entorno de (0,0) dadopory <1, 1—xz—y #0
el sistema de coordenadas

ro_ Tty
l—2z—y
y = Ln(l-y).
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Se comprueba por calculo directo que

x (o ) 1
X(Ln(1 —1y)) 0
() -
Y(In(1—-y)) = 1.

4.5. Ejercicios complementarios

Ejercicio 4.5.1 (Integrales primeras) Sea M una variedad diferenciable, f €
C>®(M)y X € D(M). Demostrar que para que cada curva integral de X
esté contenida en un subconjunto de la forma f = cte, es condicion necesaria
y suficiente que X (f) = 0.

Ejercicio 4.5.2 Se pide:
1. Sea X € D(M). Demostrar que si (U, ¢ = (z!,...,2"))es una carta de
My

o (Xlv) = ZLI@W

para unas ciertas funciones L' en (U), entonces

n . P

=1

2. Dada F € C®(R? R?) por F' = (2?z,yz + z), demostrar que X =
x(0/0x) + x2(0/0y) + 2(0/0z) es proyectable por F' y determinar un Y tal
que F,X =Y. ;Es tnico tal Y?7.

3. Determinar otro Z € D(R3) que sea proyectable por F.

4. Determinar T € D(R3) que no sea proyectable por F.

Ejercicio 4.5.3 Sea f = (f!,..., f™) una aplicacion C* de un abierto de
R" en R™ que sea submersién en todo punto de S = f~!(a), a € R™.
Designemos por ig la inyeccién candnica de la subvariedad S en R™. Dado
un campo de vectores C'* en un entorno de S, X, demostrar que existe un
campo de vectores, Z, en S tal que i5,Z = X sii X(f') = 0 para todo
i1=1,....,m
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Ejercicio 4.5.4 Sea S una subvariedad C'*° de R", ¢ la inyecciéon canénica
de S en R" y X € D(R™). Supongamos que existe un campo de vectores, Z,
sobre S tal que 1,7 = X. Demostrar que Z es C'*°.

Ejercicio 4.5.5 Se designa por C la subvariedad de R3 dada por C' =
{(x,y,2) : 2> +y*=2%2#0}. Sea Z € D(C) el tinico campo de vectores
que cumple 7,7 = X donde i : C — R? es la inyeccién canénica y
X =x(9/0x) +y(0/0y) + 2(0/0%z). Determinar el flujo de Z.

Ejercicio 4.5.6 En la situacién del problema anterior se considera el campo
de vectores D = x(0/0x) + (x 4+ y)(0/0y) 4+ 2(0/0%). Determinar los puntos,
p, de C y los v € T,,C tales que Tyi-v = D,,.

Ejercicio 4.5.7 En S? — {N} se consideran los campos de vectores cuyas
expresiones locales para la proyecciéon estereografica de polo N son

X - il
Oxy
0
Y = <x}V)38$}V

;. Existen campos de vectores diferenciables en S? que coincidan con los
anteriores en S — {N'} 7. Determinarlos en caso afirmativo.

Ejercicio 4.5.8 En S? se consideran las cartas (U,, @, = (z',2?)) y (U, Q. =
(y*,y?)), donde U, es el conjunto z > 0, U, el y > 0, Q,, : (v,y,2) € U, —
(,y) y Qe : (z,y,2) € U. — (x,2). Determinar, si existe, un campo de
vectores en U, U U, cuya expresion local en U, es

V1- @) = @) <% 4 %) .

Ejercicio 4.5.9 Se considera el campo de vectores X sobre R? dado por
X = 2%y(9/0x) + y*(9/9y). Se pide

1. Determinar (zoy0) ¥ J(zo,m0) Para cada (zg,yo) € R%

2. Dibujar la imagen de una ¢y, ,,) que pase por cada cuadrante y de una
que corte a cada eje coordenado.

3. Determinar D;, I; y X; para cada t € R.

4. Comprobar explicitamente la relacién X; o X, = X, .

Ejercicio 4.5.10 Resolver un problema similar al anterior cuando X es el
campo de vectores sobre R? X = 2?y?(9/0x) + 2(0/dy) + yz(9/0z) .
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Ejercicio 4.5.11 Sea M compacta. Demostrar que todo X € D(M) es com-
pleto. Indicacion: utilizar el teorema de existencia y 4.3.16 .

Ejercicio 4.5.12 Determinar X,Y, 7, [X,Y],[X, Z] € D(R®), donde X,Y, Z
vienen dados por sus flujos {X;},{Y;},{Z;} respectivamente, siendo

X, : peR? —epeR?

0 —c b
" t] ¢ 0 —a "
Y, y |ers—e\ -0 a 0 y | €R3 a, b, ceR
z z
x r —zLn|l — eVt
Zy y | €Dy — | y— Ln|l—eYt € R?
z z

donde D, =R*sit <0y D, ={(z,y,2) : y < —Lnt}sit>0.

Ejercicio 4.5.13 Se consideran las familias
a) {Fi:|t| <1} donde F, :z € {zeR:2>1} — Vt+a2 €R.
b){F; :t € R} donde F; : (z,y) € R? — (z,ye!) € R2
c){F;:t € R} donde F; : (z,y) € R? — ((z—t) Arctgy,y) € R? siendo
Arctg la determinacién de arco tangente que toma valores en (—m /2, 7/2).
d) {F;:t € R} donde F; : (7,y,2) € R® — (v +tz,y — t,2) € R,
Determinar cuales de estas familias son flujo de algiin campo de vectores
y determinar éste en los casos favorables.

Ejercicio 4.5.14 Determinar los campos de vectores C*> de R™ cuyo flujo
esta formado por homotecias de razén positiva, i.e. , para cada t € R existe
K(t) € R tal que X;(p) = K(t)p, para todo p € R".

Ejercicio 4.5.15 Sea M una variedad diferenciable, X € D(M), I un in-
tervalo y v : I — M una curva integral de X. Demostrar que si existe un
s € I tal que 7, = 0, entonces vy es constante.

Ejercicio 4.5.16 Se consideran en R? los campos de vectores X = y(9/0x)
eY = (22/2)(0/0y). Se pide

a) Determinar los flujos de X, Y y [X,Y].

b) Determinar la curva integral maximal de X +Y que tiene a (1,1/v/3)
por valor inicial.

c¢) Indicar cuales de los campos X, Y, [X,Y]y X +Y son completos.
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Ejercicio 4.5.17 Determinar todos los campos de vectores diferenciables de
R3 cuyas curvas integrales tengan sus imégenes contenidas en curvas de la
forma

donde C'y K son nimeros reales.

Ejercicio 4.5.18 Se considera a R dotado de su estructura diferenciable
habitual. Sea f € C*°(R) una funcién cuya derivada no se anula en ningin
punto.

a) Demostrar que, para todo xy € R, existe un intervalo abierto que
contiene a 0, I,,, una aplicacién C* de I, en R, v, , tal que f(v,,(t)) =
t + f(x) para todo t € R.

b) Para cada zy € R se elige un I, y un v, como los de a y se define
un campo de vectores, Xy ,sobre R mediante (Xy),, = (7,,)o- Determinese la
expresion local de X en la carta dada por la identidad.

c) Demuestrese que cada una de las curvas v, es curva integral de Xj.






Capitulo 5

Teorema de Frobenius

5.1. Subvariedades

En esta seccién vamos a generalizar la nocién de subvariedad de un espacio
euclideo, que hemos recordado en el Capitulo 1.

Con el fin de matizar algunos resultados interesantes, no trataremos sélo
de variedades Hausdorff con base numerable.

Sean Ly M variedades diferenciables y f € C*(L, M).

Definicién 5.1.1 Dado x € L, se dice que f es inmersion en x si T, f es
inyectiva. Se dice que f es inmersion si lo es en todo punto.

Obsérvese que si f es inmersién en algin punto, dim(L) < dim(M).

Lema 5.1.2 Seax € L, (U, ) carta de L en x y (V,) carta de M en f(x).
La aplicacion f es inmersion en x sii la derivada en p(x) de la expresion
local de f en esas cartas es inyectiva.

Demostracion. La jacobiana de la expresién local de f en esas cartas en o(z)
es a la vez la matriz de T, f y la de la derivada en bases apropiadas, luego
cada una de estas aplicaciones es inyectiva sii la otra lo es.

O

Definicién 5.1.3 Se dice que (L, f) es una subvariedad inmersa de M
si f es inmersion inyectiva.

Ejemplo 5.1.4 Sea S una subvariedad C'** de dimension d de R" e i : S —
R™ la inyeccién canénica. Entonces (S,7) es subvariedad inmersa de R™.

143
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Para ver que Ti es inyectiva para todo x € S se procede asi: se toma una
carta de R" de subvariedad para S, (U, = (z',...,2")), en x. La expresién
local de 7 en las cartas

(UNS, (2 vns, - 2% vns))
de Senzy (U, (x',...,2")), de R" en x es
(z',... 2% — (2',..., 290,71 0)),
cuya derivada en todo punto es inyectiva.

Definicién 5.1.5 Dos subvariedades inmersas de M, (L, f) y (P, g), se di-
cen equivalentes si existe un difeomorfismo, o, de L sobre P tal que el
diagrama siguiente es commutativo

P/gv

M

Asi se define una relacion de equivalencia.

Si (L, f) es una subvariedad inmersa de M, existe una unica estructura
diferenciable en f(L) que hace de f (pensada como aplicacién en f(L)) un
difeomorfismo: si (U, 1) es una carta de L, (f(U), o f~!) es carta de f(L).
La topologia de f(L) correspondiente a esta estructura diferenciable, que ha
de ser tal que f sea un homeomorfismo, es aquella para la que un subconjunto
de f(L) es abierto sii su imagen por f~! es un abierto de L. Cuando en f(L)
consideramos esta estructura diferenciable, (f(L),7), donde i es la inyeccién
canénica de f(L) en M, es una subvariedad inmersa de M, equivalente a
(L, f). Si (IV, g) es una subvariedad equivalente a la (L, f), se tiene g(N) =
f(L) y la estructura diferenciable de f(L) que hace de f un difeomorfismo
es la misma que hace de g un difeomorfismo.

Vemos asi que toda subvariedad inmersa de una variedad diferenciable es
equivalente a una en la que el conjunto es un subconjunto de la variedad am-
biente y la aplicacién es la inyeccion candnica. Esta equivalencia hace que en
algunos libros, s6lo se consideren subvariedades dadas por subconjuntos de la
variedad considerada. El conjunto estd dotado de una estructura diferencia-
ble cuya relacion con la dada en la variedad es que la inyeccion candnica sea
inmersion. La topologia no tiene que coincidir con la relativa, pero tiene que
ser igual o més fina, por ser la inyeccién canénica continua. En estas condi-
ciones se suele decir simplemente que el subconjunto dotado de la estructura
diferenciable que se considera “es una subvariedad inmersa” .
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Ejemplo 5.1.6 Volvamos al ejemplo 2.2.9. La restriccion a (0, 27) de ® viene
dada por f: s € (0,2m) — (sen2s,sen s) € R?. La aplicacién f es inyectiva
y ademds es inmersién porque su jacobiana es (2 cos 2s, cos s), que no se anula
en ningin punto. En consecuencia, ((0,27), f) es una subvariedad inmersa
de R?. La imagen de f es K y la estructura diferenciable de K que hace de
f un difeomorfismo es aquella para la que f~! = x es un sistema global de
coordenadas, que es una de las consideradas en 2.2.9. Podemos pues decir
que la Figura de Ocho, dotada de la estructura diferenciable que contiene a
x es una subvariedad inmersa de R2. La topologia que corresponde a esta
estructura diferenciable no es la relativa, porque admite entornos de (0, 0) de
la forma

mientras que todo entorno de (0,0) en la topologia relativa, ha de contener
algiin subconjunto de la forma

De manera similar se ve que K dotado de la estructura diferenciable que
contiene a la inversa, y, de la restriccién de ® a (—m, 7) es subvariedad inmer-
sa de R2. Pero es otra, ya que las estructuras diferenciables son diferentes. La
topologia también cambia. En particular, aunque las dos estructuras diferen-
ciables sean difeomorfas,las dos subvariedades inmersas no son equivalentes,
porque, de serlo, las estructuras deberian coincidir.

Proposicién 5.1.7 Sean M y N variedades y S un subconjunto de M dota-
do de una estructura diferenciable para la que es subvariedad inmersa. Para
toda f € C*(M,N) se tiene flg € C*(S,N).

Demostracion. La restriccion de f a S es la composiciéon de f con la inyec-
cién candnica de S en M, y ambas aplicaciones son C'* para las estructuras
diferenciables consideradas.

O

Definicién 5.1.8 Una inmersion se dice regular si es un homeomorfismo
sobre su imagen dotada de la topologia relativa.
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Definicién 5.1.9 Una subvariedad inmersa, (L, f), se dice subvariedad
regular si f es inmersion reqular.

Si (L, f) es una subvariedad inmersa, decir que es regular es lo mismo que
decir que la topologia de f(L) que corresponde a la estructura diferenciable
para la que f es difeomorfismo, es la relativa.

En particular, cuando (S,4) es una subvariedad inmersa de M, siendo S
un subconjunto de M dotado de una cierta estructura diferenciable e i la
inyeccion candnica, decir que es subvariedad regular es decir que la topologia
de variedad de S es la relativa. En estas circunstancias se dira simplemente
que S es subvariedad regular.

Evidentemente, si una subvariedad inmersa es equivalente a una subvar-
iedad regular, es regular.

Proposicién 5.1.10 Sea (L, f) una subvariedad inmersa de M. Si L es
compacta y M Hausdorff, f es reqular.

Demostracion. La imagen de f es compacta y Hausdorff para la topologia
relativa. La aplicacion f es pues biyectiva y continua del compacto L en el
Hausdorft f(L), luego es un homeomorfismo. En efecto, dado un cerrado de
L, su imagen es compacto en Hausdorff y, por tanto, cerrado.

O

Definicién 5.1.11 Un subconjunto, S, de M se dice subvariedad propia
de M de dimension d si, para todo p € S existe una carta local, (U, p), de
M en p tal que

o(UNS) =pU)N (Rd x {(o, (n-d o)}) .

La expresion anterior no tiene sentido estricto si d = n. Si extendemos
esta definicién de manera natural al caso d = n, podremos decir que las
subvariedades propias de dimensién dim(M) de M son las subvariedades
abiertas.

Si S es una subvariedad propia de M de dimensién d, a cada carta como la
(U, ), cuya existencia asegura la definicién anterior, podemos asociar el par
(UNS, mop|uns), donde 7 es la proyeccion sobre las d primeras componentes.
Obsérvese que si ¢ = (x',...,2"), 7o plyns = (2t vns, - -, 1%uns). Estos
pares son cartas locales que componen un atlas. La estructura diferenciable
definida por ese atlas se llama “estructura de subvariedad de S”, una
carta como la (U, ), “carta de M de subvariedad para S”, y una como
la (UNS,mopluns), “carta de subvariedad de S”.
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Lema 5.1.12 Toda subvariedad propia es subvariedad reqular para su es-
tructura diferenciable de subvariedad.

Demostracion. Se trata de demostrar que si S es una subvariedad propia
de M, designamos por ¢ la inyeccion canoénica de S en M y consideramos en
S la estructura de subvariedad, (S,4) es una subvariedad regular de M.

Para cada p en S tomamos una carta de M de subvariedad para S en
p, (U, ). La expresion local de i en las cartas (U NS, 7o pluns) v (U, @)
es la restriccion a ¢(U) de j(d,n). Esto muestra que i es C* y, dado que
la jacobiana de j(d,n) es de rango d, deducimos que el T)i es inyectiva. En
consecuencia, ¢ es inmersién, y (5, 1) es subvaridad inmersa.

Demostrar que ¢ es homeomorfismo sobre su imagen dotada de la topologia
relativa es demostrar que la topologia de variedad es la misma que la relativa,
pero esto es consecuencia de 2.3.5. En efecto, las cartas (U NS, 7 o ¢|uns)
forman un atlas y, si consideramos en S la topologia relativa, los sistemas
de coordenadas correspondientes, 7 o ¢|yng, son homeomorfismos sobre su
imagen.

O

Proposicién 5.1.13 Una subvariedad propia de dimension menor que la de
la variedad ambiente, no puede ser densa en ella.

Demostracion. Sea S subvariedad propia de dimension d de la variedad M
de dimensién n y d < n. Sea (U, ¢) una carta de M de subvariedad de S.

Entonces ¢! <Rd X (R"*d — {(0, (n-d 0)})) es un abierto que no contiene
puntos de S.

O

En todo lo referente a subvariedades inmersas, es fundamental el siguiente
resultado, que generaliza el teorema de inmersion del capitulo 1.

Teorema 5.1.14 (de inmersién) Sean L y M wvariedades de dimensiones
respectivas d yn y f: L — M inmersion en p € L. Existen cartas locales,
(U,p) de L enpy (V,4) de M en f(p), tales que f(U) C V y la expresion
local de f en ellas es la restriccion a p(U) de

jld,n): (2t ... 2% — (2%, ..., 2% 0,074 0)).

La demostracién de este teorema consiste en tomar cartas, (Up, ¢,) de L
enpy (Vo,v) de M en f(p), tales que f(Uy) C Vy y aplicar el teorema de
inmersion para espacios euclideos a la expresién local de f en esas cartas.
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Corolario 5.1.15 Sea (L, f) una subvariedad inmersa de M yp € L. Eziste
un entorno, U, de p en L tal que (U, fly) es subvariedad regular.

Demostracion. Consideremos cartas locales, (U, ¢) de L en py (V,4) de
M en f(p), tales que f(U) C V y la expresion local de f en ellas es la
restricciéon a p(U) de j(d,n). Entonces

f|U:¢_1oj(d,n)0@:¢_l|RdX{o}Oj(d,n)OSO

es homeomorfismo sobre su imagen por ser compuesta de aplicaciones que lo
son.

O

Sean M y P variedades, (L, f) una subvariedad inmersa de M y g €
C>®(P, M) tales que g(P) C f(L). Porser f inyectiva, tiene sentido considerar
ft: f(L) — L y entonces definir gy = f~! o g que aplica P en L. Se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

9

P —— M

T2ty

L

Si L es un subconjunto de M y f es la inyecciéon candnica, gp no es sino
g pensada como aplicacion en L.

Proposicién 5.1.16 En las condiciones anteriores:
1. La aplicacion gy es C™ sii es continua.

2. Si f es reqular, gy es C*°.

Demostracion. 1. La parte solo si es trivial. Supongamos que g, es continua y
sea p € P. Sean (U, ) y (V,9) cartas de L en go(p) y M en g(p) respectiva-
mente, tales que f(U) C V y la expresion local de f en ellas es la restriccién
a p(U) de j(d,n), donde d es la dimensién de L.

Como gy es continua, g, ' (U) es entorno abierto de p en P. Entonces,
existe una carta de P en p, (W, p), tal que W € g, (U).

El siguiente diagrama es commutativo
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g v
W V R
" ’ / ‘ j(d.n)
¥
U R¢

y de él deducimos que la expresion local de gy cumple
pogoop t=mopogop !

donde 7 es la proyeccién canénica de R™ sobre R?. Esto demuestra que gy es
C™ en p, por serlo g.

2. Si f es regular, gg es continua. En efecto: la antiimagen por gy de un
abierto, A, de L es la antiimagen por g de f(A). Si f es regular, f(A) es
abierto de f(L) en la topologia relativa, de forma que es la interseccién de
un abierto A’ de M con f(L). Entonces g '(A) coincide con g~1(A4’), que es
abierto por ser g continua.

O

Ejemplo 5.1.17 Consideremos de nuevo la Figura de Ocho de 5.1.6 y 2.2.9,
K, dotada de la estructura diferenciable que contiene a x, que es una sub-
variedad inmersa de R?. La aplicacién ® : R — R? tiene su imagen en K
y por tanto induce una aplicacion &, : R — K que hace conmutativo el
diagrama:

donde i es la inyeccién canénica de K en R2.

La aplicacion @y no es continua en 0. En efecto, su expresion local en la
carta candénica de R y la correspondiente a x de K es xo®q, cuya restriccion
a (—m,m) coincide con x o y !, que no es continua segin vimos en 2.2.9.

Ejemplo 5.1.18 La aplicacién, g, de S' en R? dada por g(z+1y) = (2zy,y)
es C* y su imagen es K. La aplicacién gy que induce sobre K no puede ser
continua porque S' es compacta y K no.
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El siguiente resultado puede ser enunciado diciendo que, en subvariedades,
la topologia determina la estructura diferenciable.

Corolario 5.1.19 Supongamos que (L, f) es subvariedad inmersa para dos
estructuras diferenciables de L, tales que las topologias correspondientes co-
inciden. Entonces las estructuras diferenciables coinciden.

Demostracion. Sean Ly y Lo las variedades que resultan de considerar en
L sendas estructuras diferenciables, correspondientes a la misma topologia,
tales que f es inmersion inyectiva.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/
L, — M
Lo

e Idy, es continua como aplicacién de Ly en Lo por ser iguales las
topologias. Como consecuencia de 5.1.16 Id;, es C**°. Cambiando 1 por 2,
vemos que Idy es un difeomorfismo y entonces, por 2.6.8, las estructuras
diferenciables coinciden.

O

Corolario 5.1.20 Sean M y N wariedades, f € C®°(M,N) y S una sub-
variedad propia de N, tal que f(M) C S. Entonces, si consideramos en S la
estructura de subvariedad y pensamos en f como aplicacion de M en S, f es

OOO

Demostracion. Sea 1 la inyecciéon candnica de S en N. Por 5.1.12, sabemos
que, si consideramos en S la estructura de subvariedad, 7 es regular. Pensar
en f como aplicaciéon de M en S| es confundirla con la aplicacién f, que hace
conmutativo el siguiente diagrama

/
S

M

y es C'*° como consecuencia de 5.1.16.



5.1. SUBVARIEDADES 151
(|

Teorema 5.1.21 Si (L, f) es subvariedad reqular, f(L) es subvariedad propia.
Cuando consideramos en f(L) la estructura de subvariedad, la biyeccion de
L sobre f(L) inducida por f es un difeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que f es regular. Dado p € f(L), consider-
amos cartas (U, ) de Len f~'(p) y (V,v) de M en p, tales que f(U) C V
y la expresién local de f en ellas es la restriccion a ¢(U) de j(d,n).

Vamos a construir, a partir de (V,1), una carta (V') tal que

SV O L)) = o(U) x {(o, (nd. 0)} — (V') N (Rd X {(o, (n—d, 0)}) :

donde n es la dimensién de la variedad ambiente y d la de L. V' serd un abierto
de V' y ¢’ la restriccién de 1 a él. La existencia de esta carta demostrara que
f(L) es subvariedad propia.

Sabemos que

BV O F)) = B(F) = p(U) x {(0,4,0)}

Vamos a reducir V' para que la interseccién con f(L) coincida con la que
tiene con f(U). Por ser f(U) abierto de f(L) en la topologia relativa, existe
un abierto, V", de M tal que f(U) = f(L)NV". Entonces

BV AV (L) = B(F0) = p(U) x { (0,072, 0)}
Ahora, basta tomar
Vi=vnV'n (@ (eU) x R™9))

para tener lo propuesto.

Consideremos en f(L) la estructura de subvariedad y sea ¢ la inyeccién
canénica. Por 5.1.12 7 es regular, de forma que la aplicacién, fy, de L en f(L)
inducida por f es C*°. Al ser f regular, la aplicacién de f(L) en L inducida
por i, que es f; 1 es también C, luego f es difeomorfismo.

O

Corolario 5.1.22 S5i S es un subconjunto que es subvariedad reqular, es una
subvariedad propia y la estructura diferenciable es la de subvariedad.



152 CAPITULO 5. TEOREMA DE FROBENIUS

Demostracion. Sea S1, S dotado de la estructura diferenciable para la que S
es subvariedad regular. Entonces (S7,7), es inmersién regular, donde i es la
inyeccién canodnica. Por 5.1.21 | S es subvariedad propia. Sea Ss, S dotado de
su estructura de subvariedad. Usando de nuevo 5.1.21 vemos que la aplicacion
de Sy en S inducida por ¢ es un difeomorfismo, pero esta aplicacion es la
identidad de S, luego las estructuras son la misma.

O

Ya hemos visto que el que dos subvariedades inmersas tengan la misma
imagen no implica que sean equivalentes, pero la patologia puede ser mayor:
dos subvariedades inmersas de diferentes dimensiones, pueden tener la misma
imagen.

Ejemplo 5.1.23 Sea R?,,, la variedad diferenciable que resulta de consid-
erar a R? dotado de la estructura diferenciable definida en 2.3.13. Seguiremos
designando por R? a la variedad que resulta de considerar en ese conjunto la
estructura diferenciable habitual.

La aplicacién j : (x,y) € R* — (z,y,0) € R? es una inmersién inyectiva
(regular) para las estructuras diferenciables candnicas, por lo que (R?,j) es
una subvariedad inmersa de R3.

Considerada como aplicacién de R?,,, en R3, j es también inmersién in-
yectiva. En efecto, dado un punto arbitrario, (b, a), de R?,,, la expresién local
de j en las cartas (R x {a},7,) de R%,, y canénica de R3, es z — (x,qa,0),
lo que muestra que j es diferenciable e inmersion.

Las subvariedades inmersas (R?, j) y (R?,,,, j) tienen, obviamente, la mis-
ma imagen, pero la primera es de dimension 2 y la segunda de dimensién 1.

Esta situacién se produce porque R2,, no tiene base numerable, como
vemos en el siguiente resultado.

Teorema 5.1.24 Sean (A,«) y (B, 3) subvariedades inmersas de una var-
iedad diferenciable, tales que (B) C «(A). Entonces, si A tiene base numer-
able de abiertos, dim(B) < dim(A).

Demostracion. Sea M la variedad ambiente, n = dim(M), a = dim(A) y
b = dim(B). Supongamos que a < b. Llegaremos a contradiccién como sigue.
Tomamos p en By consideramos cartas (U, ¢) de Benpy (V,¢) de M
en ((p) tales que B(U) C V y la expresién local de 3 en ellas sea j(b,n).

Entonces, ¢¥(5(U)) = ¢(U) x {(0,(.".’.1’, 0)} C R™ Si designamos por 7 la
proyeccién de R™ sobre las b primeras componentes, wo)(3(U)) coincide con
©(U), que es un abierto de R’
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Designemos por A’ el abierto o' (V) de A. Se tiene 3(U) C a(A’), luego
mow oala es una aplicacion diferenciable de A’ en R’, cuya imagen contiene
el abierto p(U). Sea A” la antiimagen de ¢(U), que también es abierta.

Los elementos de una base topoldgica numerable de A que estén con-
tenidos en A”, forman una base numerable, B, de A”.

Existe un atlas numerable de A”. En efecto, si {(U;, ;) : 1 € I} es un
atlas de A, para cada p en A” se toma i € I tal que p € U; y L € B tal que
p € L C U;. Los L asi elegidos forman una familia numerable. Para cada una
de ellos, se considera un ¢ € I tal que L C Uj; y, entonces , el par (L, p;|L).
Los pares construidos asi forman un atlas numerable de A”.

Sea ahora {(U;, ;) :i € I} un atlas numerable de A”. Fijemos i € I.
Para cada p € ¢,(U;) se elige una bola cerrada, C, de R* que lo contenga,
que esté contenida en ¢, (U;), de radio racional y tal que su centro tenga todas
sus coordenadas racionales. Las C' asi escogidas componen un recubrimiento
numerable de ¢;(U;), de forma que los o;'(C) obtenidas al variar i y C,
forman un recubrimiento numerable de A”. En consecuencia, los m o1 o o o
¢; 1(C) constituyen una familia numerable que recubre el abierto (U). Cada
uno de estos conjuntos es cerrado en p(U) por ser compacto en Hausdorft.

Recordemos un enunciado del teorema de la categoria de Baire (ver [6]):
si un espacio topoldgico Hausdorff y localmente compacto, es unién de una
familia numerable de cerrados, alguno de los cerrados contiene un abierto.

En consecuencia alguno de los 7 0 ¢ o a o ¢; *(C) contiene un abierto de
R,

Por otra parte, la aplicacién mooaop; !, definida en ¢, (U;), admite una
extension diferenciable al abierto ¢,(U;) x R""*de R: su composicién con la
proyeccién de R sobre las a primeras componentes. La imagen de C' por la
primera de estas aplicaciones, es la de C'x {0} por la segunda. Pero la imagen
de un conjunto de medida nula por una aplicacién diferenciable de R? en R®,
es de medida nula, luego no puede contener ningiin abierto. Contradiccién.

O

El siguiente teorema, es un reciproco de 5.1.21, cuya demostracion utiiza
el resultado anterior y, por tanto, depende de manera esencial del segundo
axioma de numerabilidad.

Teorema 5.1.25 Sea (L, f) una subvariedad inmersa , donde L tiene una
base numerable de abiertos. Si el conjunto f(L) es subvariedad propia, la
aplicacion f es reqular.

Demostracion. Supongamos que f(L) es subvariedad propia y designemos
por 7 la inyeccién canénica de f(L) en M. Como consecuencia de 5.1.12 sabe-
mos que (f(L),i) es subvariedad regular de M, de forma que la aplicacién
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fo de L sobre f(L) inducida por f es C*°. Demostrar que f es homeomorfis-
mo sobre su imagen dotada de la topologia relativa es demostrar que f; es
homeomorfismo. Vamos a ver que f; es difeomorfismo. Para ello, dado que
es biyeccion, basta ver que es difeomorfismo local y esto serd consecuencia
del teorema de inversion local, si demostramos que la aplicacion tangente en
cada punto es un isomorfismo (ver 3.6.6 y 3.6.7).

Como consecuencia de 5.1.24, sabemos que dim(f(L)) < dim(L), por lo
que basta demostrar que f; es inmersion, pero esto es inmediato ya que, para
todo p € L se tiene

Ipf =Tiwyio Tpfo
y de aqui se deduce que el nicleo de T, fo es {0}, por serlo el de T, f.

O

Proposicién 5.1.26 Sea S una subvariedad propia cerrada de una variedad
Hausdorff con base numerable. Toda funcion real sobre S, C'*° para su estruc-
tura de subvariedad, admite una extension C*° a la variedad ambiente.

Demostracion. Designemos por M la variedad ambiente, por n su dimension
y por d la dimensién de S. Sea f € C°(S). Para cada p € S consideramos
una carta de la variedad ambiente, de subvariedad para S, (Uy, ¢,). La fun-
cién f, = fo 90;1 o pop,, donde p es la aplicacion de R™ en R" dada por
plat,2?, . . a™) = (2%, 22, ..., 2% 0,772 0), es una extension de flu,ns a Uy,
que es diferenciable para las estructuras diferenciables consideradas por co-
incidir con f o (7o, |r,ns) "t om0, donde T es la aplicacién de R™ en R?
dada por w(xt, 2?,. .. 2") = (a1, 22, ... 2%).

Los U, y M — S componen un recubrimiento abierto, R, de M. Consider-
amos una particiéon numerable de la unidad subordinada a R, y designamos
por {g; : i € N} la familia formada por los elementos de la particién cuyo
soporte no estd en M — S. Para cada ¢ € N, se considera un p; € S tal que
el soporte de g; esté en U,,, y se define

f‘ _ fpigi en Upi
! 0 fuera de U,,.

La funcién ) . f; es una extensién C* de f.

O

Definicién 5.1.27 Sean M y N wvariedades diferenciables, f € C*°(M, N)
yp € M. Se dice que f es submersién en p si T, f es suprayectiva.
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Obsérvese que si f es submersion en p, dimN < dimM.

Lema 5.1.28 Sea p € M, (U,p) carta de M en p y (V,4) carta de N en
f(p). La aplicacion f es subnmersion en p sii la derivada en ¢(p) de la
expresion local de f en esas cartas es suprayectiva.

Demostracion. La jacobiana de la expresién local de f en esas cartas en ¢(p)
es a la vez la matriz de T),f y la de la derivada en bases apropiadas, luego
cada una de estas aplicaciones es suprayectiva sii la otra lo es.

O

En lo sucesivo, M y N son variedades diferenciables, de dimensiones re-
spectivas de m y n, y f € C®(M, N).

Teorema 5.1.29 (de submersion) Si f es submersion en p € M, existen
cartas locales, (U, ) de M en p y (V 1) de N en f(p), tales que f(U) CV

y la expresion local de f en ellas es la restriccion a o(U) de
m:(xt,. 2™ ER™ — (2, ..., 2") € R™

La demostracién es un ejercicio, aplicando el teorema de submersion de
espacios euclideos a la expresion local de f en dos cartas arbitrarias. En la
demostracion se ve que la carta (U, ¢), puede ser tomada como restricién de
una carta arbitraria de M.

Teorema 5.1.30 Sea q € N tal que f es submersion en todo punto de
17Yq). Entonces f~(q) es subvariedad propia de dimensién m —n de M.

Demostracién. Dado p € f~'(q), tomemos cartas como aquellas cuya exis-
tencia asegura 5.1.29.
La situacion se esquematiza en la figura 5.1. Se tiene

P(f ) NU) =77 (1(a)) Ne(U) = ({¥(g)} x R™™") N (V).

Si designamos por 7 la traslacién en —(1(q), 0, """, 0) y por ® el difeo-
morfismo de R™ dado por

d(a,...,a™) = (a",...,a™ a', ..., a"),

el par (U, ® o7 o) es una carta de M de subvariedad para f~!(q).
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U
d q
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l ¥
R™™" T l (0]
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| R ¥(q) R"

(%(2),0,0m7,0)

Figura 5.1: Antiimagen de un punto por una submersion.

Corolario 5.1.31 Sean fi,...,f, € C®(M) tales que el subconjunto, S,
de M dado por las ecuaciones fi = a*,..., f, = a®, donde a',...,a" € R,
no es vacio y en cada uno de sus puntos, las diferenciales de las funciones
dadas son linealmente independientes. Entonces S es subvariedad propia de
de dimension m —n de M.

Demostracion. La aplicaciéon de M en R™ dada por f = (f1,..., fn), cumple
f~Yal,...,a") = S. Vamos a ver que f es submersién en cada punto de S,
lo que acabara la demostracion.

Seape Sy (Uy = (x1,...,2,)) una carta de M en p. La jacobiana
de la expresion local de f en esa carta y la candnica de R", tiene por filas
las matrices de las (df;), en la base {(dz1),, ..., (dzm),}, que, por hipdtesis,
son linealmente independientes. Esta jacobiana es pues de rango méaximo, de
forma que la derivada es suprayectiva.

5.1.1. Espacio tangente a una subvariedad.

Supongamos que (L, f) es una subvariedad inmersa de dimensién d de
una variedad diferenciable, M, de dimension n.

Por el teorema de inmersién, para cada p € L existen cartas locales,
U, = (y',...,y")) de Len py (V,ob = (2%,...,2")) de M en f(p), tales
que f(U) C V y la expresion local de f en ellas es la restriccion a ¢(U) de
j(d,n).



5.1. SUBVARIEDADES 157

Entonces, vista la forma de la jacobiana de j(d,n) se tiene
d d
(0 (0
Lf- 3 v (—) =2 <—) |
i=1 0y P =1 Oz fp)

En particular T, f(T,L) es el subespacio de Ty, M generado por los
(6/8mz)f(p), 1= 1, ce ,d.

Proposicién 5.1.32 Sea X € D(M) tal que X(f(2)) € T.f(T.L) para todo
z € L. Entonces eziste un unico Y € D(L) que se proyecta en X.

Demostracion. Para todo z € L, T,f es inyectiva , luego existe un tnico
vector, Y., tal que T, f - Y, = Xj(,). Si demostramos que Y : z € L — Y/, es
un campo de vectores diferenciable de L, habremos acabado.

Dado z € L, consideramos cartas locales, (U, = (y',...,y%)) de L en
zy (Voo = (zb,...,2")) de M en f(z), tales que f(U) C V y la expresién
local de f en ellas es la restriccion a ¢(U) de j(d,n). Se tiene

xiof:riowof:rioj(d,n)ogp:riogp:yi,
para todo i = 1,...,d, de forma que, si 2’ € U,
(V- y")(2) =Yaly') = Yula'o f) = (T f - Vo) (a') =
= Xjen(2') = (X -2")(f(2) = (X -2') o f(2'),
luego Y - y* = (X - 2') o f, lo que demuestra que Y -y es C*°.
(Il

Sea S una subvariedad propia de dimension d, y designemos por ig la in-
yeccion canénica de S en M. Dado p € S supongamos que (U, ¢ = (z!,... 2"))
es una carta de M en p de subvariedad para S. Entonces

(U N Sv (x1|UﬂS7 oo 7$d|UﬁS))

es una carta de S en p para su estructura de subvariedad y la expresion local
de ig en estas cartas es j(d,n), de forma que tenemos

LI 9 ‘79
TpZS-izl’U (axihjms)p:zv (&ﬂ)p’

i=1

v T,is(T,S) es el subespacio de T,M generado por los (9/0x%),,i=1,...,d.
El siguiente resultado debe ser comparado con 3.5.8.
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Proposicién 5.1.33 Sea S una subvariedad propia dada por ecuaciones f; =
a', ..., fa=a?, donde las f; son funciones C™, tales que en cada uno de los
puntos de S, sus diferenciales son linealmente independientes y las a; son
numeros reales. Entonces, para cada p € S,

Tyis(T,S) ={veT,M: :v(f;))=0,i=1,...,d.}
Demostracion. Dado u € T,,S se tiene
(Tyis - u)(fi) = u(fiois) = u(a’) =0,

luego
Tyis(T,8) C{v € T,M :v(f;)) =0,i=1,...,d.}.

Pero el primer miembro tiene dimension n—d por ser ig inmersién y el segun-
do tiene la misma, por ser el subespacio de T, M aniquilado por {(dfi),,. ..,
(dfa),} , luego los subespacios coinciden.

5.2. Sistemas diferenciales.

Mientras no se diga nada en contra, supondremos que todas las variedades
consideradas en esta seccion y siguientes, son separadas Hausdorff y tienen
base numerable.

Dada una variedad diferenciable, M, se llama sistema diferencial a toda
aplicacién, D, que a cada punto, p, de M hace corresponder un subespacio,
D(p), de T,M. Si todos los subespacios D(p) tienen la misma dimensién c,
se dice que D es un sistema diferencial c-dimensional.

Los sistemas diferenciales se llaman a veces distribuciones.

Sea D un sistema diferencial c—dimensional. Se dice que D es diferenciable
si, para todo p € M, existe un entorno, U, de p y ¢ campos de vectores,
X1, ..., X¢, diferenciables en U tales que, para todo y € U, el conjunto
{X;, e ,X;} es un sistema de generadores de D(y). En estas condiciones se
dice que {X',..., X°} genera D en U.

Un campo de vectores diferenciable en M, X, se dice que pertenece a
D si X, € D(p), para todo p € M. En estas condiciones escribiremos, con
evidente abuso del lenguaje, X € D.

Se dice que D es involutivo si, para todo par de campos diferenciables
pertenecientes a D, su corchete de Lie también pertenece a D.

Una subvariedad inmersa, (L, f), se dice variedad integral de D si, para
todo z € L, T, f(T.L) = D(f(z)). Si (L, f) es variedad integral de D, se dice
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que pasa por p, si p € f(L). Si ademds L es conexa, se dice que (L, f) es
variedad integral conexa.

Si (L, f) es variedad integral de D, y (L', f') es subvariedad inmersa
equivalente a (L, f), entonces (L', f') es también variedad integral de D.

Se dice que D es integrable, si por cada punto pasa una variedad integral.

Proposicion 5.2.1 Todo sistema diferencial integrable, es involutivo.

Demostracion. Sea D integrable, X,Y € Dy p € M. Vamos a demostrar que
[X,Y], € D(p).

Si (L, f) es una variedad integral que pasa por p, designamos por z al
punto de L cuya imagen por f es p.

Como consecuencia de 5.1.32, existen dos campos, X e Y, diferenciables
sobre L que se proyectan por f en X e Y respectivamente.

Entonces [X,Y] se proyecta en [X,Y] y tenemos

[X> Y]p =T.f- [77 ?]x S 'D(f(ib)) = D(p)
O

Proposicién 5.2.2 Sea C' un conjunto de campos de vectores diferenciables
tal que

a) Para todo p € M, el subespacio de T,M generado por los valores en p
de los elementos de C, C,,, tiene la misma dimension, c.

b) Si X,Y € C, [X,Y] puede ser expresado como combinacion lineal de
un numero finito de elementos de C' con coeficientes en C*°(M).

Entonces la aplicacion que a cada p € M hace corresponder C,, es un
sistema diferencial involutivo, diferenciable, c—dimensional.

Demostracién. Dado p € M, existen Z',..., Z¢ en C tales que {Z}, ..., Z¢}
es linealmente independiente.

Sea (U, = (z',...,2™)) una carta local de M en p. Entonces las filas de
la matriz de funciones

son las componentes de los campos Z° en la base asociada a la carta, de forma
que el valor de esta matriz en p tiene rango c. En consecuencia, existen
i1, ..., 1 tales que el menor de H(p) formado por las columnas iy, ..., 1.,
tiene determinante no nulo.
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Sea

H =
A /L L

La funcién DetH’ es continua en U y su valor en p es no nulo, luego
existe un entorno, A, de p en U en que esa funciéon no se anula. Pero eso
significa que, para todo ¢ € A, los valores de los Z* en ¢ son linealmente
independientes y esto, a su vez, implica que son un sistema de generadores
de C,, por ser este de dimensién c. En particular, {Z4, ..., Z¢/ 4} genera el
sistema diferencial en A, lo que demuestra que éste es diferenciable.

Antes de ver que es involutivo, obsérvese que si X es un campo de vectores
que pertenece al sistema, y tomamos p y A como antes, existen funciones
diferenciables en A, Fi,..., F,, tales que

Xl = YR 5.1
i=1
En efecto, si ¢ € A, X, € C,, luego existen unos tinicos nimeros, F*(q), ..., F(q),

tales que
Xy = Z Fi<Q>Zé‘
i=1

Entonces, las funciones F; : ¢ € A — F;(q) € R, cumplen 5.1. Sélo falta
demostrar que estas funciones son diferenciables. Se tiene

X - aM(q) = X,(a*) = Z Fi(q)(Z,(«")) = Z Fi(a)(Z" - 2*(q)),

para todo k = 1,...,n. Esto es un sistema de n ecuaciones lineales para los
nimeros F;(q), que tiene solucién tnica. El subsistema dado por las ecua-
ciones iy, ..., es de Cramer, por lo que cada solucién F;(q), viene dada

por un cociente de una combinacién lineal de productos de elementos de
{X -a¥(q), 2" - xk(q)} por DetH'(q). Vemos asi que F; es cociente de una fun-
cién diferenciable, por otra funcién diferenciable, que no se anula en ningin
punto, y es por tanto diferenciable.

Entonces, si X e Y pertenecen al sistema diferencial, para cada p € M

consideramos A como antes, y sabemos que existen Fi,..., F., Gy,...,G. €
C*>(A), tales que

Xla=)_F(Z'|a), YIa=) Gi(Za)

i=1 j=1
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Designando a Z'|4 simplemente por Z¢, se tiene para toda f € C*(A)

c,c

[X7Y]|A'f: [X|A7Y|A] 'f: Z [EZiijZj] 'f:

i=1,j=1

c,c

= S (R G)Z )+ G (7))~

i=1,j=1

—Gi((Z - F)Z - )+ Fi(Z (7 ) =
- Y (R 62 G - G ),

i=1,j=1
luego

[X,Y]|4 = Z (F,G,|Z", Z7)+ Fy(Z" - Gy) 27 — G;((Z7 - F)Z") .

i=1,j=1

Pero [Z°, Z7] puede,por hipétesis, ser expresado como combinacién lineal
con coeficientes en C*°(M) de un nimero finito de elementos de C, luego lo
mismo ocurre con [ X, Y|4, lo que demuestra que su valor en p pertenece a

c,.
O

El sistema diferencial considerado en el enunciado anterior se dice gen-
erado por C.

5.3. Teorema de Frobenius local.

En esta seccion vamos a demostrar el siguiente teorema

Teorema de Frobenius local.Un sistema diferencial diferenciable, c-
dimensional es integrable sii es involutivo.

El que todo sistema integrable es involutivo, ya fué demostrado en 5.2.1.
Falta demostrar el reciproco parcial contenido en el enunciado anterior.

Sea M una variedad diferenciable. Sip € My (U, = (x',...,2")) es una
carta local de M en p, basta componer ¢ con la traslacién de vector —p(p)
para obtener una carta tal que la imagen de p es el origen de coordenadas.
Tales cartas se llaman centradas en p . Reduciendo U, se puede conseguir
que ¢(U) sea un hipercubo, y entonces se dice que son cibicas.
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+1 +1 n

Sea S el subconjunto de M dado por las ecuaciones 7" = a“*, ... 2" =
a", donde las a’ son ntimeros reales tales que S es no vacio. Como consecuen-
cia de 5.1.31, S es subvariedad propia de dimension ¢, de U, y por tanto de
M. Tales subvariedades se llamaran lonchas de la carta.

Vemos ademas que, por 5.1.33,

Tyis(T,S) = {v € T,M : v(z**") =0,...,v(z") =0}

lo que indica que este subespacio es el generado por {(9/9z), :i =1,...,c}.
En consecuencia, las lonchas son variedades integrales del sistema difer-
encial generado en U por los campos {9/0x" : i =1,...,c}. Para cada punto
de U hay una loncha que pasa por él.
El siguiente resultado, completa la demostracion del teorema de Frobenius
local y da alguna informacién suplementaria.

Teorema 5.3.1 Sea D un sistema diferencial diferenciable, c-dimensional
involutivo sobre M y p € M. Existe un sistema de coordenadas ciubico, cen-
trado en p, cuyas lonchas son variedades integrales de D.

Ademds, si (N, f) es una variedad integral conexa de D tal que f(N) C U,
es equivalente a una subvariedad abierta de una de las lonchas.

Para demostrarlo, necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.3.2 FEn las condiciones del teorema anterior, existe un entorno, V,
de p y campos de vectores diferenciables en V, X;, ..., X., que generan D en
V' y cumplen [X;, X;] = 0 para todos 1,5 =1,...,c.

Demostracion. Sea W un entorno de p en el que existen campos de vectores
diferenciables, Y7, ..., Y., que generan D. Sea (U, p = (z',...,2")) una carta

de M en p, con U C W.
Si las expresiones locales de los Y; son

0 0 0 0
Vi = V'=——+... +Yf Yt Y
! Lot Tt ox¢ th Oxetl Tt ox™
(5.2)
0 0 0 0
Y. = Y'—+. . . +YF° yett Y
¢ oxt et e ox¢ T Oxet! et e ox™
el hecho de ser linealmente independientes los valores de los Y; en p, implica

que las filas de la matriz

YViip), ..., Ye(p), Y p), .., Y'(p)

YIp), . YE(p), YER(p), . Yr()
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son linealmente independientes. Supongamos que las primeras ¢ columnas
forman una matriz con determinante no nulo.
Entonces existe un entorno de p, V, en el que los valores de la matriz

YL, .. Y
Y=| =
AT

son no singulares. En lo que queda de demostracién nos restringimos a V.

En 5.2 realizamos las siguientes operaciones: multiplicamos ordenada-
mente las ecuaciones por los elementos de la primera fila de Y ~! y sumamos,
luego hacemos lo mismo con la segunda fila de esa matriz, y asi con todas.
Obtenemos

0 w1 O . 0

X = @jL v 81:C+1+'“+f18:c"
: (5.3)

0 w1 O n O

Xc:achf+ i +fc s

donde los X; son combinaciones lineales, con coeﬁcientes funciones diferen-
ciables , de los Y}, y las ff son también funciones diferenciables.

Es inmediato ver que los valores de los X; en cada punto de V son lineal-
mente independientes, de donde se deduce que los X; generan D.

Ademas se tiene

P n—c -, ) 9 n—c o P
[XMXJ] = ort + E fiJr (9xc+’“ ) Oxi + § f]Jr 8x5+h =
k=1 h=1
« 9 +h 9 —~ 0 +k 9
_ _(fe — E — (feTF) —— A4
= ort (fj ) 8$c+h — oxJ (fl ) achrk + (5 )

3
|

+

] |

de donde se deduce que [X;, X;] es combinacién lineal de

0 0
Oxetl 77 9gn
con coeficientes funciones.

Por otra parte, han de existir funciones FZ‘; tales que

9
[Xi, X;] Z Z o+ S ch+kw- (5:5)
s=1

1
c n—c
fg—i—k 0 § :f{:—i-h d
J 8xc+k ) J 85L‘C+h
1 h=1

k=
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y, como esto ha de ser combinacién de

o 9
Oxetl’ 777 Oxn

vemos que las F% han de ser 0 y, en consecuencia, [X;, X;] = 0.

75

O

Demostracion de 5.3.1. Como consecuencia del lema precedente y de

4.4.16 existe una carta local de M en p, (U, = (z*,...,2™)), tal que D es
generado en U por los campos de vectores
o .
w, Z:]_,...,C.

Componiendo eventualmente ¢ con una traslacién, se consigue que la
carta sea centrada en p. Si el nuevo sistema de coordenadas es (z',...,z"),
se tiene en U

0 J . 1
- =, L=1,..., 1N,
oxrt  Ox”
por lo que D es generado en U por
o |
%, Z:1,...,C.

Reduciendo U se consigue que la carta sea cubica. Las lonchas de esta
carta son variedades integrales de D.

Sea (N, f) una variedad integral conexa de D tal que f(N) C U.

Para cada i = ¢+ 1,...,n se tiene d(z' o f) = 0. En efecto, para todos
g€ N ywveT,N podemos escribir

(@ o )y -v =t o f) = T,f -v(a') = 0

por ser T, f - v combinacién lineal de los

(57, 7=
- , J =1, ...,C.
027 J ()

Como consecuencia de 3.6.3, estas funciones han de ser globalmente con-
stantes.

Vemos asf que la imagen de f estd contenida en la loncha z° = x'o f(q),i =
c+1,...,n,donde g es un punto arbitrario de N. Designemos por S esa loncha
dotada de su estructura de subvariedad propia, por ¢ su inyecciéon candnica
en M y por fo: N — S la aplicacién tal que f =10 fp.
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Por ser i regular, fo es C* (ver 5.1.16). Ademas es inmersién porque el
nicleo de su aplicacién tangente en cada punto, estd contenido en el de la
tangente a f, que se reduce a 0. Pero tanto S como N son de dimensién ¢, de
donde se deduce que fj es difeomorfismo local, que, ademas es inyectivo, luego
es un difeomorfismo sobre su imagen, que ha de ser abierta. Este difeomor-
fismo establece la equivalencia de la subvariedad (N, f) con una subvariedad
abierta de S.

O

Las cartas de M relacionadas con D como en el enunciado de 5.3.1 se
llaman cartas adaptadas.

Lema 5.3.3 Sea D un sistema diferencial de M, diferenciable, involutivo,
c-dimensional, (N, f) una de sus variedades integrales y ¢ € N. Eziste un
entorno abierto, E,, de g en N y una carta adaptada centrada en f(q),
(U, = (z,...,2")), tal que f(E,) es la loncha z°t* =0,...,2" = 0.

Demostracion. Sea (U',¢' = (2'',...,2)) una carta adaptada centrada en

f(q), y E la componente conexa de g en el abierto f~!(U’). Entonces (E, f|z)
es variedad integral con imagen en U’, luego f(F) es un abierto en la topologia
relativa de la loncha dada por las ecuaciones "' = 0,...,2" =0, y f|g,
pensada como aplicacion de la subvaridad abierta E de N, sobre la sub-
variedad abierta f(FE) de la loncha, es un difeomorfismo . Supongamos que

¢'(U) = (—a,a)".

El conjunto ¢'(f(E)) es un abierto de (—a,a)® x {(0, (@TF,O)} , para la
topologia relativa. Tomamos un ntimero real positivo, a’, tal que ((—ad’, a’)¢ x
{(O, (n-e, O)} C ¢'(f(F)), y definimos

E, = floy! <(—a’,a’)c x {(0, (.".‘F,O)}>
U = ¢ (~d\a))
p = ¢l
Es inmediato ver que se cumplen las condiciones requeridas.

O

Observacién 5.3.4 En las condiciones de 5.3.3, si ademés A es un entorno
abierto de ¢, E, puede ser elegido dentro de A. En efecto, basta aplicar el
lema a la variedad integral (A, f|4).
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Proposicién 5.3.5 Supongamos que D es un sistema diferencial de M, difer-
enciable, involutivo, c-dimensional, (N, f) una de sus variedades integrales,
P una variedad diferenciable y 1 € C*°(P, M) tal que y»(P) C f(N), entonces
la inica aplicacion 1y : P — N que cumple 1 = f o1y, es C°.

Demostracion. Por 5.1.16, basta demostrar que 1y es continua. Sea A un
abierto de N y ¢ € ¥, '(A), vamos a demostrar que existe un entorno de ¢
cuya imagen por g estd en A, lo que acabara la demostracion.

Sea E, un entorno abierto de 1(q) en Ay (U, = (z',...,2")) una
carta adaptada centrada en (q), tales que f(E,) coincide con la loncha
¢ =0,...,2" = 0. Entonces ) ~'(U) es un abierto de P, que contiene a gq.
Designemos por C' la componente conexa de ¢ en ¢~ *(U). C' es un abierto
de Py la imagen 1(C) estd en U N f(N). Por otra parte U N f(N) no puede
tocar méds que un conjunto numerable de lonchas de U. En efecto, f~1(U) es
un abierto de N que tiene un conjunto numerable de componentes conexas,
y cada componente de esas va a parar por f a una loncha de U.

Afirmo que ¢(C) esté contenido en la loncha 2zt = 0,...,2" = 0. En
efecto, para cada ¢’ en C, consideramos una curva continua, v : [0, 1] — C,
tal que v(0) = g y 7(1) = ¢’. La curva 1) oy toma valores en U N f(N). Para
cada i = ¢+ 1,...,n, la funcién z* o 1) o v es continua, luego toma todos
los valores entre z° o 1) o y(0) = 0 y a’ o ¢ o y(1). Si este dltimo nimero
no fuese 0, la funcién tomaria un infinito no numerable de valores, lo que
implicarfa que 1 o« pasaria por un infinito no numerable de lonchas, lo
que es absurdo, estando su imagen contenida en U N (V). En consecuencia
2'((¢")) = 2" otpoy(1) =0, para todoi =c+1,...,n.

Pero entonces ¢y (C') C E, C A, lo que acaba la demostracién.

5.4. Teorema de Frobenius global.

Si D es un sistema diferencial, una de sus variedades integrales conexas,
(N, f), se dice maximal conexa si f(/N) no es subconjunto propio de la
imagen de ninguna otra variedad integral conexa de D.

Cuando (N, f) y (N, f') son variedades integrales tales que la interseccién
de f(N) con f'(N') no es vacia y la primera es maximal, no es obvio en este
momento que f'(N') C f(N), aunque si lo es que no existe una variedad
integral cuya imagen sea f'(N')U f(N).

Teorema 5.4.1 (de Frobenius global). Sea D un sistema diferencial,
diferenciable, c-dimensional, involutivo de una variedad M. Para todop € M
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existe una unica (salvo equivalencia de subvariedades) variedad integral max-
imal conexa que pase por p. Toda variedad integral conexa que pase por p,
es equivalente a una subvariedad abierta de la maximal.

Demostracion. Para cada ¢ € M tomamos una carta adaptada en ¢, obtenien-
do asi un atlas. Por tener M base numerable, podemos elegir entre las cartas
anteriores para quedarnos con un atlas numerable, {(U,, p, = (x!,... 7)) :
a€cA}.

Designaremos por (—d,,d,)" a ¢,(U,), y por SU) 1 loncha dada
por las ecuaciones ¢! = retl . g7 =",

Dado p € M, se considera ayg € A tal que p € U,, y se designa por
SCS’;S“’“'”S), la loncha de p.

retl em . . . . .,
Una loncha, Séil ‘ ), se dice “unida a p”si existe una sucesion ag, aq, . . .,

a; y lonchas
(rith )
sy Mag )

c+1 n c+1 n
SC(LZO+ 7"'»7"0), S((;PJF v~--’T1)7 .
tales que
c n c+1 n
S((lzk+1,,..,rk,) N Sé?];,f_ll,...,rk+1) 7& @ L — O, o ,’i 1

Una sucesion de lonchas como las anteriores, sera denominada “cadena”de
lonchas.

Una loncha, S, de una carta adaptada solo corta un conjunto numerable
de lonchas de otra carta adaptada, (U, ¢). En efecto, SN U es un abierto de
S y cada una de sus componentes conexas, de las que solo hay una cantidad
numerable, es variedad integral contenida en U, que, como consecuencia de
5.3.1, es equivalente a una subvariedad abierta de una loncha de (U, ¢), por
lo que debe estar contenida en ella. La interseccién se produce con esta fa-
milia numerable de lonchas. En consecuencia, s6lo un conjunto numerable de
lonchas estan unidas a p.

Obsérvese que, de paso, hemos demostrado que SNU es unién de abiertos
de lonchas de U para la topologia relativa. En particular la interseccién de
S con cualquier loncha de U, es una unién de abiertos de esta tltima y por
tanto, abierto. Deducimos que la interseccion de dos lonchas de dos cartas
adaptadas es abierta en ambas.

Sea IV, la unién de todas las lonchas unidas a p. Para cada loncha unida

(rett ) .
ap, Sa,;’ 7 consideramos el par

rotl em
(Szgil T 1)77T0f72> ’

. ey r.c+1’_,, rh
donde f; es la restricién de ¢, a S((zj i)

las ¢ primeras componentes.

, v m la proyeccién de R"™ sobre
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Vamos a demostrar que los pares asi obtenidos forman un atlas C'°* de
N,. Si g pertenece al ultimo elemento de una cadena, se dice que ésta une p
con q.

Supongamos que

c+1 n c+1 n
SC(LZk ,...,T‘k) N SC(L?;,L ""’Ti) 3& @

Esa interseccion es abierta en cada una de esas lonchas para la topologia
relativa, de donde se deduce que su imagen por f;, que es su imagen por ¢, ,

es un abierto de R x {(TZ-CH, e ,Tf)} para la topologia relativa y entonces,
que su imagen por 7o f; es un abierto de R®. Lo mismo ocurre con su imagen
por o fg.

Ademi3s se tiene

(mo fr)o(mo fi)_l(bl, L) =mo P, © go;_l(bl, . ,bc,er, o),

de donde se deduce que los cambios de coordenadas son C'°.

Consideramos a [V, dotado de la estructura diferenciable que contiene a
ese atlas.

Si tomamos una base numerable para la topologia relativa de cada

ffl """ T’?L), la unién de estas bases es una base numerable de N,. Estos abier-
tos pueden no serlo para la topologia relativa de V.

Veamos que para esta topologia, N, es separada Hausdorff. Dados dos
puntos diferentes, ¢ y ¢’, de N,, se toman entornos abiertos, U y U’, de ¢ y
¢ respectivamente en M, que sean disjuntos. Existen cartas adaptadas cen-
tradas en g y ¢/, cuyos dominios estdn contenidos en U y U’ respectivamente.
Las lonchas de g y ¢’ en esas cartas estan unidas a p, luego contenidas en N,,.
Por construccién de la topologia de N,, esas lonchas son entornos abiertos
disjuntos de ¢ y ¢’ en N,,.

Ademas N, es conexa. En efecto, usando el hecho de que la unién de dos

: . retlm
subespacios conexos con un punto comun es conexa, y que cada SC(L #)

es conexo, se demuestra por induccion que la unién de los elementos de una
cadena es conexa. Entonces, si ¢ € N, considerando una cadena que una p
con ¢, vemos que ¢ es equivalente a p para la relacion de equivalencia que
define las componentes conexas. Vemos asi que solo hay una de estas.

Es variedad integral porque la restricciéon de la inyeccion canénica a cada

abierto ngﬂ""’rm es la inyeccion candnica de éste, que es variedad integral.

Sea (N, f) otra variedad integral conexa que pasa por p. Queremos de-
mostrar que f(N) C N,. Dado ¢ € N consideramos una curva continua,
v :[0,1] — N, tal que v(0) = p y v(1) = ¢. Vamos a demostrar que
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la imagen de 7 estd contenida en N,. Veremos en primer lugar que ex-
isten tp = 0 < t; < ... <ty <ty =1y a,...,a; € A tales que
forv([tic1,ts]) C U,,, i =1,...,s. En efecto, las componentes conexas de
los (f oy)"*(U,), a € A componen un recubrimiento de [0, 1] por intervalos
abiertos o de las formas [0, 1] 6 [0, d) 6 (e, 1]. Por compacidad, existe un sub-
recubrimiento finito. Si [0, 1] pertenece al recubrimiento, nos quedamos con
él. Si no, podemos elegir un elemento del recubrimiento de la forma [0, d),
despues uno que contenga a d y seguimos eligiendo uno que contenga el supre-
mo del anterior, hasta llegar a uno que contenga a 1. En las intersecciones
de cada dos consecutivos vamos eligiendo los ty,...,ts_1. A continuacion,
observemos que cada f o y([t;—1,t;]) estd contenido en una loncha de U,,,
va que Y([t;_1,t;]) estd contenido en una componente conexa de f~1(U,,),
y esa componente conexa, con la restriccion de f a ella es una variedad in-
tegral conexa, por lo que su imagen es subconjunto de una loncha. Existen
pues lonchas Sy, ..., S, que contienen los tramos ~([to, t1]), ..., v([ts—1,ts])
respectivamente. La primera contiene a p y cada S; N S;4q, it =1,...,s — 1,
contiene al menos a fo~(t;), luego todas las S; estan unidas a p y, por tanto,
contenidas en N,. En particular la curva f o vy tiene su imagen en N,, de
donde se deduce que ¢ € N,. Esto muestra, entre otras cosas, que N, es
maximal.

Designemos por ¢ la inyeccién canénica de N, en M y por fo : N — N,
la aplicaciéon que cumple f =i o fy. Segin 5.3.5 fy es C™°. Pero ademsés f
es inmersién entre variedades de la misma dimension, luego es difeomorfismo
local. Como es inyectiva, es difeomorfismo y proporciona una equivalencia
entre N y una subvariedad abierta de V,,.

Solo falta por demostrar la unicidad. Si (X, f) fuese otra variedad inte-
gral maximal conexa que pasase por p, f(N) serfa un abierto de N, y por
la maximalidad de (N, f) habria de ser f(N) = N,, de forma que ambas
variedades integrales serian equivalentes.

5.5. Ejercicios complementarios

Ejercicio 5.5.1 ; Es el subconjunto de R?

t t
5= {<1+t2’ (1+t2)3/2) 'tER}

subvariedad inmersa?.
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Ejercicio 5.5.2 Sea M una variedad diferenciable y S un subconjunto de
M, que admite un recubrimiento por cartas de M tales que, para cada una de
ellas, (U, @), p(UNS) es subvariedad propia de dimensién d de R™. Demostrar
que S es subvariedad propia de dimensién d de M.

Ejercicio 5.5.3 Sea S una subvariedad propia de dimension d de una var-
iedad diferenciable M. Demostrar que para toda carta, (U, ), de M tal que
SNU # 0, el conjunto (S NU) es subvariedad propia de dimensién d de
R™.

Ejercicio 5.5.4 Dar los detalles de la demostracion de 5.1.14.
Ejercicio 5.5.5 Dar los detalles de la demostracién de 5.1.29.

Ejercicio 5.5.6 Demostrar que un sistema diferencial, diferenciable, 1-di-
mensional, es involutivo.

Ejercicio 5.5.7 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y 7 :
TM — M la proyeccién candnica. Se define un sistema diferencial, D, en
T M como aquel cuyo valor en v € T'M es el nucleo de T, 7,,. Demostrar que
D es diferenciable, n-dimensional e involutivo.

Ejercicio 5.5.8 Sea D un sistema diferencial en la variedad M y f € C*(M)
tal que v(f) = 0, si v € D, para algin p. Demostrar que, si (N,¢) es var-
iedad integral conexa de D, (M) esta contenido en un conjunto de la forma
f = cte.

Ejercicio 5.5.9 Se considera un sistema diferencial, c-dimensional, D, en
una variedad diferenciable, M, de dimensién n. Sean fi,..., f,_. funciones
C> en M, cuyas diferenciales son linealmente independientes en cada punto,
y tales que v(f1) = ... = v(fn—c) = 0 si v € D, para algin p. Demostrar que
las subvariedades f; = cte, ..., f,_. = cte, son variedades integrales de D y
que sus componentes conexas son variedades integrales maximales conexas.

Ejercicio 5.5.10 Se designa por (r!, 72, 3 r%) el sistema canénico de coor-
M M M

denadas de R*, y por P la subvariedad abierta 72 > 0. En P se consideran
los campos de vectores:

0 0
_ ne .2y 9 12 9
X = ((7")+7")ar2+(r)ar4
0 0
_ .29 12 9
Y= T8r2+(r>87’4
7z = (1—1—1”1)14
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y se designa por @ el sistema diferencial generado por {X,Y, Z}.

. Es @ un sistema diferencial diferenciable, involutivo, c-dimensional para
algin c?. En caso afirmativo, determinar las variedades integrales maximales
conexas de ().

Ejercicio 5.5.11 Se consideran en M = R*—{z = 0} los campos de vectores

0 0
X = —y— —
y3x+x8y
xd yo 9 9 0
Y = —(— — > — —.
z Ox 28y+(x +y)8z

a) Demostrar que el sistema diferencial generado por {X, Y}, es diferen-
ciable, involutivo, 2-dimensional. Encontrar sus variedades integrales maxi-
males conexas.

b) Sea P la subvariedad abierta complementaria en M del eje 0z y @ el
sistema diferencial en P generado por X. Encontrar las variedades integrales
maximales conexas de ().

Ejercicio 5.5.12 En R? se define

X = x—+y—

0 0
Y = 2(—+—|.
(8x 82)
a)Encontrar el mayor abierto en el que el sistema diferencial generado por
{X,Y} es diferenciable, 2-dimensional e integrable.
b) Designamos por D la restriccién del sistema diferencial generado por

{X,Y} al abierto encontrado en a. Comprobar aplicando directamente la
definicion de variedad integral que

g:(u,v) €(0,1) x (1,2) — (u? 1,0,

es variedad integral de D.
c¢) Encontrar las variedades integrales maximales conexas de D.

Ejercicio 5.5.13 Encontrar un nimero finito de campos de vectores diferen-
ciables en R3-{0}, tales que el sistema diferencial generado por ellos, admita
como variedades integrales las dadas por ecuaciones x? + y? — 22 = cte.
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