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Definicion
Una variedad topoldgica de dimension n es un espacio topolégico Hausdorff M tal
que cada punto p € M tiene un entorno homeomorfo a una abierto de R".

No hay ambigiiedad posible en la dimensién de M: si un abierto de R" es
homeomorfo a un abierto de R™, entonces m = n (Teorema de la invariancia del
dominio).
Si M es una variedad topoldgica, p € M, existen

@ un abierto U en M conteniendo p;

@ un abierto A en R”;

@ un homeomorfismo ¢ : U — A C R”

Definicién
(U, @) se llama una carta de M en p. U se llama un entorno coordenado. ¢ es la
aplicacion coordenada.
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¢ es un homeomorfismo:
@ ¢ es continua;
Q@ ¢ es biyectiva:

@ Inyectiva: ¢(p) = ¢(q) <= p=gq < U,
@ Sobreyectiva: ¢(U) = A, i.e, para todo a € A hay un g € U con ¢(q) = a;

@ ¢ 1:A— U es continua.
A veces hay atajos: problema (1.3), por ejemplo.

#(q) € R" = ¢(q) = (x1(q), - - -, xa(q)) (coordenadas de p en la carta (U, ¢)).

¢t A(CR™) — X, asi que (x1,...,X,) = ¢ 1(x1,...,x,) € X.
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Ejemplos:
1. R", abiertos de R".

2. Si AC R" es abierto, y si f : A— R es continua, entonces el grafo de f
MNe={(x,f(x)) : xe A}

es una variedad topolégica (con la topologia subespacio de R"*1).
Ejemplo: un hemisferio abierto de la esfera S" = {(x1,..., Xn, Xnt+1) © Xnp1 >0}
es una variedad topoldgica.

3. 5"\ {(0,...,1) } es una variedad topolédgica.
Proyeccidn estereografica: ¢ : S"\ {(0,...,1) } — R",

DXt - X K1) = (ctree s 0)

1- Xn4+1
4. S" es una variedad topoldgica:
e sipe S"\{(0,...,1)}, uso U=S5"\{(0,...,1), ¢ anterior.

e sipe S"\{(0,...,—1)}, uso la otra proyeccién estereografica, desde el polo
sur.
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La topologia que hace de un objeto una variedad no es siempre la mas
obvia:

Lema

Sea f : X = Y una biyeccién de un espacio topoldgico a un conjunto Y.
Entonces Y admite una tnica topologia para la que f es un homeomorfismo. Si X
es variedad, Y también.

fi-1)

k_.
A=1

iLa topologia subespacio de R? no es la que hace de la imagen una subvariedad!
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|
Variedades con borde.

El semiplano superior cerrado
RT = {(x1,...,Xn) Xo > 0}, reemplaza
ahora a R” en la definicién de carta.
@ Su interior” es
Rl ={xeR": x,>0}.
@ Su"borde” es {x € R" : x, =0}

Definicidn
Una variedad topoldgica n-dimensional con borde (frontera) es un espacio

topoldgico en el que todo punto tiene un entorno abierto homeomorfo a un
abierto de R

=] 5 = E =
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Variedades con borde (cont.)

Lema

Si para un p € M existe alguna carta (U, $) con ¢(p) € IR, entonces todas las
cartas de M en p mandan éste a algiin punto de OR'} .

Esto nos permite definir el borde y el interior de una variedad:
Definicién
Sea M" una variedad con borde.

o El borde de M" es el conjunto de puntos p € M" que son enviados por
alguna cartaa {x € R} : x, =0}.

o E/ interior de M" son los puntos de M" que son enviados por alguna carta a
R} = {x €R" : x, > 0}. (Ojo: no siempre es el interior topoldgico)

v

Notacién: OM, int M son, respectivamente, el borde y el interior de M. .

M =int MUOM
Luis Guijarro ( UAM) Topologia de variedades 22 de marzo de 2010 7 /65



Variedades con borde (cont)

Lema
M"™ una variedad con borde.
@ int M" es una n-variedad topoldgica sin borde.

@ OM" (con su topologia subespacio) es una (n — 1)-variedad topoldgica sin
borde.

Lema

Si F: My — M, es un homeomorfismo entre dos variedades con borde, entonces
F(OMy) = OMy, y F|OMy : OMy — OM, es un homeomorfismo.

— & ]
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——
Variedad producto

M™ N" variedades topoldgicas. El producto es
MxN={(p,q) : pEM, qge N}

M x N con su topologia producto es una variedad topolégica de dimensién m + n.

Para construir cartas en (p,q) € M x N, tomamos cartas (U, ¢) en p € M, (V,))
en g € N, y construimos

¢ xv(p',q") = (o(p"), ¥(q")) = a(p'),- - s xm(P'), y1(d'), - . yn(@'))

donde ¢(p’) = (x1(p'), - - -, xm(P")), ¥y ¥(q") = (va(d'), - - -, ¥a(q"))-
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Curvas y superficies topoldgicas

@ Curvas: variedades topoldgicas de dimensién 1.

@ Superficies: variedades topoldgicas de dimensién 2.

Las curvas y superficies con borde se definen de forma similar (en vez de
"variedades”, dirfamos "variedades con borde")

Si S es una superficie con borde, dS es un conjunto de curvas.

Clasificacion de curvas conexas: Hay pocas posibilidades; son todas
homeomorfas bien a (0,1), [0,1), [0,1], 0 a S* = {(x,y) € R? : x> + y? =1},

‘;_Hay algo parecido para superficies?‘
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——
Construccién de superficies mediante pegado.

Empezamos con un rectdngulo R = [0, 1] x [0, 1]. Vamos a intentar construir
superficies identificando puntos en JR. Estas identificaciones se denotaran con
flechas: pegamos lados con la misma flecha, en el sentido indicado por ésta.

1 (1,1)

Este pegado indica que se identifican los puntos
(0,y) con (1,y) para cada 0 < y < 1. El resto
de puntos no se identifican con nada diferente a
ellos.

El espacio cociente C = R/ ~ es un cilindro.

(0,0) (1,0)
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SEE————————————
Tras el pegado

La superficie obtenida es una variedad topoldgi-
ca: El disco sombreado en el cilindro corresponde
(antes de la identificacién) a dos " medio discos”
en el cuadrado, que son abiertos en éste. Por lo
tanto es abierto en el cilindro.

Un camino mds "formal" para demostrar que R/ ~ es homeomorfa al cilindro
K={(x,y,2) eR® : x> +y*=1,0<z<1}
es construir la aplicacién
F:R— K, F(s,t)=(cos2rs,sin2rs,t),

y comprobar que F induce una aplicacién F : R/ ~— K que es un
homeomorfismo. Para esto, ayuda bastante el problema 1.3.
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SEE————————————
Mobius y su banda

La banda de Mobius se construye de
forma similar al cilindro, pero dandole
previamente media vuelta a uno de los
lados que se pegan.

Luis Guijarro ( UAM) Topologia de variedades 22 de marzo de 2010 13 / 65



SEE————————————
La banda: pegado

(0,1) (1,1)

Ahora pegamos cada punto (x,0) con el
(1 — x,1) para cada 0 < x < 1. El resto
de puntos no se identifican con nada difer-
ente a ellos. Esto equivale a pegar los bor-
des con un "giro" previo.

(0,0) (1.0)

La frontera de la banda tiene una sola componente conexa: empieza en (0, 0),
sube a (0,1) ~ (1,0) y continua subiendo hasta (1,1) ~ (0,0) donde se cierra.
Por ello, obtenemos una superficie diferente del cilindro.
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(0.1) (1.1)

Se identifican (x,0) con (x,1) por un la-
do, y por otro (0,y) con (1,y), donde
i 0 < x,y < 1. Se puede visualizar pegando
primero los lados verticales para obtener
el cilindro, y después identificando los bor-
des de éste. No tiene frontera.

(0,0) (1,0

Para construir un homeomorfismo de T a S x S! usamos la aplicacién
F:[0,1] x [0,1] — S* x St,

F(s,t) = (cos2ms,sin27s, cos 2rt, sin 2mt)

y el problema (1.3).
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SEE————————————
Klein y su botella

Felix Klein (1849-1925).

Luis Guijarro ( UAM)

Su botella (1882-presente).
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|
Botella de Klein: construccion.

(0,1 (1,1)

Las identificaciones son (0,y) ~ (1,y),
(x,0) ~ (1 — x,1), donde como siempre
0 < x,y < 1. Podemos visualizarlo como
] si primero pegaramos verticalmente para
tener un cilindro, y luego pegaramos los
bordes de éste "dandoles la vuelta”. Las
siguientes imagenes ayudan a entender es-
to.

(0,0) (1,0
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——
Pasos para el pegado de la botella.

A

-
-

Las circunferencias azules estdn mal orientadas para poder ser pegadas; hace falta
pasar "a través” de la botella. En la tercera imagen empezamos a estirar el
cilindro para ver esto mas claro.
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E—————————————————
Pasos para el pegado de la botella (cont.)

Los tres pasos que faltan: el cuarto da continuidad a la descripcién, en el quinto
intentamos corregir la orientacién de las circunferencias azules atravesando la
botella, y el el dltimo comenzamos la identificaciéon que faltaba. Es muy
importante darse cuenta de que, en contra de lo que nuestro dibujo tridimensional
parece indicar, la botella de Klein NO TIENE AUTOINTERSECCIONES, ya que el
espacio cociente no las tiene.
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|
Dentro de la botella de Klein

(a.1) (1,1)

B y otro trozo

I
I
I
I
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
b

¢ (1,0)

La botella de Klein puede describirse como dos bandas de Mobius cuyos bordes se
identifican mediante un homeomorfismo f : 9B; = St — S1 = 0B..
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——
El plano proyectivo.

0] ) Las identificaciones que realizamos son

" (0,y) ~ (1,1 —y), (x,0) ~ (1 —x,1),
donde como siempre 0 < x,y < 1.
Si hiciéramos una de las identificaciones
primero, obtendriamos una banda de Mo-
F bius, y el siguiente pegado recordaria el
de la botella de Klein, aunque es dificil
de visualizar. Esto es debido a que el
plano proyectivo no puede representarse
fielmente dentro de R3. Serfa necesario ir
a R* para poder describirlo sin cortes.

(0,0) (1.0)
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SEE————————————
Dentro del proyectivo

(0.1) ¢ B d (L1 ifi d a

¥ otro trozo:

Si cortamos el proyectivo asi, obtenemos una banda de Mobius, y otro trozo que
es homeomorfo a un disco, como muestra la préxima pantalla.
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E—————————————————
Dentro del proyectivo (cont)

Deformando los bordes superiores e inferiores, se obtiene un homeomorfismo de la
"pieza extra” a un disco. Con esto se obtiene que el plano proyectivo es
homeomorfo a una cinta de Mobius con un disco pegado por el borde: tanto la
cinta como el disco tienen una circunferencia S? por frontera, e identificando éstas
mediante un homeomorfismo f : 9B; = S' — S! = 9B, tenemos el plano
proyectivo.
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El proyectivo como cociente de la esfera S2

El plano proyectivo se puede obtener también como cociente de la esfera unidad
en R3, S% = {(x,y,z) : x>+ y?+ 2> =1}. De hecho, esta identificacién nos
permite comprobar que efectivamente coincide con el plano proyectivo real de
geometria proyectiva.

(0.1) (1,1)

Empezamos con el proyectivo obtenido como identificaciones en los bordes del
cuadrado, y rotamos éste para darnos cuenta de que las identificaciones dadas dan
un cociente homeomorfo al obtenido con un disco en el que identificiramos
puntos opuestos en el borde de éste.
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E—————————————————
El proyectivo como cociente de la esfera S? (cont.)

o=

Como ningtin punto del interior del disco se identifica con nada diferente a

si mismo, el cociente indicado por el primer dibujo es equivalente al obtenido con
el hemisferio superior de la esfera, en el que identificiramos puntos opuestos en el
ecuador.
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El proyectivo como cociente de la esfera S? (cont.)

Y

Si afiadimos el hemisferio sur (abierto) al dibujo, e identificamos puntos
antipodales en toda la esfera, es facil ver que se obtiene el espacio cociente
precedente. (facil, pero no trivial: jhay que usar el problema (1.3)!)Pero ésta es la
identificacién que se hacia originalmente para obtener el plano proyectivo real en
Geometria |:

p,qES’, p~qe>p=gq 6p=—q
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E—————————————————
El proyectivo como cociente de la esfera S? (cont.)

Con esta representacién del proyectivo, la banda de Moebius que contiene es

facilmente identificable:
| ‘|

Una banda de anchura constante alrededor del ecuador donde identificamos
puntos antipodales da, en el cociente, una cinta de Moebius. EI complemento en
52 son dos discos antipodales y disjuntos, asi que en el cociente dan lugar a un
tnico disco.
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Suma conexa

Para construir mas superficies podemos seguir pegando lados en poligonos mas
complicados, pero es mas util definir una especie de "suma” de superficies como
sigue.

@ Escogemos discos abiertos en S;
respectivamente.

@ Los removemos para obtener
dos superficies S, S5 con @D @
frontera 05; ~ S1 ~ 9S,.

@ Identificamos los bordes de S,
S} para obtener una nueva
superficie denotada por S1#5,.
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Suma conexa en diagramas

A veces ayuda poder ver una suma conexa en diagramas de pegado. En este
ejemplo vamos a ver la suma conexa de dos toros. Observad que la figura de la
derecha es un cuadrado donde hacemos las identificaciones de un toro, menos un
disco. Como el disco no entra en las identificaciones, tendremos un toro menos un

disco. La figura es homeomorfa a la de la izquierda (usad un homeomorfismo del
cuadrado menos un disco que intercambie los bordes).
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Suma conexa en diagramas (cont.)

Ahora pegamos ambas figuras identificando la frontera del disco. El resultado
serd por tanto una suma conexa de dos toros, o con diagramas:

El mismo argumento se puede usar para identificar otras sumas conexas en

diagramas.

Luis Guijarro ( UAM)
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Suma conexa (cont.)

Se puede demostrar (pero no es facil) que S;#3S, estd bien definida (salvo
homeomorfismos) independientemente de los discos Dy, D, elegidos, y de la
identificacidn elegida entre 95 y 0S}. Ademds, se tiene

Q (51#52)#5S3 es homeomorfa a S1#(S2#S3);
Q S51#5S, es homeomorfa a S,#55;
@ S51#5? es homeomorfa a S;.

Pero no hay "elementos inversos” (salvo para 52...)

Uno puede ahora empezar a construir nuevas superficies a partir de las que ya
tenemos, usandolas como piezas en sumas conexas. Por ejemplo

TH#HTHM#KH#K#P(R)

con T el toro, M Mobius, K botellas de Klein, P»(RR) el proyectivo, etc. Pero esto
deja dos cuestiones:

@ jPuedo obtener todas las superficies asi?

@ ;Cémo distingo las distintas superficies que obtenga?
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SEE————————————
Triangulaciones de superficies

Un tridngulo en una superficie es un subconjunto cerrado T C S homeomorfo a
un tridngulo cerrado T’ C R2.

Sih: T'CcR2— T CS es el homeomorfismo, las imagenes mediante h de los

vértices y de los lados de T’ se llaman respectivamente los vértices y los lados de
T.

Queremos cubrir ahora S con triangulos, de tal forma que parezca un "mosaico”.
Definicion
Una triangulacién de S es una familia finita de tridngulos T = {T1,..., Tp} tal
que
Q@ S=u,T;
© Dada cualquier pareja de tridngulos T;, T; en T se tiene que
e obien TiNT; =0,

e o bien T; N T; es un tnico vértice comin a T; y Tj,
e o bien T; N T; es un tnico lado comuin.
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E—————————————————
Triangulaciones (cont)

Esto es lo que uno no puede ver en
triangulaciones:

Esto si, pero hasta cubrir toda la su-
perficie:

La primera figura es un tridngulo (!!) en la

esfera: el hemisferio norte es un tridngu-
lo cuyos lados son los tres segmentos del
ecuador entre los puntos marcados (que
son los vértices del tridngulo); la segun-
da son dos tridngulos en la esfera, pero

no una triangulacién: los tridngulos se in-
tesecan en demasiados lados.

Luis Guijarro ( UAM) Topologia de variedades 22 de marzo de 2010 33 /65



E—————————————————
Triangulaciones (cont.)

(0,1 (1,1)
@ La siguiente no es una
triangulacién del toro, aunque a
primera vista lo parezca:
(©,0) (1,0)
(1) (L1)
@ La siguiente si lo es, aunque es
tedioso comprobarlo:
©.0) (1,0)
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Existencia de triangulaciones de superficies

Teorema (Radé, 1925)

Toda superficie con o sin borde admite una triangulacion. J

El teorema es sencillo de formular, pero es dificil de probar. Lo damos por cierto.
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Teorema de clasificacion de superficies

Empezamos con un resultado intermedio para ir mejorandolo mas adelante:

Proposicién
Sea S una superficie compacta, conexa y sin borde. Entonces S es homeomorfa a
uno de estos tres casos:

@ bien a S?,

Q biena TH#...#T,

© bien a P2(R)# ... #P?(R).

Este teorema dice qué superficies sin borde pueden existir. No dice nada de si son
diferentes entre si, cuestidén a la que regresaremos mas adelante.
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——
Demostracién de la proposicion.

Tomamos una triangulacién 7 de S. Separamos los triangulos Ty,..., T,
manteniendo la informacién de qué lado se identifica con cual, y en qué sentido.
Una vez separados, empezamos el camino inverso: los detalles son largos de
explicar y nos llevarian demasiado lejos, pero eventualmente, si uno es cuidadoso,
se puede recuperar la superficie S como cociente de un poligono en el plano en el
que se realizan identificaciones de lados en su borde.

Un examen cuidadoso (pero demasiado largo) de tales identificaciones muestra
que si S no es la esfera, entonces es suma conexa de toros T, botellas de Klein K,
y planos proyectivos P?(IR) (los detalles aparecen desperdigados en el articulo de
la bibliografia G.K. Francis, J.R. Weeks: Conway’s ZIP Proof, Amer.
Math. Monthly, Vol 106, N 5, pp. 393-399,.

Lo que nos queda por ver es que cualquier superficie de esa form puede reducirse
a una de las de la lista. Esto se hard mediante dos lemas:
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E—————————————————
Lema: K = P?(R)#P?(R)

Demostracion.

Un plano proyectivo es la unién de una cinta de Moebius y un disco pegados por
el borde mediante un homeomorfismo:

P?(R) = M U, D?

Para sumar dos planos proyectivos, primero removemos removemos un disco D?
de cada uno de los sumandos. Al hacer esto tenemos dos bandas de Moebius, una
por cada sumando, cuyas fronteras son circunferencias S' que corresponden al
borde del disco D? que removemos.

El dltimo paso de la suma conexa requiere identificar las circunferencias mediante
algtin homeomorfismo h':

P2(R)#P?(R) = M Uy M

Pero vimos anteriormente que esto resultaba en la botella de Klein (Ver " Dentro
de la botella de Klein"). O

v
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E—————————————————
Lema: T#P?(R) = K#P?(R)

.

Luis Guijarro ( UAM) Topologia de

Esto lo demostraremos con el dia-
grama de la izquierda. Haremos las
identificaciones en érdenes diferentes.
Primero identificamos los lados mar-
cados con una flecha simple:

El resultado es un toro, al que le cor-
tamos un disco; si ahora identificamos
la mitad inferior, obtenemos una cin-
ta de Moebius que se estd pegando
al toro a lo largo de la frontera. Ya
sabemos que esto es T#P2(R). Por si
acaso esto no queda claro (después de
todo, el dibujo es un poco confuso),
realizaremos este pegado de nuevo en
varios pasos.
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E—————————————————
Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Repetimos en varios pasos el pegado de las flechas simples primero, con objeto de
que se vea un poco mejor. Primero cortamos el dibujo por un circulo intermedio
(marcado con una linea intermitente en el dibujo). Hay que recordar que mds
adelante habrd que reparar este corte volviendo a identificar los lados que hemos
separado. Para ello lo marcaremos con una triple flecha.

P .
p N
/ N
/ \
‘ \
) \
= [ \
( 1
\ |
\ /
\ ’
\ ’
N s
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E—————————————————
Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Ahora aplicamos un homeomorfismo del anillo que cambie la circunferencia interior
y la exterior. Con esto, facilitamos el pegado de los lados con la flecha simple.
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Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Esta es la figura resultante después de pegar la flecha simple; al hacer esto, e
intentar colocar el espacio resultante sobre el plano, nos vemos forzados a invertir
la direccién de las flechas de la mitad superior, lo que explica su nuevo sentido.
No se deberia seguir leyendo hasta haber entendido bien este punto.
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Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Para poder ver qué espacio es el obtenido, nos ayudamos pegando un nuevo corte
entre los circulos interiores: otra vez hay que acordarse del corte introduciendo
flechas para acordarse de que lados corresponden al mismo punto. Al hacer esto, y
abrir el circuito anterior, vemos un cuadrado con las identificaciones del toro. La
parte exterior corresponde a un proyectivo. Por la seccién en que se indica cémo
identificar algunas sumas conexas mediante diagramas, vemos que el espacio
obtenido de esta forma es T#P?(R
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Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Ahora pegamos en el otro orden. Para ello, primero cortamos el dibujo por un
circulo intermedio (marcado con una linea intermitente en el dibujo). Hay que
recordar que mas adelante habrd que reparar este corte volviendo a identificar los
lados que hemos separado.
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E—————————————————
Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Para poder pegar la flecha doble, tenemos que sacarla de dentro en la figura de la
derecha. Esto es lo que se hace en este dibujo: observad que es equivalente al de
la pantalla anterior: para visualizarlo ayuda pensar que el dibujo viniera de un
cilindro que hemos aplastado en el plano. En un caso lo aplastamos de abajo a
arriba, y en el otro de arriba a abajo.
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Lema: T#P?(R) = K#P?(R) (cont.)

Tras pegar la flecha doble, queda la figura de la izquierda. Para poder ver

qué queda, eliminamos la flecha doble (que ya se pegd) y cortamos por el
segmento vertical indicado en la figura central. Con esto obtenemos un cuadrado
interno cuyas identificaciones son como las de la figura de la derecha. Ya sélo

queda recordar que esto es la suma conexa de un plano proyectivo y de una
botella de Klein.
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E—————————————————
Demostracién de la proposicién (final).

Si la superficie S # S2, entonces S es suma conexa de toros, botellas de Klein, y
P2(R)'s. Pueden pasar dos cosas:

1. No hay ni botellas de Klein ni proyectivos presentes: S es sélo suma conexa de
toros y es el caso (2) de la proposicién.

2. Hay alguna botella de klein o algtn proyectivo: Usamos las dos identidades
demostradas para escribir cualquier suma conexa de la forma

TH. . THK# . #K# .. #PP(R)# ... #P*(R)

como una suma conexa con sélo P?(R)'s

@ Usando K = P?(R)#P?(RR), podemos escribir S sélo como una suma conexa
de toros T's y de proyectivos. Tiene que haber al menos un proyectivo
presente.

@ Cada suma de un toro T con un proyectivo P?(R) lo reemplazamos por
K#P2(R), y éste por P2(R)#P?(R)#P?(R). Asi hemos hecho bajar el
nimero de toros en uno. Tras un ndmero finito de pasos, sélo
habrd proyectivos (caso (3) de la proposicién).
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E—————————————————
Teorema de clasificacién de superficies (con o sin borde)

Sea S una superficie compacta y conexa con r componentes de borde. Entonces S
es homeomorfa a:

@ bien a S2\ UL_,D?,

@ biena T#...T\U'_, D?,

© bien a P2(R)# ... #P?(R) \ U_, D?
donde D;'s son discos abiertos disjuntos. Si S no tiene borde, r =0 (i.e, no
aparece la parte con los discos).

Demostracion.

Sélo hay que darse cuenta de que si S tiene borde, cada componente de S es
una variedad 1-dimensional compacta sin borde, i.e, homeomorfa a st Pegando
discos D? a esos bordes da una variedad compacta, conexa, sin borde, y por lo
tanto debe estar en la lista de la proposicién anterior. Volviendo a quitar los
discos, obtenemos el resultado. ]
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Orientabilidad

Si T es una triangulacién de una super-
ficie, cada tridangulo admite dos posibles
orientaciones: Bien como abc, bien como
acb. Podemos identificar cada una de las C\ (‘)
orientaciones del tridngulo como una for-

ma de girar en pequeias regiones, como b C b ¢
discos.

Diremos que dos tridngulos adyacentes
tienen un orientacién compatible cuando
ambos "giran en la misma direccién”:

Definicién
Diremos que una superficie S es orientable cuando tiene una triangulacion en la
que todos los tridngulos adyacentes estdn orientados de forma compatible.
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E—————————————————
Orientaciones (cont.)

Podemos pensar también en que un tridngulo orientado orienta discos pequefios
contenidos en él. Si una superficie es orientable, entonces todos los discos
(suficientemente pequefios) en la superficie admiten un sentido de giro comdn y
sin cambios.

Esto implica que si recorremos cualquier
curva cerrada en la superficie, conservan-
do memoria de la orientacidon, debemos
volver a un punto donde la orientacién del
disco trasladado debe coincidir con la ori-
entacién del disco original.
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Orientabilidad

UYRE] Pero esto no ocurre para todas las
superficies: en una cinta de Moebius,
por ejemplo, al recorrer la curva cen-
tral, la orientacion del disco traslada-
do no coincide con la del disco origi-
nal; esto queire decir que la cinta de
Moebius no es orientable. El mismo
argumento da:

@ Lema

Si una superficie contiene el interior
de una cinta de Moebius, entonces
7N 3 no es orientable.
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E—————————————————
Orientabilidad (cont.)

Lema
Sean S, S’ superficies compactas, conexas, con o sin borde.

@ Si S es orientable y D es un disco cerrado de S, entonces S \ int (D) es
orientable.

@ Si S y S’ son ambas orientables, entonces S#S' es orientable.

Demostracion.

Ejercicios. ]

Combinando lo anterior tenemos
Proposicién
Si S es una superficie compacta, conexa, con o sin frontera, entonces

@ S es orientable si y sdlo si es homeomorfa a S\ U"_;D; 0 a
T#...#T\U_,D;.
@ S es no orientable si y sdlo si es homeomorfa a P2(R)# ... #P?(R) \ U_, D;.
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Caracteristica de Euler

Sea S una superficie con una triangulacién 7. Sea:
@ v el nimero de vértices de T;
@ v; el nimero de lados de T;

@ v el nimero de tridngulos de 7.

Definimos el nimero x(S,7) := v — v1 + va.

Lema

Si T, T’ son dos triangulaciones diferentes de S, entonces x(S,T) = x(S,T").

Definicién (Caracteristica de Euler de S)
El nimero
X(ST)=w—-—vit+w

no depende de la triangulacidn T elegida. Lo denotaremos x(S) y lo llamaremos
caracteristica de Euler de la superficie S.

y

Luis Guijarro ( UAM) Topologia de variedades 22 de marzo de 2010 53 / 65



E—————————————————
Caracteristica de Euler (cont.)

Lema
Si 51, S, son dos superficies compactas, entonces x(S1#52) = x(51) + x(52) — 2

Demostracion.
Tomamos triangulaciones 7, 7' de S1, S,, respectivamente. Elegimos un
tridngulo T en Sy, y un tridngulo T’ en S,. Ambos son homeomorfos a discos
cerrados, asi que podemos usarlos como los discos que se quitan en la definicién
de suma conexa. El resto de tridngulos en 7, T’ nos dan una triangulacién de
517#S,. Calculamos vy, vq, v» para esta triangulacién de S1#5S;:
° wu(S51#5S5) = va(S1) — 1 4+ wa(S2) — 1, ya que quitamos un tridngulo a cada
triangulacién;
o vi($1#5) = vi(51) + va(S2) — 3, ya que los tres lados de T los
identificamos con los tres lados de T';
® v(S1#S2) = w(S1) + w(S2) — 3, ya que los tres vértices de T se identifican
con los tres vértices de T'.

Al calcular vo(S1#S52) — vi(S1#S2) + va(S51#S2), se obtiene el lema. O
V.
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E—————————————————
Caracteristica de Euler (cont.)

Lema

Si S y S’ son homeomorfas, entonces x(S) = x(5').

Demostracion.

si T es una triangulacién de S,y h: S — S’ es un homeomorfismo, entonces
T'={h(T) : T €T} es una triangulacién de S’. Como tiene el mismo niimero
de vértices, lados y tridngulos que T, entonces x(S) = x(5'). O

v

Lema
SiD C S es un disco cerrado en una superficie compacta con interior D, entonces
X(S\ D) =x(S)—-1.

v

Demostracion.

Tomamos una triangulacién 7 de S; si T es uno de los tridngulos,
S\D~S\int(T), asi que x(S\ D) =x(S\int(T)) =x(S) - 1. O

v
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Calculo de x(S) para las superficies de la lista.

1. La esfera S?: Esta es una triangulacién de la esfera: los discos son los dos
hemisferios; los triangulamos como estd indicado. Como la esfera se obtiene
identificando los dos discos por el borde, nos queda x(5?) =5—9+6 = 2.

v 2 -
v_2 v_2
. ;.
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Calculo de x(S) para las superficies de la lista (cont).

2. Suma conexa de toros T#...#T:

(0.1) (L1)

x(T) = 0, ya que esto lo podemos
calcular con la triangulacién indicada:

(0,0) (1,0)
SiS=T#...#T (con g sumandos), entonces por induccién, x(S) =2 — 2g.
Si §=TH#...#T\ U_,D;, entonces otra vez por induccién, x(S5) =2 —2g —r.
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Calculo de x(S) para las superficies de la lista (cont).
3. Suma conexa de proyectivos P?(R)# ... #P?(R):
x(P?(R)) = 1, ya que esto lo pode-

mos calcular con la triangulacién in-
dicada:

Si S =P%(R)#...#P?(R) (con g sumandos), entonces por induccién,
x(S)=2-g.

Si S =P?(R)#... #P?(R) \ U"_, D;, entonces otra vez por induccién,
x(8)=2—g—r.
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Teoremas

Teorema

Sean S. S’ superfices compactas, conexas, sin borde. Entonces S y S’ son
homeomorfas si y sélo si x(S) = x(S’) y ambas son o bien orientables, o bien no
orientables.

Teorema

Sean S. S’ superfices compactas, conexas, con borde. Entonces S y S’ son
homeomorfas si y sélo si x(S) = x(S’), ambas son o bien orientables, o bien no
orientables, y ademds S y 0S’ tienen el mismo niimero de componentes conexas.

4

Estos teoremas, junto con los calculos de x(S) precedentes, quiere decir que la
lista no es sélo exhaustiva, sino ademds que ninguna superficie de la lista
estd repetida.
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Género de una superficie

Ya hemos visto que cualquier superficie compacta, conexa, es homeomorfa a S2,
una suma conexa de toros, o una sumea conexa de proyectivos, a los que se les

quita un ndamero finito de discos disjuntos. El género de S es el nimero de
sumandos:

Definicién
o El género de S?\ U_,D; es 0;
k
—
o el génerode T# ... #T\Ul_; D; es k,

k

o el género de P*(R)# ... #P?(R)\ U'_, D; también es k.
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Apéndice: topologia subespacio

Z un espacio topoldgico, X un subconjunto de Z.

{XNA: Aabierto de Z }

Funciones continuas desde y hasta un subespacio: X, Y, Z espacios
topoldgicos.
@ Inclusidn: Si A es subespacio de X, la inclusién j : A — X es continua.
@ Restriccion del dominio: Si f : X — Y es continua, y si A es subespacio de
X, entonces f|A: A — Y es continua.

@ Restriccion de la imagen: Si f : X — Y es continua, y si Z es un
subespacio de Y con f(X) C Z, entonces la funcién g : X — Z obtenida
restringiendo la imagen de f (i.e, g(x) = f(x), pero visto como punto en Z)
es continua.

@ Agrandando la imagen: Si f : X — Y es continua, y si Z es un espacio
topoldgico que contiene a Y como subespacio, entonces la funcién
h: X — Z obtenida como h(x) = f(x) es continua.
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Espacios producto.

X e Y espacios topoldgicos. En X X Y se define una topologia con una base dada
por los subconjuntos A x B, donde A es abierto de X, B abierto de Y.

Continuidad:

e Sif:Xy— Yy, g:Xo— Y, son continuas, entonces
fxg: Xy xXo— Y XY, es continua.

@ Las proyecciones 71 : X1 X Xo — X1, m 1 X1 X Xo — X5 son continuas.
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Apéndice: Espacios cociente.

Sea ~ una relacién de equivalencia en un conjunto Z.

X :=Z/ ~ el espacio cociente (o de clases), sus puntos se denotan X, donde X es
la clase de equivalencia a la que pertenece x. Si x ~ x’, entonces x = x’.

7 : Z — X la proyeccién canénica 7(x) = X.

Topologia cociente para 7 : Z — X: U C X es abierto si y sélo si 7~1(U) es
abierto en Z.
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Espacios obtenidos mediante identificaciones

Ejemplo: Particion de un conjunto Z Si Z* es una subdivisién de Z en
conjuntos disjuntos, podemos poner una relacién de equivalencia en Z como
x ~ x' <= x, x’ se hallan en el mismo subconjunto.

w:Z — Z/ ~:= X es un espacio obtenido de Z mediante identificacién.

Para identificaciones, si U C X, m~!(U) es la unién de todos los puntos de Z
cuya clase de equivalencia se halla en U, i.e, la unién de todos los conjuntos de la
particidén cuya clase de equivalencia estd en U.
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Funciones desde cocientes

A menudo queremos construir funciones desde un espacio cociente f : X — Y.

Si se define f(X) como f(x), hay que
z asegurarse de que f(x) = f(x’) para
Wl \ \ cualquier otro x’ ~ x (ver problema 1.4).
X f - Si X tiene la topologia cociente, f es con-

X

x, x'

| S S—

i

Y

X1

tinua si y sélo si lo es f.
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