GEOMETRIA III, PROBLEMAS 3 Segundo semestre, 2009/10.

1. Demuestre que si A C R" es abierto, y si f : A — R es una funcién continua, entonces el
grafo de f,
Ly ={(x,f(x)) : € A} CR"™

admite una estructura de variedad diferencial construyendo explicitamene un atlas.

2. Definimos X como el conjunto de las funciones f(z,y) = 5=, donde a > 0, b: + 2 # 0.
En X escogemos

s U es el subconjunto de funciones donde b # 0.
= V el de funciones donde ¢ # 0.

» ¢: U — R ¢V — R? estan definidas como ¢(f(z,y)) = (%,¢), (f(z,y)) =
(2:2)
Demuestre que X admite estructura de variedad diferencial (en el punto adecuado del prob-
lema asuma que es Hausdorff, si es necesario).

3. Sea C el cilindro en R3 de ecuacién 22 + y? = 1.
1. Demuestre que C es subvariedad de R3.
2. Compruebe si la aplicacién € : R x (0,27) — R3 dada por
£(t,0) = (cosf,sind, t)
induce una parametrizacién de la estructura diferencial de C'.
3. Haga lo mismo para x : R x (—m,7) = C, k(,0) = (cos,sind, ).

4. Demuestre que las dos cartas construidas anteriormente (que denotaremos (U, ¢), (V)
respectivamente), dan un atlas diferencial de C'.

5. 51 f: C — R, f(z,y,2) = 22 — y* + 2%, escriba la expresion local de f en la carta
(U, ¢). Decida si f es diferenciable en los puntos de U.

4. Sean M y N variedades diferenciales de dimensiones m y n respectivamente. Supongamos
que f: M — R, g: N — R son funciones diferenciables. Demuestre que la funcién

h:MxN-=R,  hlpq) = f(pg(q)



es diferenciable.

5. En S? tenemos la estructura diferencial inducida por el atlas A de las cartas estereograficas.
Demuestre que esa estructura diferencial coincide con la que recibe como subvariedad de R3.

6. Sea X el conjunto de las rectas en el plano afin R? (pasen o no pasen por el origen). En
X introducimos parametrizaciones como sigue:

» {0 (—5,5) X R = X, £(0,5) es la recta de ecuacion (cosf)x + (sin@)y +s =0
w0 (0,7) x R— X, k(6,35) es la recta de ecuacién (cosf)x + (sinf)y +5 =0

Demuestre que estas dos parametrizaciones inducen un atlas para alguna estructura difer-
encial en X.

7. Si O es el abierto de la variedad X del problema 6 afin definido como

C
O = {/{, rectas en el plano afin de ecuacién Az + By + C =0 : L > 1},

ysi F: O — S'x(1,00) es la aplicacién definida como

Bl = (<\/A2A+ B2’ \/A2B+ BQ)  dist(f O)>

donde dist (¢, 0) es la distancia euclidea de la recta ¢ al origen de coordenadas,

» decida si F' es diferenciable;

» decida si F' es un difeomorfismo.



