Combinacién lineal de los vectores vi, ..., vx: un vector v con

V=A1v1+ o+ A
para algunos A1,..., A\x € K.

Subespacio generado por {v1,..., v}:

,C{Vl,...,vk}:{)\1V1+...>\kvk : Al...,AkEK}

Sistema generador de un subespacio S, {v1,..., vk} genera S:

S=L{v1,...,w}



Dependencia, independencia lineal.

e v depende linealmente de {vi,..., vk} si existen A,..., Ax con
vV =A1vi + -+ Acvk. Equivalente:

LAv,vi,.oo vk =LA{va, oo, v}

e {v1,..., vk} son linealmente dependientes si alguno depende
linealmente de los otros. Equivalente: hay A1,..., Ax NO TODOS
CERO con A\jvy + -+ 4+ Agvg = 0.

e {vi,..., vk} son linealmente independientes si no son linealmente
dependientes. Equivalente: la tnica solucién de
)\1V1+"'+/\kaZOGS )\1 Z'”:)\k:O.




Base B de un espacio vectorial: {vi,...,v,} es una base de V si

o {vi,...,v,} genera V;
e {vi,...,v,} son linealmente independientes.

Todas las bases de un espacio vectorial V' tienen el mismo nimero de
elementos: dim(V)

La base, sistema de generadores, etc de un subespacio vectorial S se
definen de la misma forma con S en vez de V.



En un (sub)espacio vectorial de dimensién n,

e de un sistema generador se puede sacar una base;

e todo conjunto de vectores linealmente independiente se puede
completar a una base.

n vectores linealmente independientes en un (sub)espacio vectorial de
dimensién n forman una base.



Bases de R":

Los vectores {v1,...,v,} en R" son base si y sélo si
Vi1 1% %) e Vin
Vo1 Voo e Von
det| . . .1 #0
Vnl Vn2 e Vnn
donde v; = (i1, Via, .- -, Vin), i = 1,...,n. Como el determinante de una

matriz es igual al de la traspuesta, podiamos haber puesto las
coordenadas de los vectores en las columnas.



Coordenadas de un vector en una base B = {vq,...,vp}:
Siv=MAvi+---+ A,v,, las COORDENADAS DE v EN B son

s An).

Siv=_(A1,...,An), w=(a1,...,0p), a €K, entonces
e las coordenadas de v + w son (A1 + ag,..., Ay + ap);
e las coordenadas de a- v son (a),...,a\,).

Las coordenadas (en la base B) de los vectores de la base
B={v,...,v,} son:

vi =(1,0,0,...,0)5,v2 = (0,1,0,...,0), ..., vy, = (0,0,0,...



Cambio de base:

B={e,...,en} yB ={e{,...,€,}; v €V tiene coordenadas

(X1,...,Xn)B en B, y coordenadas (xi, ..., x,) en B'.
Si cada vector en B’ tiene coordenadas
/
e = aue taxne+ -+ aney
/
€ = ape t+axe+---+ape,
/
e, - a1n€1 + a2p€ + -+ + amén
entonces la ecuacién que relaciona (x1,...,xn) y (x{,...
/
X1 a1 a2 ain X1
/
X2 daz1  a azn X
!
Xn apl a2 dnn X



Dados {v1,...,Vn}, icdmo hallamos una base de vectores de £ {v1,...,vn}?

Lo hacemos todo en coordenadas en una base B = {e,...,e,} de V:
e Las coordenadas de cada vector son v; = (i1, Vj2, ..., Vin);

e las ponemos como filas de una matriz

Vi1 V12 . Vin

V21 V2o . Von
A fr—

Vmi Vm?2 . Vmn

e escalonamos la matriz; las filas no cero dan las coordenadas en B de
una base de L{v1,...,Vn}.

’ OBSERVAD QUE rango(A) = dim(L{v1,...,Vm}) ‘




Dados {v1,..., Vm}, icOmo extraemos una base de £{vi,..., v}
de entre los vectores en {vi,...,vpy}?

e Volvemos a escribir la matriz

Vi1 V12 e Vin

Vo1 Voo . Von
A =

Vmi Vm?2 e Vmn

e calculamos su rango (escalonando o mediante menores no nulos);
supongamos que es r;

e las filas de un menor no nulo de ese orden son vectores de una base
(son independientes, ya que si no el menor seria cero, y son tantos
como la dimensién de £{v1,...,vn})



i Cémo hallo un menor que da el rango de una matriz sin tener que
calcular todos ellos?

e Hallo un menor de orden 1 no nulo;

e busco un menor de orden dos que lo contenga y que no se anule;

e sigo ampliando el menor paso a paso intentando que no se anule
hasta llegar a uno de tamaiio el rango de la matriz..



Dados {vi,..., vk}, icémo hallamos las ecuaciones de
S=LA{wv,...,v} en una base B={ey,...,e,}?

e Pongo los vectores en coordenadas: v; = (vi1, Viz, ..., Vin) en B;

e escribo la matriz

Vi1 V12 . Vin
Vo1 Voo ce Von
A =
Vm1 Vm2 . Vmn
e afiado una fila extra a la matriz de la forma (x1, x2, ..., X,);

e en A busco un menor r X r que dé su rango; el resto de filas A se
pueden ignorar (salvo por la afiadida de x's;

e hallo los menores de orden (r + 1) x (r + 1) que contengan al
anterior y formados con elementos de la fila extra (x1, x2,...,%,) y
los igualo a 0;

e es0 son n — r ecuaciones que dan las ecuaciones de S.



El conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones lineal homogéneo con
m ecuaciones y n incégnitas

a1 a2 RPN din X1 0
ani ano ‘e don X2 0
dmi dAm2 ... dmn Xn 0

es un espacio vectorial de dimensién n — rango(A).



Dos subespacios S, Sy, son iguales siy sélosi $5; C S, y
d|m(51) = dlm(SQ)

Si S; estd dado en ecuaciones por A;x =0, y S, por Axx = 0, entonces
51y Sy coinciden si y sélo si S; C Sz y rango(A;) = rango(Az).

Si S estd descrito en ecuaciones mediante Ax = 0, S estd tambien
descrito por Bx = 0, donde B es una matriz obtanida de A quitdndole
aquellas filas que no cambian el rango de A (i.e, B es algunas de las filas
de A con rango(B) = rango(A)).



Suma de subespacios:
S1, Sp subespacios. La suma de S; y S es el conjunto

51+52:{V+W : V€51,W€52}
e 51 + S, es un subespacio lineal.

Férmula de las dimensiones.

| dim(S1 + S) = dim(S1) + dim(S;) — dim(S1 1 S,) |




Demostracién de la férmula de las dimensiones:
Tomamos una base de 51N S, y la completamos a bases de S; y S,
respectivamente:

® uy,...,u son base de 51 N Sy, asi que dim(S1 N Sy) = k;

® Uy,...,Uk, Vi,...,Vm son base de Sy, asi que dim(S1) = k+ m;

® Uy, ..., Uk, Wp,..., W, son base de S, asi que dim(S,) = k + n.
Como
dim(S51) +dim(S2) —dim(S51 N Sy) = (k+m)+ (k+n)— k =k +n+m,
basta ver que los vectores uy, ..., Uk, Vi, .., Vi, W1, ..., W, SONn base de

S+ 5.



1. Los vectores uy,..., Uk, Vi, ...y Vi, W1, ..., W, generan Sy + Sp:
SixeS +5,, hayveS, wesS, con x=v-+ w. Porlo tanto hay

e ay,...,0k,01,...,0, € Kcon
V=gt ol + Bivi £ -+ Bava
° af,..., 0,1, -, Ym € K con
w=aju + QU+ w4+ yaw,
Asi que
x = v4w = (ar+af)ur+ - +(arta))utPrvit -+ Bpvatyiwit - Hyaw,
y x es combinacién lineal de los vectores

up, ..., Uk, Vi, .3 Vmy, W1, ..., Wp



2. Los vectores uy, ..., Uk, Vi,...,Vm, W1, ..., W, son linealmente
independientes:
Si alguna combinacién lineal se anula,

k n m
> o+ 3 by 3w 0
i=1 j=1 r=1
entonces
m k n
e =Y+ Yy
r=1 i=1 j=1
y por tanto Y. c,w, € 51N Sy, asi que debe haber di,. .., di tal que
m k
S e =3 o
r=1 s=1

ya que los u’s eran base de S5; N'S,. Pero uy, ..., ug, wi,...,w, eran
linealmente independientes, asi que todos los coeficientes ¢,, ds son 0.

Por lo tanto
k n
S+ by =0
i=1 j=1

y la independencia lineal de vy, ..., ux,vy,...,v, da a; = b; = 0.



Suma directa de subespacios.

e SiS5;NS, =0, lasuma S; + S, se llama _suma directa, y 51 + S, se

denota como

e Subespacios complementarios: Sy y S, son complementarios si
S55NS=0,y5+S5=V.

Consecuencias:

1. Si 51 NS, =0, una base de S; & S, se obtiene juntando una base de
S; con otra de 5.

2. Si 51 y 5, son complementarios, obtendremos una base de todo V
por el procedimiento anterior.

3. Si{wv1,..., vk} son una base de Sj, y los completamos a una base de
V con vectores Vi1, ..., vy, entonces el subespacio L{Vki1,...,Vn}
es complementario a S;.

4. Si 51 NS, =0, entonces S; y S, son complementarios si y sélo si
dim(V) = dim(S51) + dim(S2).

5. Si §1 + S5, =V, entonces 57 y S, son complementarios si y sélo si
dim(V) = dim(5;) + dim(S,).



