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Prodlogo

El presente texto estd basado en los cursos dictados por el autor en la Universidad
Auténoma de Madrid desde el afio 1995 a estudiantes de Matematicas, con el objetivo
de presentar una introduccién al estudio de los fluidos que sea matematicamente rigurosa
y al tiempo refleje los aspectos empiricos que son importantes en la descripcion de los
fenémenos naturales. Pretende dar al lector una sélida comprensién de los conceptos,
técnicas y resultados basicos que le ponga en disposicion de comprender las miiltiples
aplicaciones de la Mecanica de Fluidos en la vida actual y le posibilite realizar estudios
mas profundos, sean estos de orientacion tedrica o aplicada. Por otra parte, el estudio
le permitira disfrutar de las matematicas subyacentes, que tienen una enorme variedad,
profundidad y belleza. Como complemento, el texto ofrece una somera visién de la sim-
biosis histérica de las Matematicas y esta rama de la Fisica y sus fecundas consecuencias
para ambas ciencias. En resumen, la Mecanica de Fluidos es una ciencia profundamente
matemadtica y es posible y natural presentar su desarrollo conceptual more geometrico,
como dirian los antiguos, deduciendo racional y rigurosamente las ecuaciones que rigen
los procesos naturales a partir de los principios fundamentales, deduccién que es obra por
cierto de grandes matematicos.

Los fluidos. El objetivo amplio de la obra es el de describir el comportamiento de las
sustancias llamadas fluidos, cuyos mas claros representantes son el agua y el aire. La
primera es el modelo de las sustancias que fluyen de forma incompresible, sin cambiar
de volumen, y con ella se clasifican los liquidos; el segundo de aquellas que lo hacen de
forma compresible, y con él se engloban los gases. Nos interesa el estado sélido en cuanto
por él transcurren gases y liquidos en los medios porosos, como el suelo. Evidentemente,
interesan las diversas formas en que aparecen los liquidos y gases como los procesos de
combustion. Y también el estado de agregacién de la materia llamado plasma, que consiste
en gases ionizados, y se da en forma natural en las estrellas y su entorno. No nos interesa
la composicién microscopica de estas sustancias sino que pretendemos describir sus formas
de movimiento, asi como los estados estacionarios, por medio de las variables adecuadas:
velocidad, presion, densidad, temperatura,... entre las cuales se establecen las leyes que
rigen la estabilidad o el cambio. Estas leyes son matematicas.

Matematicas y fluidos. Las Matemdticas juegan un papel fundamental en la Ciencia
moderna, cuya otra base fundamental es, recordemos, la observacion de la Naturaleza y
la experimentacién. Fue Galileo GALILEI quien mas claramente senalé a principios del
siglo XVII ese rumbo para las nacientes ciencias, y a él se debe la famosa cita de su obra
“El Ensayador”(1623) que reproducimos por extenso: “La filosofia estd escrita en ese
grandisimo libro que tenemos delante de los ojos, es decir, el Universo, pero no se puede



entender si antes no se aprende a entender la lengua, a conocer los caracteres en que esta
escrita. Esta escrita en lengua matematica y sus caracteres son triangulos, circulos y otras
figuras geométricas...”

Cierto que las matemadticas tienen también sus propios intereses y han atravesado
momentos de gran ensimismamiento, sin duda necesarios y fructiferos, asentando sus
fundamentos. Pero esos momentos hacen que las matematicas se perciban a veces como
ajenas a los problemas de este mundo. Durante los tltimos decenios hemos presenciado
un retorno de los matematicos a la consideracion de los problemas del mundo natural y se
detecta un saludable interés por comprender el papel fundamental que las matematicas
juegan en el desarrollo de las ciencias.

El estudio de los modelos matematicos de la teoria de los fluidos, que incluye o in-
troduce a los problemas relacionados con un gran nimero de ciencias, atrae en nuestro
pais afortunadamente el interés de un numero creciente de investigadores. Al mismo
tiempo, el desarrollo de los métodos de cdlculo ha llevado a una maés estrecha colabo-
racién de matematicos, fisicos e ingenieros en el tratamiento de los problemas que las
nuevas tecnologias proponen. Es un hecho notable que tales problemas suelen exigir un
tratamiento matematico profundo, muy en contra del otrora extendido prejuicio de que
toda la Matematica Aplicada es mas o menos trivial. En realidad, la Mecanica nunca
fue nada trivial matemdaticamente; por poner un ejemplo histérico, si ARQUIMEDES fue
capaz de calcular la fuerza de sustentacion de un fluido en el siglo III a.C., las ecuaciones
que rigen el movimiento de los fluidos reales escaparon al genio de NEWTON o EULER y
s6lo fueron escritas por STOKES a mitad del siglo XIX, tras casi dos siglos de esfuerzos
continuados de los mejores cientificos, entre los que se cuentan los anteriormente citados
y los BERNOULLI, LAGRANGE, CAUCHY, ...

Veamos una lista de importantes areas de aplicacion actual de la teoria matematica de
los fluidos: la Aerondutica y la Aerondutica Espacial (en sus vertientes de aerodindmica
y combustién); la Meteorologia y la Climatologia; la Glaciologia; la Oceanografia; la
Geofisica; la Hidrologia terrestre o subterranea; la Industria Petrolifera; los procesos in-
dustriales a altas temperaturas (altos hornos); la Astrofisica. En otras dreas el interés es
reciente pero no menos justificado, como las Ciencias Ambientales y la Ecologia: proble-
mas de contaminacion y control de recursos y residuos; la Industria Automovilistica, pues
el movil avanza contra la resistencia del aire, o la Biomedicina, pues la sangre es un fluido
viscoso (se plantea el importante problema de interaccién fluido-estructura).

Dado el cardcter matematicamente sofisticado de las aplicaciones es de sumo interés
que los estudiantes de las ciencias aplicadas tengan a su alcance deducciones y argumentos
matematicos rigurosos, escritos en el lenguaje matematico actual. Esperamos que el
presente texto sea de utilidad tanto para los investigadores matematicos que buscan una
referencia basica para sus cursos avanzados, como para los estudiantes de las ciencias
fisicas y la ingenieria sensibles al encanto y la potencia de la matemaética.

Teoria y experimento, modelos y realidades. No ha de olvidarse que la mecanica
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es una ciencia basada en la evidencia experimental y es en ella fundamental contemplar
la interaccion experimento-teoria, interaccion que es la base de la ciencia moderna. La
teoria matematica de los fluidos es, como todas las teorias, un modelo idealizado de la
realidad y no pretende sustituir a la realidad misma, aunque a veces le llegue muy cerca.

Una parte importante de este texto estriba en presentar un ejemplo excelente del arte
de la modelizacion matemaética. Hemos pretendido en lo posible ser justos en la valora-
cién del interés de cada método y de las diferencias con la realidad. Hace ya méas de 60
anos el gran cientifico Ludwig PRANDTL escribia en el prélogo de su libro Fundamentals
of Hydro- and Aeromechanics (1934): “For about thirty years there has been a certain
trend to bring together again, as was the case in Euler’s days, the theoretical or mat-
hematical hydrodynamics and the so-called hydraulics which is based almost entirely on
experiments...”

Tal tendencia ha tenido notable éxito en los afios transcurridos, para mayor gloria de
las matematicas y de las aplicaciones, y se enfrenta en el momento presente a notables
retos, como es la prediccion de los fenémenos atmosféricos, por citar un ejemplo que
interesa al gran piblico. La ciencia de los fluidos se basa en principios simples sobre los
que se desarrolla un edificio de una enorme complejidad, reflejo sin duda de la complejidad
del mundo que describe.

Contenido. Como hemos dicho, la obra presente estd basada en la idea de que los
actuales desarrollos de la mecanica de fluidos exigen una sélida comprensién matematica,
sin preciosismos y sin lagunas. Por ello el autor ha tratado de dar el relieve debido a la
cuidadosa derivacion de las ecuaciones pertinentes y al correcto planteamiento matematico
de los problemas. Por otra parte, se ha realizado una seleccién del material que se adapte al
contenido posible de un curso introductorio, mds las naturales extensiones que completan
la exposicién o preparan a ulteriores lecturas. En su recorrido por la teoria bésica de
los fluidos, el curso ofrece una progresiéon gradual a través de una amplia muestra de
las ecuaciones clasicas de la fisica matematica, mostrando al tiempo en qué forma las
ecuaciones “reales”difieren de las versiones simplificadas mas al uso, y examinando cudl
es el contexto en que se aplican. Por ultimo, el autor espera haber sido capaz de mostrar
como los fluidos nos llevan de un modo natural a descubrir y desarrollar las diversas ramas
de las matematicas, incluidas aquellas usualmente consideradas mas puras: ecuaciones
diferenciales, analisis cldsico y andlisis funcional, métodos de variable compleja, sistemas
dindmicos, geometria diferencial, topologia,... todo ello con sus vertientes numeéricas,
haciendo verdad el conocido lema de que sélo hay un tipo de matematicas utiles, las
buenas matematicas.

Literatura. Tratdndose de una ciencia de gran importancia practica, obra de cientificos
ilustres, existen excelentes textos que desarrollan la mecanica de fluidos con diversas
orientaciones y que el lector puede ver reflejados en la bibliografia. A nuestro entender, sin
embargo, muchos de los textos mas ejemplares siguen una aproximacion fenomenoldgica,
sin duda muy efectiva para el ingeniero, pero que priva al estudiante del placer y el



xii

beneficio de la exposicion mas matematica, que es a nuestro entender muy natural y
conveniente y cuyos requisitos son perfectamente compatibles con el nivel de los cursos
de matematicas de nuestras universidades. Es de senalar que los desarrollos matematicos
de los ultimos decenios son de un gran interés practico y es preciso que los nuevos textos
los tengan en cuenta y motiven su estudio. En todo caso, nada sustituird en un estudio
profundo de la materia a la lectura de los clasicos, entre los cuales citaremos aparte
del libro de PRANDTL ya mencionado, los textos de BATCHELOR (1967) Y LANDAU-
LirsHITZ (1959). Los lectores que busquen el rigor matemético disfrutaran con la lectura
de la monografia de SERRIN (1959). El autor desea también expresar su deuda con algunos
textos mas recientes como el de CHORIN y MARSDEN (1980) y el de ACHESON (1990),
cuya lectura complementara aspectos olvidados o menos tratados en el presente texto.

La obra presente tiene objetivos limitados. La mecanica de fluidos es hoy dia un campo
amplisimo que ofrece multiples posibilidades de desarrollo matematico, que este texto en
su brevedad no aspira a cubrir y para el que existe una amplia literatura, de la que damos
una detallada seleccion al final de la obra y cuya lectura esperamos resulte mas accesible
gracias a estas lecciones. Los 2 volimenes de P. L. LiONS (1986/88) constituyen una
excelente obra de nivel avanzado en la que el lector puede seguir los recientes progresos
de las matematicas de los fluidos.

Agradecimientos. Para concluir, el autor desea agradecer el apoyo de todos los colegas
y estudiantes que le han animado en la realizacion de este proyecto, que puede parecer
extrano ain hoy dia en nuestro pais en un profesor e investigador matematico, por mucho
que tenga su primera formacion en la ingenieria. Especial gratitud guardo a mis alumnos
de la U.A.M. que me han mostrado con su ejemplo que la licenciatura de matematicas
es un marco adecuado para el acceso al mundo de las aplicaciones. Deseo por ultimo
agradecer a D. KNUTH el regalo del TeX, que ha cambiado la vida de tantos autores
cientificos.

Madrid, mayo de 1997 / enero de 2003



xiii

Indicaciones de uso

Contenido. El presente texto contiene una introduccién a la teoria matematica de los
fluidos con especial atencién a la derivacién sistemdtica y rigurosa de los sistemas de
ecuaciones que rigen el movimiento de los distintos tipos de fluidos reales.

Como preliminar a este estudio el volumen comienza con la presentacién del concepto
de medio continuo y la introduccién de los conceptos cinematicos ttiles (capitulo 1). El
estudio sistematico contiene un primer bloque tematico en que se derivan las ecuaciones
fundamentales de los medios continuos como leyes de conservacién de la masa, la cantidad
de movimiento y la energia. Este trabajo ocupa los capitulos 2 a 4 y en ellos se introducen
gradualmente los utiles matemaéticos necesarios. Hasta aqui la presentacién es valida para
un medio continuo cualquiera, de forma que se aplica tanto a la mecanica de fluidos como
a la elasticidad. Con ello no hacemos sino seguir una tendencia moderna, hoy dia bien
establecida, de hacer que la presentacion resalte los principios generales de la modelizacién
matematica y permita al lector una mas facil adaptacion a, o comparacion con las teorias
de diversas areas afines que son estudiadas por su interés cientifico o tecnoldgico.

Se llega asi al objetivo central del volumen, a saber, la clasificacién de los distintos
tipos de fluidos de mayor interés: se contemplan las dos grandes divisiones, la primera
en fluidos perfectos o viscosos, la segunda en fluidos incompresibles o compresibles. Se
formulan respectivamente las leyes dinamicas de EULER y NAVIER-STOKES, que son la
cumbre de esta teoria. En los capitulos 5 a 8 se cumple el objetivo de presentar y realizar
una discusién bésica de los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que se originan, se
estudian los ejemplos de flujos més caracteristicos y se aborda el problema de la resolucién
matematica general.

Ha de tenerse en cuenta que todos los tipos de fluidos asi estudiados pueden verse
como casos particulares de los fluidos compresibles viscosos, y asi lo recoge la formulacién
matematica en forma de sistema de ecuaciones en derivadas parciales con los datos adicio-
nales oportunos. Ahora bien, dado el estado atin en desarrollo de la teoria de los fluidos
compresibles viscosos, que muestra una extraordinaria complejidad, el estudio en detalle
de las “simplificaciones” cobra un enorme interés, como se refleja en el libro, que procede
de lo mds simple a lo mas complejo. Nétese también que otras simplificaciones tiene lugar
segln el texto procede: flujo estacionario, flujo homogéneo, fluido ideal, flujo irrotacional,
flujo potencial. En resumen, las “teorias parciales” son de gran interés matematico, pues
es un hecho constatado de la matematica del siglo XX que puede existir gran complejidad
y profundidad en lo sencillo si uno sabe mirarlo bien.

En el capitulo 9 se revisan las ecuaciones correspondientes a la estatica de fluidos, que
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pueden verse como un caso particular muy simple de la formulacién dinamica, pero que
tienen gran interés en si mismas.

En el capitulo 10 se trata de los fluidos viscosos que fluyen a través de los medios
porosos, cuyo estudio no entra en el esquema anterior y obedecen a la ley alternativa
de DARCY. Estos fluidos se aplican a una amplia clase de problemas de filtracién en el
subsuelo y a la extraccién petrolifera, con sus consecuencias ambientales e industriales.
Con ello termina la exposicién general de nuestro tema de estudio.

La segunda parte del texto esta dedicada a estudios especializados. Cada uno de los
cinco tipos principales de fluidos presentados ofrece miiltiples posibilidades de desarrollo
posterior que constituyen naturalmente el objeto de cursos autonomos, siendo natural que
el autor y el lector se orienten por sus intereses personales.

Previamente a estos estudios dedicamos un capitulo a los elementos de Analisis Fun-
cional necesarios para los estudios matematicos avanzados. Tales nociones funcionales
serdn desarrolladas en capitulos posteriores.

El primer bloque temaéatico que se aborda este volumen contiene los temas clasicos de
los fluidos ideales, desarrollado en 3 capitulos: uno dedicado a los flujos potenciales (cap.
11), otro a los métodos bidimensionales de variable compleja (cap. 12) y un tercero a la
teoria de la vorticidad (cap 13).

Un segundo bloque temdético desarrolla algunos temas seleccionados de introduccién
al estudio avanzado de los fluidos viscosos. El capitulo 14 estd dedicado a iluminar la
transicién viscoso-no viscoso mediante la teoria de la capa limite de PRANDTL, una idea
matematica de gran originalidad, belleza y profundidad, con la que empezé el siglo XX y
que fue motivada por el deseo de comprender el fundamento matematico del vuelo.

Por ultimo dedicamos un capitulo a las ecuaciones del calor lineales y no lineales.

Fuera del marco del presente texto quedan algunos grandes temas de la investiga-
cion matematica actual que constituyen una continuaciéon natural del curso: el estudio
sistematico de los fluidos viscosos; el estudio de los fluidos compresibles, que incluye el es-
tudio matematico de las ondas de rarefaccion y de choque y tienen aplicaciones multiples:
aerondutica, acustica, etc; multiples temas mas especificos, como la turbulencia y las
inestabilidades, los procesos que involucran reacciones quimicas, como la combustién, los
procesos de cambio de fase y los problemas de frontera libre, la magnetohidrodinamica,
los procesos de tipo convectivo, los procesos dispersivos, etc. Modelos fluidos se utilizan
con éxito en la modelizacion de otras ciencias, como sucede en los semiconductores. Estos
temas son el objeto de intenso estudio y merecen cursos propios. Por otra parte el curso
presente no contiene los desarrollos numéricos que son parte fundamental de todo estudio
mas avanzado.

Prerrequisitos. El curso ha sido impartido a estudiantes de tltimo afio de estudios de
licenciatura en matematicas o primer curso de los estudios de posgrado. Presupone sélo
los conocimientos basicos que se suponen adquiridos en los primeros anos de los estudios
de matematicas, fisica o ingenieria. Los prerrequisitos imprescindibles incluyen célculo
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diferencial e integral, y en menor medida algebra lineal, geometria diferencial y ecuaciones
diferenciales. El contenido fisico es fundamental para la justa comprensién del curso, pero
no es un objetivo en si mismo y la base necesaria no excede de lo que el estudiante sabe
en el nivel de estudios mencionado. En todo momento se dan referencias para el estudio o
repaso de los temas basicos. Asi mismo, se dan indicaciones para la profundizacién en los
temas mas avanzados de matematicas o fisica que surgen, cuyo desarrollo queda a criterio
del profesor.

Ejercicios. Ejercitar lo aprendido es parte crucial del proceso de aprendizaje y gran parte
de los ejercicios estan destinados a motivar la participacién del lector. Hemos seguido el
plan de incluir la mayor parte de los ejercicios dentro del texto en el preciso lugar que
los motiva. No todos los ejercicios son sin embargo necesarios en una primera lectura.
Aquellos que nos han parecido importantes para la comprensién del texto que les sigue
vienen marcados con un asterisco. Indicaciones para la resolucién de un conjunto de
ejercicios seleccionado vienen recogidas al final del volumen.

Seleccion de temas. El curso ha sido impartido en la UAM en un cuatrimestre, para lo
cual es preciso realizar una seleccion de temas y evitar los miltiples detalles complemen-
tarios que figuran en las secciones finales de los capitulos. Se sugiere cubrir los bloques
1 (caps. 2a4)y 2 (caps. 5 a9, con la posible excepcién del cap. 8) y continuar luego
con los temas que se desee. Es en ese sentido 1til recordar que los capitulos de flujos
potenciales (cap. 12) y variable compleja (cap. 13) son muy accesibles a los alumnos
de matematicas y de gran interés tanto por su matemética como por su aplicacién ae-
ronautica. Los capitulos de fluidos viscosos son temas de lo mas clasico en el estudio de
los fluidos. El capitulo de fluidos en medios porosos interesara al publico motivado por
sus aplicaciones, como el control de recursos subterranos, la extraccion petrolifera, o la
ecologia. En un curso anual se pueden cubrir todos los temas y avanzar ademds introducir
temas como la turbulencia, la combustion, la conveccién o las ondas de choque, aqui solo
mencionados someramente.

Habra quien desee dar preferencia al estudio completo de los fluidos perfectos antes
de empezar con los fluidos viscosos. Esta seleccion, que es muy razonable y habitual en la
literatura, no ha sido seguida en el presente curso introductorio por la gran importancia
que tienen los fluidos viscosos en la investigacion, en el célculo cientifico y en la aplicacién
industrial. También resultaba contraria al énfasis que hoy dia se da a los aspectos de
modelizacion comparada.



Xvi



xvii

Lista de simbolos mas usados

Como regla general, utilizamos el tipo de letra italica, por ejemplo ¢, para denotar
las magnitudes escalares, letra negrita, u, para las vectoriales y letra del tipo M para las
matrices.

o CINEMATICA
variable espacial
tiempo
variable espacial de referencia

X
t

y

u velocidad
w

vorticidad
d, aplicacién de transformacion del fluido
M= Do, matriz de la deformacion
Vu matriz velocidad de deformacién

D = (1/2)(Vu+ Vul) matriz velocidad de deformacién simetrizada

A=(1/2)(Vu - Vu') parte antisimétrica de la matriz velocidad de deformacién

® DINAMICA
tensor de esfuerzos

presion

S

p

7 coeficiente de viscosidad dindmica
v=u/p coeficiente de viscosidad cinemdtica
A segundo coeficiente de viscosidad

K

coeficiente de tensién superficial

® TERMODINAMICA

e densidad de energia interna

E=1/2||u||* +e densidad de energia total
T temperatura

0QR intercambio de calor elemental
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S entropia (especifica)
h entalpia (especifica)
W, Wi disipacion viscosa

® OPERACIONES Y OPERADORES
4
dt
éA
at
u-v={(u,v) producto escalar de vectores

derivada temporal material

derivada parcial temporal euleriana

A:B producto de contraccion de matrices
lu|> =u-u modulo cuadrado de un vector
|Al>=A:A mddulo cuadrado de una matriz
Do matriz jacobiana de una transformacion ®
\Y operador nabla

Vf=grad f gradiente de un escalar

Vu =grad u gradiente de un vector
V-u=divu divergencia de un vector
V.A=divA divergencia de una matriz

V X u=rotu rotacional de un vector

0;i tensor de Kronecker

Eijk tensor contador de paridad de permutaciones

u®v producto diadico de dos vectores
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Capitulo 1

El medio continuo

“All the mathematical sciences are founded on the relations
between physical laws and laws of numbers, so that the aim

of exact science is to reduce the problems of Nature to the
determination of quantities by operations of numbers”.

J. C. MAXWELL

“Everything should be as simple as possible, but not simpler”
A. EINSTEIN

En este capitulo inicial se introducen los primeros conceptos y las hipdtesis cinematicas
relativas al movimiento de un medio continuo. Se introducen las notaciones pertinentes
y se discute la dicotomia fundamental entre la formulaciéon lagrangiana y la euleriana.
Se estudian las curvas integrales. Por tltimo se revisan los fundamentos del célculo en
coordenadas curvilineas.

1.1 Concepto y problema del medio continuo

Comenzaremos nuestra andadura por el mundo de los fluidos con unas consideraciones
preliminares de tipo intuitivo que nos serviran para enmarcar el estudio y sentar algunas
ideas. Un fluido es un medio continuo, es decir un agregado que se mueve (se deforma) en
forma continua (en el tiempo, ¢) y forma un todo continuo (en el espacio x = (x1, T2, x3)).
Pensamos en tal medio como compuesto de particulas puntuales. No hay en ello ninguna
objeccién de tipo matematico; en los ultimos siglos las matemédticas se han inclinado
frecuentemente por la consideraciéon de magnitudes continuas frente a las discretas, y en
tal hipétesis se basan la geometria diferencial, las ecuaciones diferenciales y una gran
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parte de los procesos estocasticos. Aunque no el calculo numérico, evidentemente.

Ahora bien, la mecanica es una ciencia fisica que pretende describir el comportamiento
de los cuerpos (sélidos, liquidos, gases o plasmas) y apoya por tanto su formulacién
matematica en la experiencia y la teoria. A este respecto, el concepto fundamental de
medio continuo es una abstraccion que, estrictamente hablando, estd en contra de una
teoria incontestable y ampliamente verificada, la teoria atémica, que describe la realidad a
niveles inferiores a los nanometros (10~°m; por ejemplo, el radio del 4tomo més pequeiio,
el de hidrégeno, mide alrededor de medio angstréom, 0,5 x 107'%m). Un matematico a la
usanza clasica tiene tendencia a resolver tal situacion rechazando de plano al candidato que
tropieza con una tal contradicciéon. Pues bien, este curso se basa precisamente en la idea de
que en absoluto haremos tal cosa. Ello merece una explicacién, que es como sigue: nuestra
tarea consiste en construir una teoria matematica que sirva de modelo a una parcela de la
Realidad. Este modelo ha de ser juzgado desde el punto de vista matematico, en que se
tiene en cuenta la belleza, extensién y profundidad de las matematicas originadas; y desde
el punto de vista fisico, por su eficacia en reflejar y en permitirnos conocer la realidad
subyacente y explicar su funcionamiento observado y predecir su evolucion futura. Hoy
dia, en el periodo dorado de la ciencia computacional, anadiriamos como esencial la
capacidad de calcular y controlar eficazmente en base a este modelo.

En estos dos ultimos sentidos, si bien la hipétesis del continuo es rigurosamente falsa a
niveles microscépicos, se revela como extraordinariamente eficaz y ajustada (diriamos
exacta) cuando estudiamos fendmenos que ocurren a escalas llamadas macro- o me-
soscopicas, para fijar ideas longitudes mayores que 107° c¢cm. Asi pues, haremos ma-
temdaticas exactas para describir con gran aproximacién fenémenos que de otro modo
escapan a la capacidad de descripcién cuantitativa e incluso cualitativa. Hemos de ha-
cer notar que la mecanica de fluidos no es la Unica rama de la mecédnica basada en esta
abstraccion, también la elasticidad y la plasticidad se basan en tal hip6tesis. Por otra
parte, el electromagnetismo es también (y en un sentido més radical) una teoria del
medio continuo, desarrollada matemdaticamente un siglo mds tarde y con sorprendentes
coincidencias en sus matematicas con la mecanica de fluidos. Lo cual es una prueba mas
de la universalidad de las ideas centrales de las matematicas y del poder del pensamiento
abstracto.

1.2 Consideracion fisica

El objetivo del curso es mostrar ese poder en la Teoria Matematica de los Fluidos,
que no vive aislada sino que forma con la Mecanica de Fluidos Experimental y la
Mecéanica de Fluidos Computacional el gran cuerpo de la Mecéanica de Fluidos actual.

La aproximacién del medio continuo resulta ser tan efectiva que se olvida con fre-
cuencia de que se trata de un modelo. Es con todo importante tener en cuenta las
hip6tesis de partida. Asi, la consideracion del fluido como un medio continuo se basa en
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que éste consiste en un agregado de particulas en movimiento cadtico y que la distancia
caracteristica de este movimiento, que recibe el nombre técnico de “recorrido libre medio
entre colisiones”, A, es mucho menor que las longitudes experimentales, que tomamos
tipicamente como mayores de 10~° cm, de forma que sélo percibimos un cierto promedio
de los procesos individuales entre particulas. Ahora bien, en ocasiones (piénsese en los
gases enrarecidos de la materia interestelar) el recorrido libre medio puede ser mucho
mayor, la hipétesis del continuo cesa de ser valida y no quedara mas remedio que recurrir
a teorfas “mds detalladas”que tengan en cuenta los movimientos moleculares (como la
teorfa cinética de gases). Precisamente, una de las lineas més activas de la investigacién
matematica actual es la obtencién de las leyes del medio continuo como limite de las
teorias cinéticas.

Una vez establecido que trabajamos en escalas muy superiores al recorrido libre medio
de las particulas podemos olvidar el fino detalle de su movimiento individual y ver en
torno a cada punto del espacio x y para cada instante ¢ un volumen elemental repre-
sentativo, 6V, de tamafio mesoscépico', es decir mucho mayor que A y mucho menor
que las longitudes macroscopicas en las que deseamos trabajar. Este volumen elemental,
que se denomina también particula fluida, es considerado como un medio continuo y
homogéneo; en él se define una velocidad media del movimiento de ese elemento, que serd
para nosotros la velocidad puntual en este punto e instante, u(x,t). Para decirlo en
forma mas matematica, admitimos que existe un valor limite de los promedios cuando
0V se hace muy pequeno en la escala intermedia, es decir es muy pequeno pero aun muy
por encima de la escala atémica. Del mismo modo, se habla de las demds magnitudes
macroscépicas, como la densidad, que es la masa por unidad de volumen en el sentido
de limite antedicho, y la presién, que es la fuerza normal por unidad de drea ejercida
por el fluido sobre una superficie ideal inmersa en él o rodeandolo. Esta magnitud tiene
una evidente explicacion fisica, por ejemplo en un gas encerrado en un recipiente, como
el efecto neto de las colisiones de las particulas individuales reales sobre la superficie de
las paredes. A estas tres magnitudes bésicas se unirdn otras en el curso del estudio, como
temperatura, energia interna, entropia, viscosidad,... y algunas més que no deben
preocuparnos por ahora. La existencia de estos valores medios para las magnitudes fun-
damentales en cada particula fluida es lo que constituye la hipdtesis de continuidad del
medio. Senalemos por 1ltimo que en el texto presente no se tendran en cuenta efectos
relativistas, que son importantes en circunstancias especiales pero no en los fenémenos
descritos por la teoria clasica.

Resumiendo lo anterior, diremos que las consideraciones con “particulas”en un medio
continuo son consideraciones con particulas puntuales ideales que promedian las pro-
piedades de cada volumen elemental. De acuerdo con ello, el tratamiento matematico
consiste en olvidar la existencia de otra realidad a escalas inferiores y realizar estos pasos
al limite cuando 6V es un volumen infinitesimal en el sentido usual. El tratamiento de
esta “realidad ideal”sigue unas leyes, las leyes de la rama de medios continuos que este-

Ldel griego, mesos, medio, skopein, mirar; intermedio entre macroscépico y microscépico.
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mos estudiando, aqui la mecanica de fluidos. De aqui surge una dualidad que estd en la
base de la disciplina, dualidad que es comiun a todas las teorias que aspiran a describir
matematicamente el mundo fisico. Por una lado la mecdnica de fluidos es una rama de
la ciencia natural y sus lineas de investigacién obedecen a la necesidad de describir y
comprender la naturaleza y los resultados obtenidos se validan experimentalmente. Pero,
al mismo tiempo, el estudio tedrico se desarrolla segiin pautas estrictamente matematicas,
de forma autoconsistente, dando lugar a una teoria matemaética perfectamente indepen-
diente y auténoma, que se relaciona como veremos con las ecuaciones diferenciales, el
analisis, la geometria y la topologia, cuyo desarrollo ha sido motivado por el estudio de
los fluidos en algunas de sus partes mas fundamentales.

Toda rama de las ciencias aspira a la racionalidad y la universalidad. En ese sentido, el
ser consciente de la existencia de una realidad mas compleja, como la estructura atémica a
escalas inferiores, es fundamental para el investigador que pretende obtener las leyes idea-
lizadas que describen correctamente el movimiento, operacion llamada modelizacion,
que es una parte fundamental de la ciencia aplicada. En conclusion, diremos que una
cierta comprension de la situacion fisica, aunque no es imprescindible para el manejo de
las ecuaciones, es muy conveniente para el estudio que proponemos e imprescindible para
cualquier valoracién critica.

1.3 Descripcion matematica del movimiento

La descripcion matematica del movimiento en un medio continuo puede abordarse como
sigue. Se da un dominio €y en IR® y una familia de transformaciones ®, : Qy — €,
donde los ©; son dominios de IR*, y t € I = [0, T].

Hipétesis de regularidad

(H;) ®:Q0x[0,T] = IR® es diferenciable C*, (k =1,2, 6 3)

Escribimos ®(x,t) = ®(x). Atencién pues a no confundir subindices con derivadas?.
(Hy) Paratodot, ®; es un difeomorfismo (aplicacién uno-uno diferenciable con inversa
diferenciable).

(H3) P es la identidad.

INTERPRETACION: € es la posicién inicial del cuerpo continuo o posicién de refe-
rencia, (); es el dominio ocupado por el continuo en el tiempo t y P es la aplicacion
deformacion.

Denotamos por x = (z1, Z2, z3) la posicién de una particula de fluido en el tiempo t y
por ¥y = (1, Y2, ¥s) la posicién de la misma en el tiempo ¢ = 0, que como dijimos sirve de
referencia. Tenemos y € €}y, x € 4 y

2es preciso acostumbrarse cuanto antes a las pequefias ambigiiedades de la notacién cldsica, que no es
prudente intentar abolir so pena de condenarse a no entender la literatura.
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(1.1) x = ®(y,1).

En coordenadas z; = ®;(y;,t). Por abuso de notacién escribimos también x = x(y, t). El
desplazamiento viene definido como

(1.2) z(y,t) =x—y =®(y,t) - y.

Esta es una variable fundamental cinemética en muchos estudios de medios continuos.
Siguiendo la tendencia mas usual en el estudio de los fluidos, el presente texto usard como
variable fundamental la velocidad. Para ¢ fijo podemos hallar la matriz jacobiana

8($1 ) $3)

(1.3) "= a(yl Yo ?J3)

= D(®,).

A esto se le llama matriz de la deformacién (infinitesimal)3. Con las hipStesis de regu-
laridad anteriores D®,(y,t) es diferenciable C*~1. Por la regla de la cadena sabemos
que

(1.4) D (®,")oD(®) =1

(I = es la matriz identidad, el circulo o indica composicién de operadores). Se sigue que
la transformacion inversa que pasa de tiempo ¢ a tiempo 0 tiene matriz

Oyr 42 y3)

(1.5) M= B2y 29 3)

=D(2).

La hipétesis (Hs) dice que la matriz D®, es no singular, por tanto, J(y,t) = det(D®;) #
0. Ademds para t = 0 se tiene det(D®y) = 1. Se deduce que la matriz es siempre
positiva, en otras palabras la orientacién se conserva por las transformaciones.

OBSERVACIONES. 1. En muchos casos es posible prescindir de una o dos de las variables
espaciales y considerar que los problemas se plantean para x € IR*> 6 x € IR. Se trata
siempre de casos ideales: un tubo muy (infinitamente) delgado, un fluido sobre un plano
infinitamente profundo,.... La simplificacion de cédlculo que ello entrana permite adquirir
unos resultados y una intuicién que compensan en general la deformacién de la realidad.
En otros casos la reduccién de variables se realiza una vez formulado el problema en
coordenadas curvilineas, por ejemplo los problemas con simetria radial o esférica, cf.
seccién 1.8.

2. Resulta llamativo constatar, al consultar la literatura, la falta de acuerdo sobre cues-
tiones de notacién, por ejemplo en cémo designar la referencia inicial. Es corriente usar
las notaciones X 6 x¢ 6 £ 6 a, en vez de y. Este caos, tan molesto para los matematicos,
parece no preocupar a los autores y estudiosos fisicos e ingenieros.

3m4s precisamente, matriz gradiente de la deformacién. Nétese que M = Dyz + I.
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PUNTO DE VISTA: ver la variable de referencia y en la férmula (1.1) como una etiqueta
o marca* que individualiza la particula.

CONVENCIONES SOBRE NOTACION. En general usaremos letras negritas para designar
vectores y cursivas para los escalares, u € IR*, IR> y p € IR. En el caso de la posicién
debemos pues usar notacién vectorial, x € IR®, si bien el lector hallard con frecuencia en
la literatura la notacién escalar por sencillez (dado que sale tanto) y con la excusa de que
x designa a un punto y no a un vector (es decir, la sutil idea de distinguir el espacio afin
del vectorial). Para hacer mds ficil la identificacién de las matrices las designamos con
letras maytsculas y distinto tipo de letra, por ejemplo M= (M;;) 6 M= (M%Y).

Para evitar confusiones renunciaremos como regla general a la convencién usual de
utilizar subindices para denotar las derivadas parciales. Asi, escribiremos du/0t en vez de
us. Mantendremos en cambio la notacién f’ para las derivadas de funciones de una variable
junto a df /dz, aunque pueda confundirse la derivacién con los superindices, utilizados con
frecuencia en el texto en los cambios de escala.

1.4 Cinematica

La idea mas sencilla que a un matematico se le ocurre es pensar en las particulas indivi-
duales y estudiar sus trayectorias (tras la huella de ISAAC NEWTON). Para ello fijamos
y € Qo y estudiamos la curva x(y,t) = x(t) = ®(y,t). El vector velocidad se halla
mediante la féormula

dx 0 _8‘I>

(1.6) - a‘i’(y,t) =2

es decir, con y fijo

y
(cf. un texto de cdlculo o geometria diferencial). Hay varias notaciones usuales en la
literatura para este vector, como u(y,t), v(y,t) y q(a,t). Preferimos la primera; la

velocidad serd pues u en lo que sigue. También se tiene que u = dz/dt. El vector
aceleracién de la particula viene dado por

_d’x d*P

1. _dx _d°®
(1.7) AT T ae

y

Recordemos ahora los conceptos cinematico-geométricos de vector tangente y normal.
Escribimos

(1.8) u = |u|-t,

donde se define el vector unitario t = u/|ul, llamado vector tangente a la trayectoria.

La definicién es valida sélo si u # 0 (punto no singular. Para definir el vector normal
derivamos u de nuevo en ¢

(1.9) du_ dhuly 4

=3 = ar LG

“en inglés label.
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Entonces
(1.10) a=aqa t+a,n,

donde a; = d|u|/dt es la aceleracién tangencial, mientras que a, es la aceleracién normal
y n el vector unitario normal. Veamos el tltimo término segun la geometria diferencial:
dado que t -t = 1, derivando tenemos

dt
1.11 2t- — =0
( ) dt Y

dt dt
es decir t L o La direcciéon de 7 es n. En cuanto al médulo se tiene

dt _
ds

dt dt d
Kn, luego — = —-—S=K|u|n,

(1.12) dt  ds dt

donde s es el arco, definido por integracién de su elemento, ds = |u|dt. Asi pues,

Jul®

1.13 W= K2 ="
(1.13) an = Kluf =

siendo R = 1/K el radio de curvatura. Esta es la férmula bien conocida para la acele-
racién centrifuga (o centripeta). Todo ello parece un buen comienzo pero va ser menos
importante en el desarrollo matematico de la teoria de los fluidos de lo que promete.

1.5 Formulacién lagrangiana y euleriana

La descripcién del movimiento del fluido es completa si calculamos la funcién ®(y, t). Esta
es la idea llamada lagrangiana, en honor de Joseph-Louis LAGRANGE. También se llama
formulacion material o de particulas. Es muy visual y geométrica, pero no es siempre 1til
trabajar en este marco. Las variables independientes son y (la posicién inicial) y ¢ (el
tiempo).

Una idea alternativa que es muy fructifera va asociada al nombre de Leonhard EULER
y consiste en poner en el punto central de la mecanica de fluidos la funcién

(1.14) u=u(x,t)

En realidad no es una “funcién”, sino un campo de vectores u = (u, v, w) tal que

(1.15) u=u(z,y,z21t), v=v(z,yz21t), w=wx,y,zt).

Detengamonos un segundo a examinar este enfoque desde un punto de vista experi-
mental. Partiendo de la masa como concepto primario se determina la velocidad de un
fluido u en un punto del fluido x y en un instante £ como sigue: se toma un elemento
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de superficie S, es decir una pequena parte de la frontera de uno de los volimenes ele-
mentales mencionados en la secciéon 1.2, con normal n, y se calcula la cantidad de masa
que atraviesa S por unidad de superficie y unidad de tiempo, siempre bajo la hipétesis
de que existe un limite j(n) cuando el volumen elemental se contrae hacia el punto x.
Esta cantidad dependerd obviamente de la direcciéon n, ademés de x y t. Entonces se
determina u a través de la relacion

(1.16) j(m) = pu-n,

donde p es la densidad, la segunda magnitud fundamental, que se mide como el limite
de la relacién masa / unidad de volumen en un volumen elemental en torno a x. El vector
j = pu se llama flujo de masa y es funcién del punto x y del instante £. Como vemos,
subyace una cierta hipétesis, a saber la existencia de un vector j tal que j(n)=j-n.
Dejamos para el capitulo siguiente un estudio a fondo del flujo de masa y la completa
explicacién de estas ideas.

Volvamos ahora al problema cinemaético. Si se conoce la expresién de u como funcién
de x y t, es trivial hallar las trayectorias, ya que se reduce a “integrar”, es decir a resolver

dx
(1.17) { g = ulxt),

que es el problema de valores iniciales para una ecuacion diferencial ordinaria, que se
estudia en los cursos elementales de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. También aparece
repetidamente en los cursos de Geometria Diferencial como flujo de un campo de vectores;
el lector revisard la literatura y enunciard el teorema de existencia y unicidad de un flujo
local y su dependencia continua respecto a datos inciales y parametros: si u es de clase
C" se obtiene una tnica solucién x = ®(y,t) = ®,(¢), definida para un cierto intervalo
de tiempo, es decir una solucion local en el tiempo. Recordemos una vez mas que y es
un parametro que senala de qué trayectoria se trata.

EJERCICIO 1.1*. (a) Calcular las trayectorias del movimiento en 1D (una dimensién
espacial) dado por el campo de velocidades estacionario u = z2. Demostrar que a partir
de la posicién inicial z(0) = y se llega a

Y
(1.18) z(t) = 1—7yt
(b) Calcular la transformacién ®, en el ejercicio anterior para 0 < ¢ < 1. Describir con
precision el dominio de definicién e imagen para cada t y representar la correspondencia
y =z =®(y).
(c) Calcular la matriz de la deformacién para t = 1 y la aceleracién del movimiento
en funcién de y, ¢ (visién lagrangiana) y de z, ¢t (visién euleriana).

COMENTARIOS. (1) El ejemplo muestra un fenémeno preocupante de explosién de la
trayectoria, que se va a infinito en el tiempo t = 1/y si y > 0. ; Podemos evitar tal
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fenémeno? Si, a cambio de hacer una hipétesis suplementaria sobre el campo u(z,t): si
éste esta dado por una funcién globalmente Lipschitziana hay prolongabilidad para todo
te R.

(2) La integracién de campos de velocidades obtenidos en la teoria serd uno de los temas
auxiliares presentes a lo largo del curso. En el capitulo 5, seccién 5.7, se estudiard en
detalle el anédlisis local de un campo de velocidades y su descomposiciéon en las compo-
nentes instantaneas de tipo traslacional, rotacional y de deformacién, correspondientes a
integrar campos de velocidades de tipo lineal:

u(x,t) =ug +Cx,
donde C es una matriz.

Resumen y conclusién. La idea de EULER de considerar el punto de vista (1.14) o
formulacion euleriana resulté ser una idea muy profunda. Mencionemos que el teorema
de existencia de EDOs se llama Teorema de Euler-Cauchy-Peano, el método de las poli-
gonales, base del calculo numérico, es también de EULER. Las variables independientes
en la formulacién euleriana son x y t. Podemos decir que la vision euleriana prescinde de
la hipotética particula y se concentra en lo que sucede en un punto x, sea quien sea quien
o lo que pase por alli. Imaginese la medicion de la velocidad, presion o temperatura en
un canal o en la atmésfera (a efectos de prediccién meteorolégica o para uso aerondutico).
Resumiendo, por EULER tenemos las derivadas parciales

Jdu Ou

con u = u(x,t), mientras que por LAGRANGE

ou ou

1.2 gu Ju

con u = u(y,t). Obsérvese que du/0dt significa cosas distintas en ambas lineas! Mostra-
remos la forma de evitar esta peligrosa ambigiiedad en la seccién 1.7.

1.6 Trayectorias, lineas de corriente y lineas de emi-
sion

Hemos definido anteriormente las trayectorias del movimiento como las lineas integrales
de la ecuacién diferencial x'(t) = u(x,t), es decir que en coordenadas se tiene

(1.21) do _dy _dz _ g4
u v w
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Estas lineas también reciben el nombre de lineas materiales. En general los valores de
u = (u, v, w) varfan con el tiempo, con lo que en tiempos distintos el campo de direcciones
apunta en direcciones distintas. Es a veces oportuno visualizar las lineas que se obtienen
de integrar el campo u con valor “congelado”en un cierto instante ¢ = ¢y, es decir hallar
las soluciones de la ecuacién

(1.22) dx

dt
Al contrario que antes, este es un sistema auténomo, que refleja la dindmica existente
en el tiempo t = ty. Se llaman lineas de corriente®. En un lenguaje pintoresco utili-
zado con frecuencia se dice que las lineas de corriente representan un movimiento ideal
correspondiente a unas condiciones dinamicas “congeladas”en t = t;.

= u(x, ).

Una tercera opcién son las llamadas lineas de emisién®, que son por ejemplo las
columnas de humo que salen de una chimenea o bien la tipica linea de color que se
origina cuando se inyecta un colorante (trazador) en un punto determinado de un fluido
para observar su movimiento. Se trata de las lineas formadas por todos los puntos que
corresponden a particulas que en un momento anterior pasaron por un mismo punto yg
(Observacién: en los ejemplos practicos anteriores se trata en realidad de muchas lineas;
solo vistos de lejos podremos suponer justificadamente que la chimenea o el tintero emiten
una sola linea). Las lineas vienen dadas por

(1.23) lo(yo;t) = {x = ®, 0 ®, (y0) : 0 < s < t}.

(x(t) = ®(P, ' (y0)) es la trayectoria que pasé en el momento s por yg)”.

Definicién. Un fluido se llama estacionario, si la expresion euleriana de u es indepen-
diente de ¢, u = u(x).

Obsérvese que la denominacién de fluido estacionario no quiere decir en absoluto ni
reposo ni movimiento uniforme. Significa que el campo de velocidades es invariante con
el tiempo, como un rio cuyas aguas fluyen siempre igual.

Para un fluido estacionario se da una gran simplificacién: entonces ®;0 ®;! = &,
y los tres tipos de lineas mencionados coinciden. En otras palabras se escribe

(bt—ks:q)oq)s:(bsoq)t: Vt,s > 0,
que es la propiedad caracteristica de los semigrupos (de transformaciones) conmutativos.

Nota. La ampliacion de los conceptos y tutiles practicos de tipo geométrico y cinemdético
ligados a los campos de velocidades y sus trayectorias serd realizada de manera gradual
segtn el curso proceda. Para empezar, en los Complementos Matematicos de este capitulo
se repasaran los conceptos y férmulas ligados a las coordenadas curvilineas y a los ejes no
inerciales.

Sstream lines en inglés.
6streak lines en inglés.
"sea z la referencia inicial de la particula tal que ®(z, s) = yo. Entonces x(t) = ®(z,t).
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1.7 Un repaso de calculo. La derivada material

1.7.1. El uso simultaneo de las dos formulaciones o puntos de vista, euleriano y lagrangia-
no, es absolutamente necesario para comprender los fenémenos de los fluidos. Dado que
en cada una se tiene un conjunto de variables independientes distinto, es preciso prestar
la mayor atencién a no confundir las derivadas parciales, teniendo bien presente el cambio
de variables entre las coordenadas dado por la transformacién x = ®(y, t),

(1.24) f(x,t) = f(®(y,1),t) == F(y,1)
La notacién usual serd euleriana. Asi escribiremos para una funcién f = f(x,t)
of of
1.2 -z
(1.25) ot ot|,’
(1.26) of = of (j #1), Vxf = Vf = gradiente espacial,
aaci axz ta;

es decir la notacion estandar. Mientras tanto, para las derivadas lagrangianas buscamos
una notacién alternativa que nos evite confusiones. La derivada temporal es la mds
peligrosa. Se tiene

OF| _ of +Zaf

ot |, ot Oz,

(1.27) o

_of of
STy,

Llegamos asi a la formula fundamental para pasar de unas coordenadas a otras

t,x;

oF  0Of

1.28 — == -V
(1.28) o o Y
Observemos que
(1.29) 8_]7: es la llamada tasa de variacién temporal a espacio fijo,
mientras que

oF . , .
(1.30) e es la llamada tasa de variacién temporal a particula fija.

1.7.11. La derivada material. El uso de la doble notaciéon f y F' para una misma
cantidad segun el punto de vista, es decir segiin se vea como funcién de x o como funcién
compuesta de y, es conveniente en matematicas pero desaconsejable en fisica, donde las
letras se usan en funcion de los conceptos que denominan. Para evitar la confusién en las
derivadas temporales se introduce la siguiente notaciéon para la derivada de Lagrange:

df _ OF

(1.31) =
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Es decir, para funciones que dependen de las coordenadas espaciales y del tiempo d/dt es
la derivacion parcial con respecto a t para y constante. Cuando, como es harto habitual,
se derive temporalmente una funcién de x y ¢ se define el operador d/dt mediante la regla
de la cadena como

d 0
1.32 — = =
(1.32) o atJFuV

Esta derivada temporal se suele llamar derivada material, también a veces derivada
total y atn derivada sustancial. Habria un nombre mejor, “derivada particular” (es decir,
siguiendo a las particulas), si no fuera porque esta palabra no significa en el lenguaje co-
rriente 1o que nosotros queremos expresar (defecto comin a los demds idiomas préximos).
En ese sentido se designa a veces como derivada siguiendo el fluido. Para indicar mas
claramente este concepto especial se usa en algunos textos de mecanica una notacién alter-
nativa también cémoda, D/Dt, en vez de d/dt. El lector debe prestar particular atencién
a la férmula (1.32) y tener presente que la derivada material es uno de los itiles funda-
mentales del curso y también que es una derivada parcial, contra lo que pueda sugerir la
notacion.

Recuerde el lector que la notacién d/dt aparecerd también en el texto con su uso
habitual para designar la derivada ordinaria de una funcién de una variable f(¢). Ello
no deberia entranar dificultad alguna pues ambos usos son compatibles. En todo caso,
la correcta comprensién del significado de d/dt es de fundamental importancia en los
desarrollos matemdticos de este curso.

Recordemos al lector que la derivada material goza de todas las propiedades usuales
de una derivada: asi tenemos las leyes

d df d df

%(f'i' 9) = dt+d %(f-g)= +f
asi como la regla de la cadena
d(go f) df
o = (gef)

Pero es preciso tener en cuenta que existen algunas propiedades menos estandar, ver
ejercicio 1.11.

1.7.111. Término convectivo. El sumando u-V, de la derivada material es muy impor-
tante en los procesos en que es esencial tener en cuenta el movimiento de las particulas.
Se le suele denominar término convectivo. En coordenadas (respecto a unos ejes rectan-
gulares inerciales) se tiene

(1.33) u-Vyf = Zu%

Se trata en suma de la derivada direccional de f a lo largo del vector u. Con notaciones
usuales hoy dia en matematicas se escribiria como

(1.34) Vf-u 6 Duf.
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1.7.IV. Terminemos este apartado con la relaciéon entre las derivadas espaciales. Este es
un calculo interesante, pero de menor uso. Utilizando la regla de la cadena se tiene para
el gradiente lagrangiano, que podriamos escribir (con abuso de notacién) Vy f:

of Oxq\ . B .
(1.35) V,F = (ay) (Zaxa 6yi)i_v"f D®, =V, f - M

donde VyF' y V,f son vectores fila y la expresion a la derecha es un producto vector-
matriz.

Complementos matematicos

1.8 Coordenadas curvilineas

1.8.1. TEORIA GENERAL. A lo largo del texto la posicién de una particula fluida x (6
y) se refiere preferentemente a un sistema de coordenadas cartesianas dotado de vectores
unitarios, ortogonales e invariantes en el tiempo, e; = (6;;);, 4,5 = 1,2,3. Aqui d;; = 0
cuando i # j, d; = 1 (tensor de KRONECKER). Escribimos

(1.36) (z1, T2, x3) sz e;.

Existen sin embargo multitud de casos practicos en que la geometria del problema (su
simetria) aconseja el uso de coordenadas curvilineas apropiadas. Las méds frecuentes de
estas coordenadas son las cilindricasy las esféricas. En el plano las coordenadas cilindricas
se simplifican en las polares. Aunque el cdlculo en estas coordenadas se aprende en los
cursos de geometria diferencial, no estard de mads recoger en este punto los principales
hechos sobre tales coordenadas, que utilizaremos luego en el estudio de las ecuaciones de
los fluidos.

Un sistema de coordenadas curvilineas viene dado por un difeomorfismo
(1.37) T : () — ()

entre abiertos Q' y Q de IR, llamado parametrizacién local, que permite describir cada
punto x del espacio fisico 2 mediante sus nuevas coordenadas, (z}.z},x}). A este nuevo
sistema de referencia se asocian curvas coordenadas X, dadas por

(1.38) X1 :{T((s,0,0)) : (s,0,0) € Q'},
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con vectores tangentes en un punto de (nuevas) coordenadas () dados por

ox 0x;
1. el a.
(1.39) ti oz} - oz} €

(con derivadas calculadas en (z})). Observe el lector que tanto los ejes X como los

vectores t; son elementos del espacio fisico. Los vectores t;, una vez normalizados:

1
(140) e'i = l—t,, lz = Ht1||,

3
constituyen una base normalizada del espacio (o, si se quiere ser preciso, del espacio
tangente en x). Los factores /; se llaman longitudes caracteristicas o factores métricos.
En coordenadas se tiene

r . Cij _ 8$j

(141) e; = Zaijej, Q5 = l—i, Cij = oz

i

Con esto, el elemento de longitud, dx = ), e;dz; se expresa también como

(1.42) dx = —da: —Zle da!.

Recordando que e; = 0x/0x;, y derivando x como funcién de z; a través de las variables
x}, se tiene que

, o
(1.43) e = Zbije i by = lig,
i J

En la practica se utilizan sistemas de coordenadas curvilineas para los que esta base
es siempre ortogonal, sistemas de coordenadas ortogonales. Tenemos pues que la
matriz A = (a;;) es tal que A~! = AT (donde AT denota la matriz traspuesta de A), por lo
que

oz’

1]

7
ij

que complementa la férmula a;; = ¢;;/l;. El elemento de arco es entonces
(1.44) ds? = Z dz;)? ZF (dx!)

y el elemento de volumen se transforma como

aij = b =1;

(145) dCCldIL'Qd.ng’, = lllglg dxlldl'éd.fﬁg

Podemos prescindir por el momento de la transformacién del elemento (orientado) de
superficie, que es algo mas complicada. Por 1ltimo, es preciso senalar que los (campos de



1.8 COORDENADAS CURVILINEAS 15

vectores) €'; varian en el espacio y su variacién es un importante factor de complicacién de
las férmulas en coordenadas curvilineas. Finalmente, sefialemos que si los nuevos ejes no
son ortogonales, las férmulas hacen intervenir el primer tensor métrico g;; y sus variantes.

Nosotros desarrollaremos a continuacién todas estas ideas en los casos particulares de
interés y referimos al lector a un curso de geometria diferencial o riemanniana para més
detalles.

EJErcicio 1.2*. Todo campo vectorial, por ejemplo la velocidad u = ), u;e;, se puede
expresar en las nuevas coordenadas en la forma

(1.46) u="> ugé;

con las relaciones u; = Y, ajju; y uj = Y, a;juj, que se siguen de (1.41)-(1.43). Probar
que en el caso de la velocidad se tiene (de la definicién)

dxi(t)
1.4 P= ], —2
( 7) ul l dt 7

siendo z}(t) la expresién de la la trayectoria en funcién del tiempo (es decir, las compo-
nentes de la velocidad son derivadas materiales).

EJeRrcicio 1.3*. Demostrar que el vector gradiente de una funcién (escalar) diferenciable,
Vf=>,(0f/0x;)e;, toma en coordenadas curvilineas ortogonales la forma

(1.48) vi=y, 19 o

= €.

1.8.2. COORDENADAS CILINDRICAS. Aparecen de forma natural en problemas con
simetria alrededor de un eje. Estan dadas por las férmulas

(1.49) T =rcosf, y = rsend, z =2z,
que definen la transformacion 7', con inversa

(1.50) r=/x?+y?, 6 = arctg(y/x), z=z.

T estd bien definida en el conjunto {(r,0,z) : r > 0,6 € [0,27], z € IR} con una
singularidad en r = 0 (es decir x = (0,0, z)) y la obvia dificultad de la periodicidad en 6.
El lector demostrara facilmente que la matriz DT es

Tr Yr Zr cosf senf 0
(1.51) g Yo 29 | = | —rsenf rcosf 0
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Las longitudes caracteristicas son [, =1, =1, lg = r, y los vectores unitarios

1
e = %—: = (cosf,senf, 0) = . (z,y,0),
X 1
1.52 = =(— - (_
( ) €9 ro0 ( SGDG,COSG,O) T( y,x,O),
e. = X 2 (0,0,1)
V4 az 7 ? 7

que forman un sistema movil de vectores de base ortogonales en el espacio. Mas preci-
samente, en cada punto del espacio, salvo el eje Z, sistema (e, ey, e,) forma una base
ortogonal del espacio tangente en ese punto que varia con el punto; observamos las si-
guientes derivadas direccionales de estos vectores de base

dex 08y

(1.53) 90 = €y,

= —e 5

00 ’

siendo todas las demds derivadas de la serie 0e’;/0x", i, j = r, 0, z, nulas.
j

EJERCICIO 1.4%. En el sistema de coordenadas cilindricas la velocidad se expresa como
(1.54) u=u,e, + ugey + u,e,,

donde
(1.55) Up =U-€ =

dr(t) B 0 B da(t)
dt, Up = U €9 =T dt, U, =u-€, = dt

Escribir las componentes u,, ug, u, en funcion de u,, u,, u,. Escribir el cambio inverso.
EJERrcIcio 1.5%. Hallar la férmula para el gradiente de una funcién escalar en coorde-

nadas cilindricas:
o, o, 0

(1.56) Vf 5 & + 95 + 5,

1.8.3. COORDENADAS POLARES. Se trata solamente de eliminar la coordenada z y
restringirse a un movimiento en el plano XY con coordenadas (r,#). Las férmulas se
deducen inmediatamente de lo anterior. El lector comprobara por ejemplo que

(1.57) Uy = Uy cOS f + uysend, ug = —ugsend + u, cos b,

formula que es 1til deducir directamente de la representacion grafica. Escribase el cambio
inverso.

1.8.4. COORDENADAS ESFERICAS. Estdn dadas por las férmulas

T =71 cospsend,
(1.58) y = rsengsend ,
z=rcosf,
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que definen la transformacién T en el conjunto {(r,¢,0) : r > 0, ¢ € [0,2x], 8 € [0, 7]}
con singularidades en el eje Z donde rsenfl = 0 y la obvia dificultad de la periodicidad en
¢ y 0. Las longitudes caracteristicas son [, =1, I = r y l, = rsenf. El cambio de base

viene dado por
ox

e =5 = (cos ¢ senf, sengsend, cos f) ,
1 0x
(1.59) ey = rasenﬁa_qb = (—seng, cos ¢,0),
X
ey = 90 = (cos ¢ cosf,seng cos B, —senf) .

Es util visualizar geométricamente los vectores de base y las nuevas lineas coordenadas,
que son radios, meridianos y paralelos.

EJjercicio 1.6. Hallar las férmulas para el vector velocidad y el gradiente de estas
coordenadas.

1.8.5. EJES MOVILES Y EJES NO INERCIALES. En principio en el libro se supondri
como en los ejemplos anteriores que la posicion relativa de los ejes coordenados es fija
en el tiempo. Nada impide sin embargo considerar sistemas de ejes moviles, tales que
la transformacién Ty con ella la matriz A = (a;;) dependen del tiempo. En ese caso
las ecuaciones de la mecanica pueden tener o no la misma forma en diversos ejes (ello se
llama indiferencia al cambio de ejes®). En particular, tendréan la misma forma si los ejes
se mueven con velocidad relativa constante, ejes inerciales. El lector puede pensar que los
sistemas de coordenadas no inerciales son un horror evitable, pero no es asi: la Tierra no
se mueve en el espacio con movimiento uniforme, de modo que la consideracion de ejes
no inerciales es fundamental en Meteorologia, Oceanografia y disciplinas afines.

Consideremos pues un cambio de coordenadas ortogonal mévil no necesariamente iner-
cial, dado por las ecuaciones

La velocidad relativa del nuevo reticulo coordenado mavil es entonces
0X;
ot

(1.61) vi(x',t) =

z; =const

Veamos las reglas de cdlculo en los nuevos ejes. Es claro que la derivada material de una
funcién escalar f(x,t) no cambia con la transformacién, pues tiene idéntico significado.
Asi, si definimos f'(x',t) = f(x,t), entonces

af'  of'
(1.62) d_J; = a—J;

_of
ot

_d
Codt’

y=const y=const

8frame indifferenceen inglés.
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EJjercicio 1.7. Demostrar que en un cambio de coordenadas dado por las ecuaciones
(1.60), la derivada parcial temporal cambia de acuerdo con la férmula

of  of

(1.63) a2 — o TV VxS

donde v es la velocidad relativa definida en (1.61), v =) v;e;.

Veamos ahora la férmula de transformacién de ejes. Para ¢ fijo podemos utilizar las
férmulas y notaciones precedentes, (1.41)-(1.43), y escribir

' ! 1(933]'
€ = § :aj,-ej, € = § :aije,-, Gij = 771

es decir a;; es la matriz de cambio de ejes normalizada definida para ¢ fijo. Consideramos
a continuacién la transformacion de velocidades. Partimos de que el vector de posicion

que une un punto al origen, x = (z1,- - -, x,), se representa en los nuevos ejes por el punto
x' = (z,---,2]). Con el significado habitual de una derivada material se tiene entonces
que

dr; 0X; 0X, dz". dax'
(1.64) Lo iy Pl =+ ) il

dt ot - Oxl; dt - dt

luego las componentes cartesianas de la velocidad u; estan relacionadas con las compo-
nentes u; de la velocidad relativa a los ejes moviles, dadas por

dx'.(t)
(1.65) u; =1j ét
(ver Ejercicio 1.2), mediante la férmula
(1.66) u; = v; + Zu}aﬁ .
J

Dado que el dltimo término es precisamente la expresién del vector u’ en las nuevas
coordenadas en el caso estacionario, la diferencia introducida por los ejes méviles reside
en el término de velocidad relativa. Poniendo pues u' = (3, uja;;);, se escribe en resumen

d_X_d’X'+V
dt  dt ’

(1.67) u=v+u,

donde d'/dt indica derivacién en tiempo en las nuevas coordenadas y posterior transfor-
macién mediante el cambio de coordenadas. Esta férmula se generaliza en la regla para
derivacién material de vectores (tangentes)

d d

1. a_e .
(1.68) o dt+v
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Ejemplo 1.1 El ejemplo tipico de un cambio de ejes no inercial es el dado por
(1.69) x = A(t)x/,

en que la matriz A(t) representa un giro de ejes. Supongamos que el eje de giro viene dado
por el vector €2(t) y la velocidad angular por su médulo, [2(%)[; tal giro se representa por
la formula

(d/dt)A(t)x" = Q(t) x (A()x'),

donde x denota producto vectorial. La velocidad relativa es entonces

(1.70) v=0QXxX.
En este caso se tiene
dx d'x d d
1.71 — = Q(t — = — 4+ Q(t .
(171) o~ a PO xx =g+ Q) X

Un movimiento inercial mas complicado se plantea cuando se realiza a la vez una traslacion
del origen de vector a(t) y un giro de los ejes de matriz A(?),

(1.72) x = a(t) + A(t)x'.
La velocidad relativa es entonces

(1.73) v=a'(t)+Q x (x—a).

Estas férmulas seran retomadas al escribir las ecuaciones dindmicas en ejes rotatorios,
seccion 3.4, cuya aplicacion se encuentra por ejemplo en la descripcion de la dinamica
sobre la superficie terrestre.

1.9 Operadores diferenciales

Todo curso de fisica del continuo ha de tratar con campos vectoriales diferenciables, lo que
origina una multitud de expresiones diferenciales. Algunas de ellas son de una gran impor-
tancia para el analisis y se estudian en los cursos de calculo. Los ejemplos indispensables
son los cuatro operadores clasicos: gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano, que
estan relacionados con teoremas fundamentales del cédlculo integral (teoremas de Green,
Stokes y Gauss-Ostrogradski). Todos ellos son operadores en las variables espaciales.

Ya hemos visto el gradiente de un escalar, asi como su expresién en diversas coorde-
nadas. También hemos observado que aparece el gradiente de un campo vectorial, que
coincide con el concepto de matriz jacobiana, gradu = Du, escrita habitualmente en
mecanica de fluidos como Vu, en coordenadas

8’114
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La divergencia opera sobre un vector u(x,t) para dar un escalar. En coordenadas carte-
sianas se expresa de la forma

(1.75) div(u) =) _ - = Traza (Vu),

donde, como acabamos de decir, Vu designa la matriz jacobiana de u respecto a x (jaco-
biana espacial). En el capitulo 2 introduciremos la divergencia de una matriz, cf. Teorema
2.7.2 relacionandola con el teorema de Gauss. El concepto de divergencia y su expresion
en coordenadas curvilineas se estudian en la seccién 2.9.

El operador laplaciano transforma un campo escalar f(x) en otro. Su expresién en
coordenadas cartesianas es
. *f
(1.76) Af =div(gradf) =) 5.
—~ 0z;
3
Este operador se aplicara también a vectores, lo que se hace componente a componente
en coordenadas cartesianas. La expresion del laplaciano en coordenadas curvilineas se

aborda en la seccién 4.5.

El rotacional opera sobre un vector u(x,t) = (u,v,w) para dar un vector. En coorde-
nadas cartesianas toma la forma

i j k
(1.77) rot(u)=| 0, 0, O,

Es a veces comodo escribir el rotacional a partir de la férmula sumatoria del producto
vectorial:
(178) axb= Zsijke,-ajbk,

ijk
donde g, el tensor cuyas componentes valen 0 si algin indice se repite, 1 si la permutacion
ijk es par, y -1 si es impar (se puede ver ;;; como un contador). Entonces

Buk
(1.79) rot (u) = Z.Jz.kawkez oz;’
Es de observar que tanto el gradiente como la divergencia y el laplaciano se generalizan
inmediatamente a dimensién cualquiera, no asi el rotacional. La expresion del rotacional
en coordenadas curvilineas se pospone al capitulo 14, cf. férmula (14.21), con ocasién del
estudio de la vorticidad de los fluidos perfectos.

Los libros de fisica e ingenieria adoran la notacién con nabla, V, para los operadores
diferenciales cldsicos (que es realmente estética). Asi, el gradiente se escribe como accién
del “vector nabla”’sobre un escalar

(1.80) grad (f) =V,
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la divergencia se escribe como un producto escalar simbdélico:

0 0 ou;

y el rotacional como un producto vectorial simbélico:

(1.82) rot (u) =V x u

Finalmente se tiene A = V - V (producto escalar simbélico).

Todos estos operadores tienen un significado intrinseco, independiente de los ejes coor-
denados en que vienen expresados, tal como explican los cursos de geometria. Asi, el
gradiente es un vector cuya direccién senala la maxima variacién de la funcién y cuyo
modulo es precisamente la tasa de variacion, de forma que

(1.83) lim LX) = f()

h—0 |h| =V/-h

Mas detalles sobre los operadores diferenciales se veran segin aparezcan. Una lista de
identidades usuales se recoge en el Apéndice I. La utilizacién de una notacién matemética
sofisticada es un 1til de una potencia notable pero puede llevar al lector no acostumbrado
a confusion sobre qué quieren realmente decir las largas férmulas que aparecen ante sus
ojos. Un recurso casi infalible es escribir lo que sea en todo detalle en coordenadas. Para
ello es conveniente manejar bien los sumatorios y sus convenios.

Otros ejercicios del capitulo

EJercicio 1.8. Calcular las trayectorias correspondientes a los campos de velocidades
(u,v,w) tal que

(1.84) u=ax, v=-ay, w=0,

(1.85) u=—ay, v=axr, w=0.

Explicar el resultado graficamente. Hacer también los cdlculos en coordenadas polares.
Calcular el valor de (u - V)u en ambos casos.

EJeERCICIO 1.9. Trazar trayectorias, lineas de corriente y lineas de emisién para el campo
de velocidades plano no estacionario (u,v)

(1.86) u=a, v=bt.
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EJercicio 1.10. Dado el campo de velocidades anterior calcular las derivadas 0f /0t y
df /dt para las siguientes funciones

1.87 f t,.’El,IL’Q :3}'2—{‘372, f t,xl,xQ :3+bt2—2.’£2
1 2

EJeErcicio 1.11. Es bien sabido que para funciones regulares las derivadas parciales
usuales conmutan, en particular

0 0 0 0

Ello no es cierto para d/dt y 0/0x;. Probar que el conmutador, que actiia sobre una
funcién lisa como

d 01, d(of\ 0 (df
(1.89) [E’a—xz} = dt <8xl> Oz; <dt> ’
satisface d o 0
u
(1.90) [% 87} R

Este ejercicio es importante para evitar uno de los errores mas frecuentes de célculo,
el falso teorema de las derivadas cruzadas.

EJERcCICIO 1.12. Demostrar que si M = D®, es la matriz de la deformacién, entonces

M
- M
7 (Vu) N,

un producto de matrices.

EJERcICIO 1.13. Comprobar que en un sistema de coordenadas curvilineas (no necesa-
riamente inercial) y con las notaciones y definiciones anteriores, si f = f(z;,t) = f'(x},t)
es una magnitud escalar se tiene

g_afl+z /6]“

u, .
1 !

dt ot

i

EJERCICIO 1.14. Comprobar que si A(t) es la matriz de un giro alrededor del origen de
coordenadas con eje n y velocidad angular (), entonces

(1.91) %(Ax) = Qn x (Ax).
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LEYES FISICAS

En los tres capitulos que siguen se derivan las leyes de conservacién que forman el
esqueleto del estudio matematico de los medios continuos: conservacion de la masa, de la
cantidad de movimiento y de la energia. Se introducen el concepto de incompresibilidad,
el tensor de esfuerzos y la energia interna. A partir de estas leyes se obtendran después
las ecuaciones del movimiento.
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Capitulo 2

La conservacion de la masa

“Doy por supuesto que la materia es inalterable, es decir, siempre
la misma, es evidente que de ella pueden deducirse demostraciones
no menos que de las puras demostraciones matematicas”

G. GauLel, “Consideraciones ... sobre dos nuevas ciencias”

2.1 La ley de conservacion

Esta primera ley fundamental de la Mecénica de Medios Continuos expresa el siguiente
principio bésico: “la materia no se crea ni se destruye”. Hemos de examinar el significado
de la frase y de los conceptos utilizados: por materia entendemos la sustancia de que se
compone el fluido, la afirmacién viene a decir que es posible medir la cantidad de materia
contenida de una cierta region del espacio en un momento dado y concluir que no varia
con el flujo.

Expresada en un lenguaje matematico moderno, esta ley se traduce en la hipdtesis
de que existe una familia de medidas m; > 0 en ; = ®;(€) (medidas en el sentido de
Borel) tales que para todo Dy C €y medible y D; = ®;(Dy) se tiene

(2.1) my(Dy) = mo(Dy).

Denominaremos a esta versién (CM1). Equivale a escribir (en notacién funcional moder-
na) que m; o ®; = mgy. Esta ley se llama ley de conservacién de masa, pues my(D;)
expresa la masa contenida en D; en el tiempo .

No hay ninguna objeciéon de principio a establecer una teoria matematica basada en
esta u otra ley. Pero la validez de una tal teoria en la descripcion de los fluidos es
consecuencia de la evidencia experimental, que confirma histéricamente la validez de la
ley presente en condiciones muy generales.

27
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Veamos como presentar esta ley en forma mas manejable para el andlisis y el célculo.
Haremos para ello una Hipdtesis Adicional Oportuna, a saber, la existencia de funcién
llamada densidad (de masa) tal que se cumple la condicién (Hy):

(2.2) dmy = p(x,t) dzidzodrs.

En el Analisis Matematico se dice entonces que m; es absolutamente continua respecto a
la medida de Lebesgue y p es el multiplicador de Radon-Nikodym. Se tiene que

p(,t) € L1 ().

Puestos a pedir condiciones agradables de trabajo, supondremos en general que p(x,t) es
continua y diferenciable. Esta, que se podria llamar “hipétesis de regularidad fuerte”, es
una hipdtesis hecha en todos los tratados clasicos en los que todo lo més se admiten “singu-
laridades”en ciertos puntos, curvas o superficies aisladas (para tener en cuenta fendmenos
importantes sin los que la teorfa puede tirarse por la ventana a efectos practicos). En
nuestro siglo, una vez desarrollada la teoria de la integracion y de la medida, la Mecanica
de Fluidos rebaja las hipétesis en forma de condiciones de integrabilidad. Pero todo
ello depende del problema y es aconsejable una cierta cautela, no sea que la excesiva
preocupaciéon por el andlisis nos impida ver los fluidos. Este no es un curso de Analisis
Matematico.

Observamos ahora que en muchos razonamientos a lo largo del texto tomaremos un
dominio (o conjunto medible) D C € y consideraremos la familia {D; = ®,(Dy)}+, que
se denomina en la literatura un volumen material, sistema material o volumen que se
desplaza con el fluido y corresponde al punto de vista lagrangiano, que ve el proceso como
una materia o sistema de particulas que se mueve. Asi, tal punto de vista es 1til al derivar
las ecuaciones en este capitulo. Sin embargo, recordamos que es comodo y usual referir
experimentos y conclusiones a lo que sucede en un dominio fijo (en el tiempo), siguiendo
el modo euleriano.

Pasamos ya a derivar diversas formas de la ecuacién de continuidad, pues ello nos per-
mitird introducir o repasar conceptos y calculos de gran interés en la teoria. Empecemos
haciendo notar que en términos de p la ley se escribe:

(2.3) /D plo 1) e = /D oy, 0)dy

Ahora bien
/ p(x, 1) dx = / p(@(y, 1), 1).J.dy,
Dt DO

con J(y,t) = det(D®;) = det M(¢). Igualando se tiene que para todo Dy C 2

(2.4) /Dp(@t(y),t)J(y,t)dy=/ p(y,0)dy.

Dy



2.2 INCOMPRESIBILIDAD Y HOMOGENEIDAD 29

Como el dominio al que se aplica lo anterior es arbitrario, se deduce la versiéon (CM2):

(2.5) p(2:(y), 1) (y,1) = p(y,0).

Esta es la ley de conservaciéon de masa segiin LAGRANGE. También se puede escribir en
forma diferencial como

2. — = 0.
(2.6) o Dtﬂ(X,t)dX 0
que lleva a la versién (CM2’):

d
2. — =0.
(2.7 Lo )=0

Esta tltima férmula admite una interpretacion clara: segiun la conocida férmula del cam-
bio de variables, el factor J es precisamente la medida de la expansién de volumen a lo
largo de una trayectoria. Como la masa se conserva, (CM2’) simplemente dice que den-
sidad x volumen = constante. La ley de conservacién de masa recibe frecuentemente en
la literatura el nombre de ecuacién de continuidad.

Una observacién sobre la notacién: dado que pJ es una funcién de las variables ¢ e
y, la derivada total d/dt tiene el sentido explicado en la seccién 1.7 de derivada material
o lagrangiana, que coincide con la derivada parcial respecto a t para y fijo. Podriamos
haber escrito pues 9(p J)/0t, pero ello puede crear confusién pues hemos convenido que
las derivadas parciales temporales se interpretan por defecto como derivadas para x fijo.

2.2 Incompresibilidad y homogeneidad

Veamos ahora una clase especial de movimientos o flujos que por su sencillez y propiedades
matematicas aparecen con gran frecuencia.

Definicién 2.2.1 Un movimiento en un medio continuo se llama incompresible si la
transformaciéon @, conserva los voliimenes (es decir la medida de Lebesgue) para todo
tiempo t. !

Dado entonces un volumen arbitrario Dy € (), se tiene

VOI(Dt) :/ dX, VOI(D()) :/ dx.
Dt DO

La incompresibilidad significa que Vol(D;) = Vol(Dy). Debido a la férmula del cambio de
variables esto es equivalente a decir que

(2.8) J(y,t)=1 VyeQy, t>0

! Ayuda lingiifstica: compresible es afin a comprimir, viene del verbo latino comprimo, -ere, -essi,
essum.
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Recordemos que siempre se tiene J(y,0) = 1. La condicién de incompresibilidad se puede
escribir también en la forma diferencial
dJ
i
Por otra parte se deduce de aqui y de la ley de conservacién de masa (CM2) que la
incompresibilidad es equivalente a que la densidad se conserve a lo largo de las trayectorias

0.

(29) X = (I)t(ya t) = p(X, t) = p(ya 0) 3
o bien que
(2.10) dp/dt =0.

Son fluidos incompresibles tipicamente los liquidos y compresibles los gases. La dis-
tincion es de gran importancia pues, como tendremos ocasion de ver, la teoria de los
fluidos compresibles es mucho mas sencilla que la teoria general. Por ello es interesante
senalar que en muchas consideraciones incluso los gases se comportan aproximadamente
como fluidos incompresibles. Asi, en los estudios aeronauticas o del clima se supone in-
compresible el aire en situaciones que implican velocidades de hasta 0,4 Mach (1 Mach=
la velocidad del sonido). Por el contrario, al acercarse a la velocidad del sonido toda
la complicacién de la dinamica compresible aparece, en particular las famosas ondas de
choque, que estudiaremos en el capitulo 7.

Otra restriccion sobre el movimiento de los fluidos que es de gran utilidad préctica es
la homogeneidad. Un fluido homogéneo es aquel en que la densidad p es constante en
el espacio. En férmulas,

do _ 0p
dt — ot
EJERCICIO 2.1%*. (a) Mostrar que un fluido incompresible que es inicialmente homogéneo
lo es para todo tiempo, pues p(x,t) = p(y,0). (b) Mostrar que para un fluido homogéneo

ser incompresible es equivalente a tener densidad constante también en el tiempo (densi-
dad estacionaria), dp/0t = 0.

La incompresibilidad y la homogeneidad son condiciones que restringen la generalidad
de los movimientos permitidos al fluido. Asi, un fluido de naturaleza compresible es
susceptible de realizar movimientos compresibles o no, dependiendo de las circunstancias
adicionales (condiciones iniciales y de contorno), mientras que un fluido de naturaleza
incompresible satisfard siempre (2.9), (2.10). Por otra parte, senalamos que un fluido
incompresible es normalmente homogéneo (es decir, lo es frecuentemente).

(2.11) Vip=0 6 p(x,t) =p(xe,t) 6

2.3 Un resultado de calculo

Necesitamos evaluar la derivada temporal del determinante jacobiano J para utilizar la
expresion (CM2’) de la ley de conservacién de masa o bien para investigar la forma (2.2)
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de la incompresibilidad. Este trabajo se lo debemos a L.. EULER, 1770.

Lema 2.3.1
(2.12)

dJ

i J.(divu)

Demostracion. Se tiene que

8331 8372 8303

oy oy oy
(%1 83:; 835‘;

oy oy oy
(%? 83:; 8:1;?;

0y3 0ys3 0ys3

Un determinante se puede derivar por columnas:

d 83:1 81'2 8.’153

dt oy oy oy
dj | doxm  Omy Oy
dt B dt 8y2 8y2 3y2

a 8:61 8.1'2 8:53
dt Oys 9ys 9ys

donde hemos escrito la derivada de la 12 columna y existe otro sumando con la derivada
de la segunda columna y otro con la derivada de la tercera. Seguimos calculando

9 dn us .
dy,  dt oy
_ gl d$1 n . 811,1 "
=| o 4 =g
8y3 dt 8y3

Ahora observamos que

8u1 . Bul 811?1 8u1 61'2 8’&1 8$3
0Yi B Ory 0y; Oxy Oy;  Oxz Oy

Con esto el primer sumando que hemos escrito de la derivada de J se transforma a su vez
en tres sumandos:

dy dy

ouq 8:51 ouy 833;

8—1‘1 a—yQ +8—x2 a—yz + ......
Jys 0y3
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pero los determinantes de todos los sumandos menos el primero son cero por tener dos
columnas iguales. Nos queda pues este primer término que da
3u1
J.
8$1
Un razonamiento andlogo se aplica a los otros dos sumandos de la derivada de J (el cdlculo
ha de ser simétrico en los indices 7). Concluimos que

dJ . 8u1 a’U,Q 8’[1,3
dt - <8x1 * 8952 + 6333) J,

como queriamos demostrar. []

NoTaAs. 1) Este célculo se generaliza sin mds a n dimensiones. La forma un tanto ruda del
calculo anterior disgustard sin duda a algunos lectores. He aqui una versién para “lectores
formalmente exigentes”: en virtud de la teoria de determinantes se puede escribir

0x; ox;
= ¢ = —ZAZQ
J = det <8ya> B0, ,

férmula de desarrollo por columnas que es valida para todo i. A;, denota el cofactor de
0z;/0y,. Aplicando la regla de derivacién de determinantes por columnas se tiene

orx; dx; _ ou; o
_szt( ) Zay < ) 'a_i’aa—yaAm_
au, 8:5 . 6u, auz
-3 A - Y S 3

% O{,]

lo que termina la demostracion. Al final hemos utilizado la férmula de desarrollo de una
columna por los cofactores de otra:

Z axz _ J

aya

siendo d;; = 0 cuando i # j, d; = 1 (matriz unidad o tensor de KRONECKER).

2) Ha hecho su aparicién un operador diferencial clasico, la divergencia, que opera
sobre un vector u(x,t) de la forma

div (u Z gzz = Traza (Vu).

Con esto podemos derivar el primer miembro de (2.3), (2.4).



2.4 ECUACION DE CONTINUIDAD 33

Corolario 2.3.2 Se tiene

(2.13) % ; p(x,t)dx = /D (%(x, t) + p(x,t) divu(x, t)) dx.

Estamos ahora en condiciones de caracterizar la incompresibilidad en términos del
campo de velocidades (términos eulerianos). Utilizando (2.6), (2.10) y (2.13) se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 2.3.3 Un fluido es incompresible si y sélo si

(2.14) div (u) = 0.

Los campos con divergencia nula se llaman oficialmente solenoidales, terminologia
heredada del electromagnetismo. En lengua inglesa, siempre tan directa, se llaman sim-
plemente divergence-free.

2.4 Ecuacion de continuidad. Version euleriana

En un articulo fundamental titulado “Principes généraux du mouvement des fluides”y
publicado en 1755 en la revista de la Akademie de Berlin, don Leonardo EULER tradujo la
ley de conservacién de masa (CM2), o sea (2.6), a la formulacién que llamamos euleriana.
En virtud del Lema 2.3.1, de la ecuacién lagrangiana se deduce que

d dp
2.1 Son= ) =0,
(2.15) o (pJ) o J+pJ(V-u)=0

Como J # 0 se tiene (para p # 0) la versién (CM3)

1dp
2.16 -——4+V-.-u=0.
(2.16) stV
Ademas, como
d 0
a = a +u- V,
se llega a
dp
—+u-Vp+p(V-u) =0,
ot
que finalmente da otra forma de la misma ley, (CM3’)
dp
2.1 Liv. =
(2.17) 5 + V- (pu) =0,
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ley de conservacién euleriana. Es una ecuacién en derivadas parciales de 1¢¥ orden con
variables independientes (z,¥, z,t) e incégnitas p,u. Tenemos pues por el momento 1
ecuacién con 4 (en general n + 1) incégnitas. Se ve que nos encaminamos a un plantea-
miento consistente en obtener un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, al
menos n + 1 ecuaciones para n + 1 incégnitas. Quien conozca el contenido de los estudios
oficiales de Matematicas coincidird con nosotros en que tal direcciéon implica un nivel
matematico muy avanzado. Para acabar de complicarlo, la ley es no lineal, aunque sea
lineal por separado en p y u. Veamos qué aspecto tiene en coordenadas: sean

u=ui+vj+uwk, x=/(z,y,z2).
La ley de conservacion euleriana se escribe entonces como

op 0 P o,
(2.18) i CO R a—y(fov) + 5, (pw) =0

EJERCICIO 2.2%. Comprobar la identidad:
V- (pu) = (Vp)-u+ p(Vu) =gradp-u+p(divu).

EJERCICIO 2.3*. Demostrar que para toda magnitud escalar diferenciable f se tiene la
identidad
df 0

(2.19) P = 5PN+ V- (puf),

como consecuencia de la ley de conservaciéon de masa.

2.5 Versiones integrales y teorema del transporte

2.5.1. Teorema del transporte de Reynolds. Hemos deducido la ley de conservacion
en las versiones euleriana y lagrangiana. Es importante no perder de vista el hecho de
que la ley proviene de un cdlculo con integrales. En efecto, la ley de conservacion de masa

se reducia a probar que
d

dt Jp,
En lo que sigue apareceran diversas derivadas en el tiempo de expresiones integrales. Para

manipular tales expresiones necesitamos algunos complementos de calculo diferencial y
para ello recurrimos al matemético inglés O. REYNOLDS.

p(x,t) dx = 0.

Teorema 2.5.1 Consideremos un fluido de densidad p. Sea D; un volumen material.
Entonces se tiene que para toda funcién diferenciable F(x,t)

d dF

2.20 — | pFdx= —— dx.
(2.20) i J,,” X/Dtpdtx

F' puede ser escalar o vector. Si es vector la expresion se toma componente a componente.
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DEMOSTRACION. Recuérdese que la expresion dF/dt en el integrando del segundo miem-
bro es la derivada temporal material o lagrangiana, es decir la derivada con respecto a ¢

para y fijo. Sea I la integral
I= / / / pF dx.
Dy

Por el cambio de variables dado por x = ®,(y) se tiene que

I:/// pFJ dyidyzdys.
Dy

Estamos en un dominio fijo luego

///Doatﬂ” = ///
T e I A o

Cuando el segundo miembro estd expresado en funcion de ¢ e y, las derivadas parciales
0/0t son derivadas temporales a y fijo (que también solemos escribir d/dt). Hemos usado
la ley de conservaciéon de masa en la forma (CM2’)2.

IDEA INTUITIVA. Sabemos que p dx = dm es invariante en t:

ill), rim=]]], o

EJERCICIO 2.4. Demostrar el teorema de Reynolds en la versién siguiente:

d dF
(2.21) — | Fdx= —dx + / F(V - u)dx.
dt Dy Dy dt Dy

Obtener de aqui la ley (2.13). Demostrar también que

F
(2.22) — /Fd —dx+/ div (Fu)dx = a—dx—i—/ Fu-ndS.
Dy Dy Dy p, 0 aD;

La ultima igualdad proviene del teorema de Gauss-Ostrogradskii.

2.5.I1. Version en un dominio fijo. En los cdlculos anteriores hemos considerado
un dominio material D; que “se mueve con el fluido”, es decir que es variable con t y
Dy = ®4(Dy). Es también instructivo realizar el célculo anterior considerando la integral
sobre un subdominio fijo D en que el flujo estd definido por un cierto intervalo de tiempo
y que tiene como frontera una superficie fija I'.

ZNétese que en dI/dt se usa la notacién d/dt como derivada de una funcién de una variable. Ello no
implica ninguna posibilidad de confusién.
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Teorema 2.5.2 Sea D un dominio espacial de frontera T' regular en que el flujo estd
definido por un cierto intervalo de tiempo I. Sea F' una funcién diferenciable en D x I.
Entonces

d dF
2.2 Fdx = —dx — F(u-
(2.23) pr p dx = /Dpdt dx /Fp (u-n)dSs,

donde n es el vector norma] exterior a I.

En comparacién con (2.20) se descubre que la derivada contiene un término extra de
flujo a través del borde. Este fenémeno se repetird en sucesivos calculos a dominio fijo.
Para la demostracién el lector observara que

dp
Fdx = —d Fdx
at |, +/

y utilizard (CM3’) para evaluar dp/dt. Se llega a
d dF
Fdx = — dx — - (pFu) dx.
dtpx/Dpth/DV(pu)x

Utilizamos ahora el teorema de Gauss-Ostrogradskii para transformar la ultima inte-

gral en una integral sobre la superfice I'. En particular, para F' = 1 tenemos la versién
(CM4)

d

(2.24) 7 pdx =— /r p(u-n)dsS.

El segundo miembro de esta expresion se denomina flujo de masa saliente a través
de la superficie I'. Es una funciéon de ¢ y I'. La cantidad u,, = u - n es la velocidad
normal a la superficie I'. La cantidad pu, es pues la densidad de masa saliente por
cm? y por segundo. Como dijimos en la seccién 1.5, en la visién euleriana se considera
este flujo como una cantidad basica, que puede ser directamente medida en principio, y
por ello los libros de fisica fundan la ley de conservacién de masa sobre la formulacién
(CM4). Sin embargo, el camino seguido nos ha parecido mas adecuado para comprender
los fundamentos matematicos. En todo caso, cuando se formula en estos términos la ley
de conservacion de masa se enuncia como sigue: “la variacion de la masa contenida en un
dominio fijo por unidad de tiempo es precisamente el flujo saliente de masa a través de la
frontera de ese dominio”.

EJercicio 2.5. Probar que en un dominio fijo se tiene

d oF dF
2.2 — Fdx = —dx = —_— — F)dx
(2:25) dt J» X/Datx/p<dt “V>

en vez de (2.21).
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2.6 Ley modificada

Aunque la ley de conservacion de masa es un principio muy general de la fisica, existen
circunstancias que la invalidan, como los procesos en que se dan reacciones quimicas o
nucleares. En esos casos la ley bésica admite (en formulacién euleriana) la variante

0
(2.26) prid +V-(pu) =r,

que tiene en cuenta la existencia de fuentes o sumideros de fluido distribuidos de intensidad
r = r(x,t), que se puede medir en gramos por cm? y por segundo.

Complementos matematicos

Dedicamos el resto del capitulo a diversos temas matematicos complementarios que
nos seran de gran utilidad en adelante.

2.7 El teorema de Gauss

Pasamos ahora a revisar un resultado bésico de cdlculo que utilizaremos repetidamente.

Teorema 2.7.1 (Teorema de Gauss-Ostrogradskii. Bajo hipétesis oportunas de re-
gularidad sobre el dominio D de frontera I' y la funcion f se tiene que

(2.27) //F(f-n)dS:///D(V-f) dx,

donde n(x) es el vector normal exterior al' en x € T .

La férmula (2.27) permite dar una definicién intrinseca de divergencia, independiente
de las coordenadas: el valor de Vf = div (f) en un punto x es el flujo de f por unidad de
volumen, tomando un pequeno volumen V en torno a x y el flujo a través de la superficie
frontera de V. Precisamente,

1
divf:lim—// f-n)dS.
vi—o |V| av( )

Cuando f es continua, tal afirmacién se cumple para todo punto, cuando es sélo inte-
grable se cumple casi para todo punto (teorema de diferenciacién de integrales, debido a
LEBESGUE).

Necesitaremos una extension del resultado clasico recién enunciado. En él f es en prin-
cipio una funcién vectorial. En el préximo capitulo aparece la misma situacién aplicada
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no a un campo vectorial f sino a un campo matricial. En ese caso sustituimos en (2.27)
f - n por T - n, notacién que indica la actuacién de la matriz T = (T%) sobre el vector n.
Recordamos que en fisica se suele denominar tensor a la aplicacion lineal representada
por una matriz en una base (es decir al objeto invariante que hay detras de la matriz).

Teorema 2.7.2 Versién matricial. Bajo las hipStesis oportunas anteriores, si T = (T")
es un tensor diferenciable se tiene

(2.28) //F(T-n)dS:///D(V-T)dx,

donde la divergencia de T es un vector que se define en componentes como “divergencia
por filas”:

(2.29) (V-T)i=>) 8Ti'j.

DEMOSTRACION. Todas estas versiones son consecuencia de la versién més elemental del
teorema que se escribe asi: Si f es una funcién diferenciable y n = (n,ns, n3) entonces

of

D 0x;

(2.30) dxz/fnidS.
T

EJERCICIO 2.6*. Demostrar el siguiente teorema: si f es una funcién escalar diferenciable
(2.31) /fn as =/ grad f dx.
r D

EJERCICIO 2.7. A la hora de aplicar el teorema de Gauss nos podemos encontrar con la
divergencia de un vector de la forma A - u (ver capitulo 4). Deducir la siguiente identidad
vectorial que expresa la divergencia del producto matriz-vector

(2.32) V-(A-u)=(V-Al)-u+Al:Vu,

donde V- indica divergencia, At es el transpuesto de la matriz A y el dltimo sumando es
el llamado (producto de) contraccién de dos matrices

%

(b) Demostrar que el producto de contraccién es un producto interno en el conjunto de
las matrices 3 x 3 (6 » X n) que define una norma

(2.34) |Al? = A: A

Atencién a no confundir A : A, un escalar, con A> = A - A, producto usual de matrices.
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EL FLUJO. CUESTION LINGUISTICA. Usamos en espafiol la palabra flujo en dos acepcio-
nes diferentes, una para designar el movimiento ®; (uso estdndar en geometria al referirse
al flujo generado por un campo de vectores, aqui u) y en un sentido totalmente diferente
para designar el flujo de un campo de vectores sobre una porcién de superficie orientada
(como en el teorema de GAUss). Corresponde en inglés a dos palabras distintas, flow y
flux respectivamente. Se puede evitar la confusién llamando al flow movimiento o corrien-
te, lo que haremos con frecuencia, pero el lector ha de ser consciente de que la palabra
flujo es de uso habitual en ambas acepciones.

2.8 Tubos de flujo

El teorema de Gauss se suele aplicar a fluidos estacionarios, en que p y u no son funcién
explicitamente del tiempo de modo que las trayectorias no cambian con el tiempo. Se toma
como dominio un tubo de flujo, que es una figura formada por un haz de trayectorias
que se apoyan en una curva cerrada 7 y forman una especie de tubo S que se completa
mediante dos bases o tapas transversales al tubo S; y Ss. La ley de conservacién de masa,
que ahora se reduce a V - (pu) = 0, implica entonces que

(2.35) /pu-ndSz/pu-ndS,
S1 S2

dado que no existe flujo de masa a través de la pared lateral S. Compruébese.

He aqui una manera de aplicar el teorema de Gauss a fluidos no necesariamente es-
tacionarios en 3 + 1 variables. Se toma un dominio de referencia D C IR® con frontera
regular en el que el movimiento ®; estd definido parat = 0y para t; <t < t, se considera
el dominio
(2.36) {(x,t) 1ty <t < ty, x € D,;}.

tal conjunto se llama un tubo de flujo, 7. Los conjuntos Dy, x {t1} y Dy, x {t2} se llaman
basesy S = {(x,t) : x € 0D, } es la frontera lateral.

La propiedad interesante de un tubo de flujo es que el vector (u, 1) es tangente a la
frontera lateral. Ello hace que si tomamos el campo en 3 + 1 dimensiones V = (pu, p) e
integramos en 7 se tenga que

(2.37) / V.hdS = / / divVdxdt,

donde el primer miembro estd integrado en 07 que es la unién de S y las dos bases
y las tildes se usan para designar operadores o elementos en IR*. La ley (CM3) dice
exactamente que divV = 0, y el primer miembro da

(2.38) / pdx—/ pdx+/v-ﬁd§.
D Dy, S

1]
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Puesto que V es paralelo a S, se sigue la ley de conservacion de masa integral

(2.39) /ljpdx:L pdx.

t1
Obsérvese que la idea del calculo se puede aplicar en principio a cualquier clase de
tubo, en particular un tubo con dominio espacial fijo T = D x [t1,t5] y se obtiene la
version integral al final del apartado 2.5.

to

2.9 Coordenadas curvilineas. La divergencia

Continuando con la teoria presentada en la seccién 1.8, deseamos escribir el operador
divergencia introducido en (2.12) en un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales
(x%). Podemos intentar un cambio de coordenadas usando la fuerza bruta, lo que resultara
sin duda engorroso y decepcionante para el lector. La idea correcta es mas bien utilizar
como definicién de divergencia el teorema de Gauss y escribir que ¢ =V - f si

(2.40) ][ ax=[[&-mas

Tomamos ahora un dominio conveniente, que serd el transformado por el cambio de coor-
denadas T de un cubo @ = {(z}) : |z}| < a}. La primera integral de (2.40) da

(2.41) /// (g o T)lilsls daydxyday,
Q

donde g o T indica funcién de funcién, es decir g(7'(x’')). En cuanto a la integral de
superficie tiene 6 sumandos correspondientes a las 6 caras. De acuerdo con la teoria de
integrales de superficie las dos caras orientadas perpendicularmente al eje x contribuyen

(242) //(fo T) . l2l3 (:i:elg X e'3) d.’L'IQdng = // lglg(f o T) . (:te'l) dCCIQd.Z'g

Expresando el integrando para i, z4 fijo como integral en z de su derivada, haciendo lo
mismo con las integrales en dz!dz), y dz! dzy, sumando e igualando a (2.41) se tiene

(2.43) div f =

1 0 . o / 5 ,
Lilols |:amll (lalsf1) + o) (Llsfy) + R (Ll f)],

donde escribimos f =), fje';, luego f] =f - €';.

EJercicio 2.8. Hallar las expresiones de la divergencia en coordenadas cilindricas y
esféricas. Escribir la ley de conservacion de masa.
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SoLUCION. Se tiene

(2.44) div f = 12(rfr) + 12fa + ﬁfz,
1 1 1
(2.45) divf = __( )+ rsenf 00 (fa senf)) + rsenf) O¢ (f¢)

en cilindricas y esféricas respectivamente. Con ello la ley (2.18) queda en coordenadas
cilindricas

op 10 10 0
2.4 L - i _
( 6) 8t + r a,r (rpuT) + r 80 (pu’g) + az (puz) 0’
y en coordenadas esféricas
op 10 1 0 1 0
2.4 — 4+ == . 0 — = 0.
(247) ot + r2 or (rFpun) + ong rsenfl 06 gg (Posend) + rsenf) 0¢ (pug) =0

EJERCICIO 2.9%. Escribir la condicién de incompresibilidad para un fluido plano que (a)
fluye en direccién radial, (b) gira en torno al origen.

Comentario avanzado. La ecuacion de continuidad es frame indifferent, es decir in-
variante ante el cambio de coordenadas. De hecho la versién lagrangiana es exactamen-
te la versién euleriana referida a unos ejes que se mueven (paralelamente) con el flujo
(compriebelo el lector).

Veremos en la leccién siguiente que la ecuacién de conservacion del impulso no tie-
ne esta propiedad, apareciendo nuevos términos cuando se expresa en coordenadas no
inerciales.
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Resumen

e Variables introducidas:
densidad de masa: p, medida en gr/cm? o kg/m?>.

velocidad: u = (u,v,w), medida en cm/sg o m/sg.

e Cuadro de formas que reviste la ley de conservacion de masa:

m(D) =mo(Du), [ pxtyax= [ pr.0ay.

@y ) I(y.8) = p(,0),  L(od) =0,

4 9 dt
Lipveou)y=0,  ZL4+V-(u)=
dt p ot

pr Dpdxz—/rp(u-n)dS.

Para fluidos estacionarios en un tubo de flujo

/pu-ndS:/pu-ndS.
St Sa

e Condicion de incompresibilidad:

dJ

J(yat) = 17 E - 07 p(X, t) = p(Yao)a — =0.

e Condicién de homogeneidad:
p(X, t) = p(XO’ t)a Vxp =0.
e El flujo de masa saliente por unidad de superficie a través de una superficie de normal

exterior n es
pu-n.



Capitulo 3

Ley Dinamica. Conservacion de la
cantidad de movimiento

“Ofrezco esta obra como principios matematicos de la filosofia natural,
pues toda la dificultad de la filosofia parece consistir en pasar
del movimiento a la investigacion de las fuerzas de la Naturaleza,
v luego demostrar los otros fenémenos a partir de esas fuerzas.”
I. NEwToN, “Principia”, prefacio

Para cumplir el objetivo de formular el problema de describir el movimiento de los
fluidos, o mas en general de los medios continuos, mediante un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales, el siguiente paso consiste en hallar las ecuaciones a que obedece la
velocidad . El principio fisico del que se derivan es la conservacién de la cantidad de
movimiento (o impulso). A ello se anade la conservacién del momento de la cantidad de
movimiento, que tiene consecuencias adicionales relativamente menores. Nos espera pues
otro trocito de fisica, toda ella muy accesible por suerte. Como pago a nuestro trabajo
llegaremos al concepto de tensor de esfuerzos, pilar fundamental de la mecénica de
medios continuos.

lRecuérdese ademas que al sistema de ecuaciones le deben acompaiiar las correspondientes condiciones
adicionales iniciales y/o de contorno

43
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3.1 La cantidad de movimiento y el tensor de esfuer-
zos. Ley de Newton para los fluidos

Es justo empezar la investigacién de la dindmica de los medios continuos con la famosa
segunda ley de Newton, que dice que

d

(3.1) F:ma:%(

mu),

en su versién para una particula, cf. “Principia”, 16872. En el caso de un continuo
escribimos con EULER (1752) una ley global en términos de (D), el impulso contenido
en un trozo de fluido que ocupa el volumen D, en el tiempo ¢, y de la suma de las fuerzas
aplicadas en D;, que son de dos tipos, externas y superficiales. Tenemos

(3.2) 9 H(Dy) = Fyya1(De) = Foxt (D) + Foup(Dy).

dt
Hemos de usar ahora nuestos conocimientos fisicos para expresar en concreto estas canti-
dades globales. De acuerdo con la definicién de impulso, se tiene en el caso continuo

(3.3) (D) = /D = /D upi

Por otra parte, las fuerzas externas se suponen asociadas a una densidad de fuerza por
unidad de volumen f de modo que

(3.4) Fog (D) = / £(x, t) dx.

Dy
También se denominan fuerzas de volumen. Es a veces mds natural escribirlas en la forma
f = pf,,, donde £, es la densidad de fuerza por unidad de masa, es decir, una aceleracion.
Suponemos en este texto que estas fuerzas son conocidas®. La més usual es la gravedad,
f = —pgk. Pueden también provenir de efectos de friccion, electromagnéticos, nucleares,
quimicos, etc.

Las fuerzas superficiales o de contacto son una de las mas importantes carac-
teristicas de los fluidos (o medios continuos en general) y explican la influencia relativa
de capas de fluido contiguas. Se distinguen de las anteriores en que son fuerzas de corto
alcance. jLos distintos tipos de estas fuerzas es lo que separa unas clases de fluidos de
otras, como veremos a partir del capitulo 5! Para empezar, y siguiendo a Agustin Luis
CAucHY (1822)* nuestra modelizacién de la realidad fisica supone que existe una densi-
dad superficial de fuerza, II, de modo que si I'; = 0D; es la frontera (espacial) de Dy,

2«Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, Pepys, London, 1687. En castellano: “Principios
matemadticos de la Filosofia Natural”, Alianza Ed., Madrid, 1987.

3pues caso contrario se plantea un problema matemdtico de complejidad superior.

4 Augustin Louis Cauchy, 1798 (Paris)-1857.
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que se supone una superficie lisa, y si dS = dS; es la medida de superficie, se tiene

(3.5) Faup (Dy) = / M(x, ) dS.

Ty
El segundo punto importante es que IT depende no sélo del punto (x, ¢) de I'; sino también

de la direccién n de la normal a la superficie ['; en este punto. Todo lo anterior conduce
a la siguiente expresion integral de la conservacion de la cantidad de movimiento, (CI1):

50 CIJ[ o= [[[ gons [ nas

Atn no hemos terminado, esta forma integral es demasiado general e impracticable. Don
Agustin Luis probé el siguiente gran teorema en 1827:

Teorema 3.1.1 (Cauchy) La densidad de fuerza superficial I1 ha de ser una funcién
lineal del vector normal n. Es decir, existe un tensor S(x,t) tal que

(3.7) II(x,t,n) =S-n.

Definicién 3.1.1 S se llama tensor de esfuerzos®. En coordenadas, la expresién S - n
indica el producto usual de una matriz por un vector columna.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que para todo vector unitario n = (ni,ng, n3) se
tiene que
II(x,t,n) = n11(x,t,e;) + noll(x, t, €2) + nsll(x, t, €3).

Las hipotesis necesarias son suponer que las aceleraciones y fuerzas externas son acotadas
y que II es continuo en x.

(I) Como primer paso consideramos un volumen dentro del medio formado por un
tetraedro de vértices A, B, C' y D, tal que el vector AB lleva la direccion e; y tiene
longitud a;, AC' la direccién de ey y longitud ay y AD la direccién de ez y longitud as.
El tetraedro tiene cuatro caras, que denominaremos I'y = ACD, I'y = ABD, I's = ABC
y finalmente I' = BCD, con normales respectivas —e;, —ey, —e3 y n = (ny,ng, n3),
donde las n; = cos~y; son los cosenos directores, proporcionales a 1/a;. Tenemos n; > 0
para todo i. Las dreas estan relacionadas por |I';| = |I'|n; = |T'| cos 7; (teorema de la
proyeccién de dreas). Aplicando al tetraedro la ley de fuerzas (CI1) se tiene

dl
/H(n)dS +/ H(—el)dS +/ H(—eg)dS—i—/ H(—eg)dS = _Fext + —,
r I Ty T's dt
donde hemos olvidado por un momento la dependencia de IT en x y ¢t. [ es el término
de inercia, primer miembro de (CI1). El segundo miembro de nuestra férmula se puede

50 tensor de esfuerzos de Cauchy, en inglés stress tensor.
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acotar por V(||f]| + || pa||oc), donde V es el volumen del tetraedro. Las normas L™ estén
tomadas en un entorno de A que contiene al tetraedro. Dividiendo la férmula por |I'| se
tiene

1
— [ II(n)dS + n;— I[I(—e)dS + no— [I(—ey)dS
‘m ()d5 +mpy [ Mme)dStnapey | 1H(=es)
1 1%
+n3— II(—e dS‘ flloo + || pal|co
sty eS| < (0l + el

A continuacién consideramos este calculo para un tetraedro homotético a escala € > 0,
teniendo pues lados £a;, volimen V., = &3V y 4reas laterales |T'¢| = €2|T;|. En el limite
¢ — 0 observamos que el segundo miembro de anula y que se cumple la regla de derivaciéon

de una integral
e—>0\F5|//s (x,t,n)dS =1I(A,t,n),

lim

y férmulas similares en las otras caras. Se tiene asi que
(38) H(A, t, n) + ’I’LlH(A, t, —e1) + ’I’LQH(A, t, —ez) + ’I”LgH(A, t, —63) =0.

Hemos obtenido esta relacién para n = (ny,ng,n3) con n; > 0. La misma igualdad con
cambio de signo de algin n; se obtiene cambiando la orientacion del tetraedro. En caso
de que algin n; se anule basta con repetir el razonamiento tras girar los ejes (también se
puede tomar una figura de paralelepipedo en vez del tetraedro). Con ello concluimos que
(3.8) es cierto para todo vector unitario n. El razonamiento anterior puede resumirse ast:
dado el distinto rango de las fuerzas de contacto y de las externas, existe equilibrio local
de las fuerzas de contacto, reflejado en (3.8).

(IT) En un segundo paso consideramos el efecto del cambio de orientacién en el vector
normal. Tomemos una bola B de radio € centro x; y dividdmosla mediante un plano
de normal e; en dos semiesferas B; y By con superficies exteriores I'y y 'y y sea I la
superficie plana comun a las dos semiesferas, orientada con normal exterior e; en By y
—e; en B,. Razonando como antes, se llega a

// HdS+// [1dS = O(e?),

// HdS+// (x,1,€)dS = O(?),

//r2nd5+// DS = 0(2Y),

correspondiendo a la ley de conservacién aplicada a B, a B; y a By respectivamente.
Restando, dividendo por €? y haciendo € — 0 se tiene

(3.9) [(x,t,e) + (x,t,—e;) = 0.
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La misma igualdad se obtiene en cualquier otra direccién. Este paso se puede resumir
como la igualdad de las fuerzas de accién y reaccion.

A partir de (3.8) y (3.9) se obtiene la igualdad deseada para n = (ny, ng,n3). [J

En una base determinada S viene descrita por una matriz S = (S%), de forma que si

IT = (H15H25H3)a n= (nlan25n3)a

J

Definicién 3.1.2 Los esfuerzos normales S* (colineales con n) se denominan esfuerzos
de tensién si S* > 0, de compresién si S* < 0. Los esfuerzos no diagonales, como S*?, se
denominan esfuerzos cortantes o de cizalladura®.

y entonces

Noétese que cada una de las componentes es una fuerza por unidad de superficie: asi, S*?
mide la fuerza paralela al eje e; actuando en una superficie de area unidad y normal e,.

VERSION DIFERENCIAL. Deseamos llegar a una versién de la ley (CI1) sin integrales. Para
ello hemos de transformar la integral de superficie en integral de volumen y también hemos
de derivar bajo el signo de integracién. Los resultados de la leccién anterior resuelven
ambos problemas. Asi, a partir de (CI1) y el teorema de Cauchy se tiene:

du

(3.10) 4 pudx = / p— dx = / (f +divs)dx, V D, C Q.
dt Dy D: dt Dy

Debido a la arbitrariedad de D concluimos la versién (CI2), que expresa el equilibrio de
fuerzas a nivel puntual:

du
Pt
El primer miembro es el término de inercia, masa por aceleraciéon. FEl segundo se des-
compone en dos sumandos, uno de las fuerzas externas, que es comun con la mecanica
clasica, y el otro de las fuerzas de contacto, que caracteriza la dindmica del medio continuo
(fluido). Es la ley fundamental que describe la dindmica del fluido y es de gran utilidad

visualizar la ecuacién (3.11) como el equilibrio de fuerzas que actiian sobre una particula
fluida ideal.

En capitulos sucesivos esta ley tomard las formas clasicas de Euler y Navier-Stokes
cuando derivemos expresiones adecuadas para el tensor S que tengan en cuenta las pro-
piedades del tipo de fluido que queremos describir en cada caso. Equivalentemente se
escribe (CI2’) como:

(3.11) —=f +divs.

ou 1 1
12 — . — —f+ -divs.
(3.12) 5 + (u-V)u p -l—pdle

bshear stress en inglés.
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OBSERVACION. En el tratamiento matematico es preciso prestar gran atencién al signifi-
cado del término convectivo (u - V)u, que proviene de la regla de derivacién material en
t, pues es un término no lineal. En coordenadas significa

(u-V)u); = Zuj%.

J

Recordemos que en notacién usual hoy dia en las matematicas este tipo de operador se
escribiria como derivada direccional, (u-V)u = D,u, o ain como

(Vu) -u=(Du)-u,

producto de la matriz jacobiana de u por el vector u. El signo de producto - entre matriz
y vector es opcional.

EJercicio 3.1. Deducir las formas del operador u - V en coordenadas cilindricas y
esféricas:

(3.13) u-V=t—+—F+ U~
r

(3.14) 0oyl W0 U O

3.2 Primera idea de los sistemas completos

Veamos ahora algunos casos de aplicacién de las leyes obtenidas.

3.2.1. Comenzamos por una dimensién de espacio. Entonces S es un escalar, que
podemos denotar S = —p(x,t) sin pérdida de generalidad. Este es un caso muy simple
y no completamente artificial pues lo podemos pensar como el flujo de agua en un canal
lineal. Es un buen ejemplo para empezar.

EJjERCICIO 3.2. (a) Escribir el sistema (CM)-(CI) en una dimensién espacial.

b) Suponer ademés que la densidad es constante y la fuerza cero. Hallar la solucién
general.

(c) En el caso anterior identificar la solucién tinica mediante condiciones iniciales para
u y de contorno para p. ;Han de cumplir alguna restriccion? Enunciar precisamente el
teorema y escribir en detalle la férmula de u y p.

(d) {Qué sucede cuando p no es constante? ;Y cudndo la fuerza es la de la gravedad,
siendo x la coordenada vertical?

Desarrollaremos este ejemplo con més detalle en el capitulo 5, ejemplo 5.4.
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3.2.2. Pasamos ahora a los flujos multidimensionales. Nos centraremos aqui en los
modelos mas sencillos, los fluidos perfectos, que son agellos en que S es una matriz
isétropa, en notacién usual

S = —p(x,t) L
Entonces se tiene divS = —Vp, luego
ou 1 1
3.15 — -Vju=-f—--Vp.
(315) 5+ Vu= gV

Estos fluidos fueron introducidos por Euler en 1755, mucho antes pues del andlisis de
Cauchy. El modelo matematico de los fluidos perfectos contiene efectos de tensiéon o
empuje, pero no los cortantes o de arrastre.

EJERCICIO 3.3*. (a) Escribir el sistema de leyes (CM)-(CI) en coordenadas en tres
dimensiones. Utilizar las notaciones usuales x = (z,y, 2), u = (u, v, w).

(b) Escribir el sistema de los fluidos perfectos en el caso incompresible.

Estudiaremos con detalle este importante tipo de fluidos(perfectos incompresibles, lo
que se adapta al comportamiento de los liquidos) en el capitulo 5. Los gases, que son
esencialmente compresibles, pueden ser perfectos. La teoria de los gases compresibles
perfectos se desarrolla en el capitulo 7.

(c) Hacer la hipétesis adicional (ya contemplada por Euler como modelo de la elasticidad
del fluido) de que p es una funcién creciente conocida de p, que no se supone constante,
y escribir en 1D el sistema de los gases compresibles (tipico por ejemplo de la acistica).

Veremos este sistema con detalle en el capitulo 7, ver seccién 7.6.

El estudio de los fluidos perfectos, tanto incompresibles como compresibles, ha sido el
objeto preferente de la Hidrodindmica tedrica y ha motivado muy importantes desarrollos
matematicos, notablemente en analisis, variable compleja, geometria y topologia. Pero
en algunos aspectos préacticos de interés el acuerdo con la realidad es muy pobre, lo cual
ya fue observado por los cientificos del siglo XVIII y motivé la biisqueda de modelos més
sofisticados, buisqueda que ocupd el siglo XIX y que en un sentido aiin continua.

3.3 Simetria del tensor de esfuerzos

Para una masa puntual la ley (3.2) es suficiente para describir la dindmica. Para un
cuerpo extenso, aparte de la ley de conservacién del impulso o cantidad de movimiento ya
examinada, se tiene una ley adicional de conservacién del momento angular (o momento de
esta cantidad de movimiento). Veremos que se reduce casi a la misma ley anterior, con una
consecuencia adicional, que el tensor de esfuerzos ha de ser simétrico. Para demostrarlo
procedemos como sigue: en nuestra situacion la ley de conservacién del momento se escribe

(3.16) %///Dt(xxpu) dx:///Dt(xxf) dx—i—//rt(xxl'[)dS,
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donde a x b denota producto vectorial de dos vectores, que se puede también describir
como
axb= Zsijkeiajbk,
ijk
siendo €, el tensor cuyas componentes valen 0 si algin indice se repite, 1 si la permutacion
ijk es par, y -1 si es impar (ver seccién 1.9). Tenemos

(3.17) ///Dtpxx(%u—%f)dxz//rtxx(s-n)dS.

Hemos de evaluar el ultimo factor. Utilizando la convencién de sumacién de indices
repetidos se tiene para todo i

// (XX Sn)zdS:// 5Z-jka:j5klnl dS:/// Eijki(ﬂijskl)d)(:
Iy Iy Dy oz,
:/// sijkxji(Skl)dx+/// Sijkéjlskldxz
Dy oz, Dy
:/// (XXdiVS)idX—{—/// silkSkldx.
Dy Dy

(0;j =1si¢=j, 0en caso contrario). Introduciendo esto en (3.17) y teniendo en cuenta
la ley (CI2’) nos queda que para todo dominio D,

Zei /// 6ilkskldX:0.
Dy

ik,

Teniendo en cuenta el significado de g se deduce que el integrando que acompaina por
ejemplo a e; es S32 — S? que ha de ser cero. En general se deduce que S* — S%* = 0
para todo [ y k.

Direcciones principales

Debido a la propiedad de simetria, el tensor de esfuerzos estd representado por una
matriz simétrica con respecto a cualquier sistema de ejes ortogonales. Por consiguiente,
existe una base del espacio respecto a la cual el tensor estd representado por una matriz
diagonal. Con respecto a esos ejes no existen pues esfuerzos tangenciales. Las direcciones
de esos ejes se llaman direcciones principales de esfuerzos. Obsérvese que pueden variar
de punto a punto.

3.4 Ejes no inerciales. Aceleraciéon de Coriolis

La ecuacion del impulso no es indiferente al cambio de ejes inerciales. Escrita respecto a
ejes no inerciales, la expresion de la ley cambia para incluir nuevos términos, que se visuali-
zan como fuerzas ficticias. Este es un tema bien conocido en la mecanica clasica. Veamos
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el calculo en el caso de ejes rotatorios que se mueven segin el cambio de coordenadas
introducido en la subseccién 1.8.5:

(3.18) x = R(t) + A(t)X/,

con (d/dt)A = Q(t) x A, eje de giro Q(t) y velocidad angular |Q(t)|. Pongamos para mas
sencillez R = 0. Hemos visto que la velocidad respecto a unos ejes fijos en el espacio se
descompone entonces como

(3.19) u=1u+9Q x x,

donde u’ es la velocidad tal como la percibe el observador que se mueve con los ejes
rotatorios. Aplicando a (3.19) la regla
d _d

L _% 9
PP TIAUULS

obtenemos para la aceleracién du/dt = d*x/dt* referida a los ejes fijos la descomposicién

2 2!
%:(Z; +@><X'+Qx(§2xx’).

(3.20) —

dx'
20(t) x —
+2Q(t) x o

Vemos que la aceleracion tal como se ve en los ejes moviles viene acompanada de tres
términos. Pasando éstos al segundo miembro podemos escribir la ecuacién dindmica

p(du/dt) = —Vp+f respecto a los ejes méviles, es decir en funcién de x' y ¢, en la forma
d*x’
(3.21) P = Vb 141}

donde f' es el vector de fuerza externa, expresado en los nuevos ejes mediante el cambio
de coordenadas usual, y la fuerza ficticia estd dada por

dS2
(3.22) f}z—?pru’—pr(Qxx’)—pgxx'.

El primer término es la famosa fuerza de Coriolis,” que es perpendicular a u’ y 2. El
término pQ x (Q x x') es la fuerza centripeta. El dltimo término no tiene un nombre
usual y desaparece cuando la rotacién es uniforme. Una vez referido todo a los ejes
moéviles podemos suprimir las primas en las formulas. La consideracién de estas fuerzas, en
particular la fuerza de Coriolis, es fundamental en el estudio de los fenémenos atmosféricos
referidos a ejes fijos sobre la Tierra. En efecto, en ese caso {2 se supone constante, la
aceleracién centripeta no es importante y la aceleracién d*R.(t)/dt? de la Tierra respecto
a las estrellas tampoco.

EJERCICIO 3.4 (a) Demostrar la férmula de las aceleraciones (3.21) usando coordenadas.

"El matemético francés G. Coriolis, 1792-1843, fue el primero en estudiar la influencia de la rotacién
de la Tierra sobre las ecuaciones del movimiento escritas respecto a ejes fijos sobre la misma en 1835.
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(b) Demostrar que si tenemos un término de traslacién del origen R(¢) la fuerza ficticia

tiene un término suplementario —p d?R.(t) /dt2. Este se interpreta como la fuerza aparente
que compensa por el movimiento traslacional acelerado de los ejes méviles.

Otros ejercicios del capitulo

EjERrcICIO 3.5%. Escribir la ley de conservacién (CI2) en la forma equivalente (CI3):

(3.23) %(pu) + V- (puu) =f +divs,

donde uu = u ® u es la matriz producto diddico. Se define: u® v = (a;;) con a;; = u;v;.
Concluir que en un dominio fijo

d
(3.24) — pudx:/fdx+/ SndS — pu(u-n)dsS.
dt Jp D oD aD

Los dos ultimos términos se escriben en coordenadas

S¥n;dS — / pu;un; dS.
;/zm ’ ; oD 7
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Resumen

e Nuevas variables:

presién : p(x,t), con unidades: la baria= 1 dina/cm?=, el pascal= 1 newton/m?= 10
barias. Para las unidades usadas en climatologia ver cap. 9.

tensor de esfuerzos: $ = (S%), mismas unidades.

e He aqui el cuadro de formas que reviste la ley de conservacién de la cantidad de

movimiento p
—/// pudx:/// fdx+//S-ndS,
dt Dy Dy I
d

0 1 1
pd—ltl:f+divS, a—ltl+(u-V)u:;f+;divS,

%(pu) + V- (puu) =f +divs.

e Para fluidos perfectos
divsS = —Vp.

e El flujo de impulso saliente a través de una superficie de normal exterior n es
pu(u-n)—Sn

por unidad de superficie.
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Capitulo 4

La conservacion de la energia. El
calor y la temperatura

Se introduce en este capitulo la ltima de las leyes de conservacion basicas, que afir-
ma la conservacion de la energia total. Se introduce la energia interna, se deduce para
ella la ecuacién de conservacién de Neumann y se analiza el término de interaccién hi-
drodindmica-termodindmica. Se deduce a continuacién la ecuacién del calor bajo varios
supuestos.

4.1 Variables termodinamicas. Concepto de energia
interna

La ley de conservacién de masa (CM3) y la ley de conservacién de la cantidad de mo-
vimiento (CI2) constituyen (en el espacio tridimensional) un sistema de 4 ecuaciones
involucrando 3+1+ 6 incognitas escalares, a saber: u, p, y S. Se sigue de ello que, en la
situacion mas general, la descripcién del movimiento de un medio continuo exige nuevas
leyes. Estas son de dos tipos. Por un lado, una nueva ley general del tipo de las anterior-
mente vistas, la ley de conservacion de la energia, con que completamos el elenco de leyes
de conservacion; por otro, leyes especificas de los fluidos llamadas leyes constitutivas, a
las que dedicamos los capitulos siguientes y que explican qué forma tiene el tensor S.

El estudio de la energia, el calor y la temperatura es natural en la Mecanica de Fluidos
como parte de la Fisica, pues es bien sabido que el calor y la temperatura juegan un papel
en el comportamiento de muchos fluidos, por ejemplo en la atmdsfera. La teoria fisica
sobre el calor no se desarrollé hasta mediados del siglo XIX cuando se pudo disipar el mito
del caldricoy se comprendid que el calor es una forma de energia. La primera formulacién
de un principio general se debe al médico aleman J. R. MAYER, que en 1842 enuncié (en

95
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términos ain vagos) la Ley de Conservacién para la Energia Total de un sistema. Los
trabajos de J. JouLE! y H. HELMHOLTZ establecieron la equivalencia calor-trabajo y el
hecho de que los cambios de energia de un sistema material equivalen a la cantidad de
calor suministrada al sistema mas el trabajo realizado por las fuerzas exteriores sobre
el sistema. Asi se resume el Primer Principio de la Termodindmica. La energia
puede pues transformarse de la forma mecdanica a la calorifica, representada en la energia
interna, y viceversa.

Para comprender intuitivamente la aparicion de esta energia en el estudio de los fluidos
hemos de regresar a la modelizacién. Segin hemos dicho en el capitulo 1, la realidad de
un fluido fisico se imagina sustituida por un medio continuo formado por “particulas
fluidas” de volumen muy pequeno V', dotadas de una velocidad media u y una masa
pV. Al describir la evolucion de tales particulas observamos primero que se deforman
con el movimiento. Segun la Mecanica clasica obedecen a una ecuaciéon dindmica, que
hemos examinado en el capitulo precedente, y cuya estructura de fuerzas ain no hemos
terminado de precisar.

Para continuar observamos que las particulas tienen una energia cinética de trasla-
cién de valor (1/2)pu?, exactamente como si fuesen masas puntuales. Pero dado que
no lo son, también tendrdn una energia de rotacién e incluso una energia de vibracién.
Cuando consideramos conjuntos enormes de tales particulas, a escala microscépica, estas
ultimas energias dan origen a una magnitud global, la energia interna, que se percibe
experimentalmente como calor y cuya intensidad da origen al concepto de temperatura.
La Mecanica Estadistica explica racionalmente cémo estas magnitudes macroscopicas se
originan a partir de las energias individuales de las moléculas, que son los componentes
reales que existen bajo la fachada ideal de los fluidos: la energia interna y la temperatu-
ra son cantidades macroscépicas que representan un promedio estadistico de fenémenos
microscopicos, como las rotaciones y vibraciones moleculares y los potenciales intermo-
leculares. Afortunadamente, el desarrollo de una teoria de los fluidos no necesita de un
estudio detallado de estos fendmenos estadisticos.

El estudio sistematico de los intercambios de energia a nivel macroscépico, y la relacién
con el calor y el trabajo es el objeto de la Termodinamica. Se trata de una ciencia nada
trivial de la que nosotros cubriremos en su momento los detalles que nos son esenciales y
que son relativamente accesibles. Punto de partida es admitir la existencia de una serie
de magnitudes llamadas variables de estado (termodindmicas) que describen el estado
(energético) del sistema en un momento dado sin tener que recurrir a su historia pasada.
Una de ellas es la densidad p (o su inversa, el volumen especifico v). En este momento
necesitamos postular la existencia de una nueva magnitud escalar e, llamada energia
interna especifica?, que unida a la energia cinética, de densidad (1/2)u?, constituyen
la energia total, de densidad E. Ademas, la energia interna esta intimamente relacionada

Len su honor el julio es una unidad de trabajo.
2especifica quiere decir por unidad de masa. En los libros de Termodindmica se designa la energia
interna por U, lo que no hacemos aqui por temor a la confusién con la velocidad.
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con otra variable termodinamica, la temperatura, que es la magnitud mas comtinmente
usada en la vida practica.

En su mayor generalidad las variables dinamicas, como la velocidad, y las termodiné-
nicas recién mencionadas vienen regidas por leyes que las relacionan entre si, es decir
por sistemas de ecuaciones diferenciales acoplados. Pero en casos afortunados, el sistema
se desacopla y podemos estudiar la dindmica sin tener que preocuparnos de los procesos
térmicos y al revés. El desacoplamiento de la dindmica ocurre en los procesos incompre-
sibles que estudian en los capitulos 5 y 6, por lo que el alumno interesado en ellos puede
prescindir en una primera lectura de este capitulo.

4.2 La ley de conservacion

Se postula una ley de conservacién para la energia total de un sistema contenida en el
volumen movil Dy,

1
(4.1) E(Dt):/ pE(xt)dx, E=gu’+e,
Dy

de acuerdo con el Primer Principio, en este dominio material los cambios de energia sélo
se deben a la cantidad de calor suministrada al sistema mas el trabajo realizado por
las fuerzas exteriores. En concreto la transformacién sucede de forma que si el calor
es extraido del sistema, o el trabajo realizado por el sistema, estas contribuciones seran
negativas. Ello se traduce en la expresién general (que el lector comparard con la ley de
conservacién de la cantidad de movimiento):

(4.2) %E(Dt) = Poyi(Dy) + Poyp(T'y) + Q(Dy) — ®(Ty),

donde P,,; denota el trabajo por unidad de tiempo, es decir, la potencia realizada por las
fuerzas exteriores:

Pezt(Dt) = / f . udX,
Dy

Py, es la potencia de las fuerzas superficiales:

Pyup(Ty) = /F 1T -uds,

@ designa el aporte o pérdida de calor (fuentes o sumideros de calor distribuidos) con una
densidad de ¢, proveniente de efectos de reaccién quimica, radiacién u otros®:

Q(Dy) = /D adx

se mide en calorfas por cm? y segundo.

3
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y finalmente, ® es el flujo de energia calorifica saliente a través de I'y, debido a fenémenos
de conduccién y radiacion. Usualmente la parte de conduccién de calor es la mas impor-
tante. Haremos también la hipétesis de que ® admite una densidad J:

®(D,) :/ J-nds.
Ty

Con todo ello obtenemos en concreto la siguiente versiéon de la ley:

(4.3) / pdi (1u2+e>dx:/ (f-u—l—q)dx+/(H-u—J-n)dS.
Dy t 2 Dy It

Nos interesa ahora aislar de aqui la evoluciéon de la energia interna, dado que ya
conocemos la ley de evolucién de u. En efecto, a partir de las secciones precedentes
podemos calcular la variacién de la energia cinética

d d P o 1 d , / du
4.4 —E.in(Dy) = — —udx = - —udx = — dx.
(44) gi&ein(D) dt/thu * 2/Dtpdtu Y
De acuerdo con la ley de conservacion del impulso tenemos entonces
d
(4.5) —Ecin(Dy) = / u-fdx —|—/ u-divSdx.
dt D: D:

Por otra parte, la potencia de las fuerzas de contacto se divide en dos componentes al
aplicar el teorema de Gauss.

Lema 4.2.1 Se tiene la siguiente descomposicion:

(4.6) /H-udS:/ u-didex+/ S :Ddx.
Iy Dy Dy

donde D es la parte simétrica del tensor Vu:

1 (0u; Ou,
[ —— 1 J

denominada matriz de las velocidades de deformacion (rate of strain en inglés).

DEMOSTRACION. Poniendo todo en coordenadas y aplicando Gauss se tiene

Ft i,j Ft

u-divSdx + / — S5 dx.
Dy ; Dy (931‘]'

Algunos lectores preferiran realizar este cdlculo en forma mas sintética. He aqui la forma:
el integrando de la expresién a la izquierda es (u, S-n) = (S-u, n) dado que S es simétrica.
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Denotamos por (, ) el producto escalar para mayor visibilidad. De acuerdo con el ejercicio
2.7 se tiene que
div(S-u) =divS-u+S:Vu.

Dado que S es una matriz simétrica, es facil ver que se puede sustituir en la expresion
iltima Vu por Vu', o bien por la parte simétrica D = 3(Vu + Vul):

4. M = SYDY =8:D
(4.9) st o1 2; :

Como dijimos en el capitulo 2, la nueva operacién entre matrices cuadradas, (:), llamada
contraccion, produce un escalar mediante la férmula

(4.10) A:B =) A;By =Traza(A'B).
ij
La contraccién es una generalizacién del producto escalar de vectores a matrices (se ex-

tiende en general a tensores de orden superior). Recordamos que no se debe confundir la
contraccién de dos matrices con su producto usual (o producto de composicién). []

Al sustituir la expresién (4.6) en la ley de conservacién (4.3) se ve que la primera
integral de (4.6) es absorbida por la variacién de la energfa cinética (4.5), mientras que la
segunda:

(4.11) W = S:Ddx

Dy
contribuye a la variacién de la energia interna. Este término refleja un trabajo realizado
por unidad de tiempo (es decir, una potencia desarrollada) por el fluido al deformarse. Una
parte de esta potencia es recuperable, pero otra se disipa irremediablemente en forma de
calor (proceso irreversible), como veremos al estudiar los fluidos viscosos. Tenemos pues,

igcin(Dt) = / u-fdx+/ (IL- u)dS—/ (S:D)dx.
dt D, r, D,

Descontando de la férmula (4.3) el valor de la variacién de la energfa cinética, (4.12), se
obtiene la ley de la energia interna (CE1):

d de
—& 1 (Dy) = —dx = S:D—divJ)d
b (D)= [ ofix= [ (@50 aivax

(4.12)

(4.13)

que da la férmula puntual (CE2):

d
(4.14) pd—(;:S:D—i—q—divJ.

Esta ecuacién es atribuida a C. NEUMANN (y también a KIRCHHOFF y MAXWELL).
Relaciona los incrementos de energia interna (primer miembro), el trabajo por unidad de
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tiempo (S : D) y el aporte de calor (¢ — divJ). Esta es pues una expresién concreta del
famoso Primer Principio de la Termodinamica antes aludido.

El término S : D es el término de acoplamiento entre las ecuaciones del movimiento
(ecuaciones hidrodindmicas) y la ecuacién energética.

Comentarios

1) La Termodindmica es la ciencia que se ocupa de las transformaciones de calor en
trabajo mecanico y viceversa. Los trabajos de JOULE, CARNOT y MAYER entre 1824 y
1842 permitieron reconocer que el calor es una forma de energia y establecer las leyes de
transformacion de las que (CE2) es expresién. Nos ocuparemos con algiin detalle de las
ideas y terminologia termodindmicas en el estudio de los fluidos compresibles, Capitulo 7.

2) Hemos avanzado en el proyecto de obtener un sistema completo de ecuaciones que
rijan la evolucion de los fluidos mediante una nueva ecuacién de conservacion, que hemos
de anadir a las (CM3) y (CI2). Sin embargo ello se ha hecho a costa de introducir
una serie de nuevas incognitas, e, ¢ y J, con lo que las cuentas parecen ir de mal en
peor. Y a todo esto, aun no ha aparecido una magnitud importante, la temperatura
absoluta T'. El lector se preguntara cémo salir del embrollo. Pues bien, a partir de aqui
entran en juego las llamadas leyes constitutivas, que permiten relacionar estas magnitudes
haciendo intervenir las propiedades fisicas concretas del material considerado. Se pasa asi
del estudio completamente general a uno mas concreto, y ello nos permitira cerrar el
problema.

3) Es preciso senalar que una parte apreciable de la mecédnica de fluidos no hard uso
de la ley de conservacién de la energia (CE2), pues podremos prescindir totalmente de la
energia interna (caso incompresible), o hacer hipdtesis que relacionen directamente p y p
en el caso compresible (gases barotrépicos). Todo ello se vera con detalle en los préximos
capitulos.

EJERCICIO 4.1. Si en el estudio de la energia suponemos que f deriva de un potencial
estacionario, més precisamente si f = —p VU (x), tenemos que

Pecct:_/ pu-Vde:—/ piU(X)dx:—i pU(x) dx,
Dt Dt dt dt Dt

dado que dU/dt = u - VU, y la ley de conservacién de la energia es equivalente a

d

4.1 d
(4.15) 7

1
(é(u)2+e+U) =div(S-u)+q¢—divJ.

Esta es una ley de conservacién para la suma de las 3 densidades de energia: cinética,
interna y potencial. Cuando la fuerza es la gravedad se tiene f = —pgk y U = gz (con
x = (x,¥,2)). Recordemos que existen en la prictica fuerzas no conservativas, como las
de friccién, que provocan disipacion irreversible de energia.
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EJERCICIO 4.2. (a) Demostrar que para los fluidos perfectos en que S = —p(x;t) I, el
término de trabajo de deformacién, (4.11), toma la forma
(4.16) S:D:—p(V-u):E@.

p dt

Concluir qué relacién existe entre contraccién de un fluido perfecto (dp/dt > 0) y aumento
de energia interna. Este tema se tratard en detalle en el Capitulo 7 al estudiar los fluidos
perfectos compresibles.

(b) Demostrar que el término div (S - u) que aparece en (4.15) toma la forma

0 d
(4.17) div(S-u):—Vp-u—p(V-u)=a—f—p£(%).
EJERCICIO 4.3. (a) Demostrar que cuando se toma un volumen fijo D en el fluido la
férmula de variacién de la energia es

(4.18) %5cin(D):/Du-fdx+/r(n-u) dS—/D(S:D)dx—/F%p(u)Q(u-n) ds.

Comparar con la férmula para un dominio material. El nuevo término que aparece en un
dominio fijo se denomina flujo de energia cinética a través de I' = OD.

(b) Escribir la férmula correspondiente para la energia total.

4.3 Transporte de calor en un medio en reposo

Podemos adelantar el espiritu del estudio pendiente con una aplicacién clasica de la ley
(CE2). Es tipico que se suponga con gran aproximacion que e = CT, siendo 7" la tempe-
ratura absoluta y C una constante positiva, caracteristica del cuerpo, llamada el calor
especifico. Ademas se supone la ley de transporte del calor de FOURIER:

J = —kVT,

(ley del transporte por conduccién, donde k es una constante llamada conductividad
térmica; se desprecia el aporte por radiacién). Estos son ejemplos de relaciones constitu-
tivas. Veamos qué sucede con la ley (CE2) bajo estas hipétesis en el caso limite en que
suponemos que el fluido estd en reposo, u = 0. Entonces p(z,t) = p(z) y d/dt = 9/0t

por lo que nos queda
Oe

Pat
Con las hipétesis anteriores y suponiendo ¢ dada se llega asi a

T
(4.19) C’paa—t = kAT +¢,

=q—divJ.
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que es la ecuacién del calor clisica, de la que (CE2) es una generalizacién que permite
describir intercambios de energia en medios méviles, apareciendo entonces el acoplamiento
con la hidrodindmica.

En condiciones estacionarias (07/0t = 0) se obtiene a partir de (4.15) la ecuacién de
LAPLACE-POISSON,

(420

donde f = —q/k. Esta ecuacién, que encontraremos de nuevo en los fluidos potenciales,
es uno de los modelos matematicos que mas influencia ha tenido en el desarrollo de las
matematicas en los dos tultimos siglos. Los capitulos 10 y 11 estaran dedicados a su
estudio.

Obsérvese que la ecuacién (4.20) no controla los estados estacionarios térmicos si el
medio no estd en reposo.

EJERCICIO 4.4*. Ecuacién con conveccién. (a) Corregir la férmula (4.19) para que
describa la propagacién del del calor en un medio en movimiento uniforme, u = a (con lo
que Vu =D = 0 y no hay acoplamiento con la hidrodindmica). Obtener la férmula

T
(4.21) Cp (é(;_t +a-VT) =kAT +q.

(b) Demostrar que esta ecuacién se reduce a (4.19) mediante el cambio x' = x — at.
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PROGRAMA DE ESTUDIO DE LA ECUACION DEL CALOR

He aqui las principales etapas de un estudio matemético de la ecuaciéon del calor.

1. Eleccién del problema considerado: tipo de dominio (acotado, no acotado, el espacio en-
tero, un semiespacio,...), de datos de contorno (Dirichlet, Neumann, mixtos; homogéneos
o 10), de datos iniciales. A ello se anade la posible modificacién de la ecuacién para incluir
coeficientes variables, términos de conveccion, términos fuente especiales,...

2. Teoria de existencia y unicidad. Teoria de regularidad. Esta es la parte mas abstracta
que utiliza las herramientas del Analisis Funcional.

3. Construccién de soluciones especiales. Sintesis de soluciones generales a partir de las
especiales. Esta etapa es en si misma una base para la anterior y por lo tanto la suele
preceder en el estudio practico. Véase el ejercicio 4.6.

4. Calculo numérico. Es otra posible via de acceso a la construcciéon de una teoria de
existencia. El cdlculo de errores estd intimamente ligado a la dependencia continua de las
soluciones respecto a los datos y a la cuestion de estabilidad, de importancia fundamental
en las aplicaciones.

5. Desarrollos particulares, en especial comportamiento asintético cuando bien ¢, bien ||
tiende a infinito. Desarrollos asintoticos.

6. Modulo de aplicacién. Problemas de calculo efectivo. Problemas de control. Problemas
inversos.

El lector habra tenido ocasién de considerar gran parte de este programa en los cursos
de EDPs y Calculo Numérico. Es importante que en este momento integre estos conoci-
mientos en el marco més amplio del estudio de los fluidos y la termodindmica (de donde
histéricamente provienen).

4.3.1 Ecuacién del calor no lineal (de los medios porosos)

La derivacion anterior sufre una ligera modificacién cuando la difusividad térmica depende
de la temperatura, kK = k(7"). Se deduce en ese caso la ley

(4.22) Cpr = AO(T),

donde @ es la funcién definida por ®(7) = fOT k(s)ds (llamada transformaciéon de KIRCHHOFF).
Hemos puesto h = 0 para mayor sencillez. El caso potencial en que k(T) = cT™, n > 1,

aparece en fisica de plasmas (cf. ZELDOVICH-RAIZER [ZK]). Se puede escribir la ley en

la forma

oT
. — = cAT™
(4.23) T ;
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donde m = n + 1. Volveremos a encontrar esta ecuaciéon al hablar de gases en medios
porosos, capitulo 10.

NoTA FiNAL. Dadalaimportancia de la ecuacién del calor y sus variantes en el estudio de
los fluidos dedicamos un Capitulo 17 a presentar los principales resultados matematicos,
describiendo en particular la ecuacién (4.23), que es menos conocida, con sus soluciones
particulares mas importantes y sus curiosas propiedades.

Complementos

4.4 El tensor velocidad de deformacion

Para medir la deformacién de un medio se estudia la evolucién relativa de tres puntos
préoximos. Mds en concreto, se toman pequenos incrementos en direcciones arbitrarias
en torno a un punto fijo xg, Ax; = x; —x9g = h y Ax' = x| — xg = h', y se estudia
la variacion del producto escalar de estos incrementos con el tiempo. La tnica forma de
hacer un célculo efectivo es tomar incrementos infinitesimales, h = dx y h/ = dx’. Esta
variacién es de tipo material, es decir se supone que los extremos de tales vectores se
mueven como particulas. Asi se mide la velocidad de deformacion infinitesimal.

Proposicion 4.4.1 Tenemos

d
(4.24) 5 (dx-dx') = ) " 2DYdz;dx.

1,J

DEMOSTRACION. Dado un tal elemento en tiempo ¢ = 0 de la forma dy = . dy;e;, la
transformacién ®; provoca un incremento en un tiempo t > 0 fijo

Tenemos pues que, al variar £ manteniendo dy fijo, se produce una variacién

d . d 09, . Ou . 6_u% o

1,
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Trabajando del mismo modo con un un segundo elemento de referencia dy’ se tiene que

d n_d b
dt(dx-dx)— dtdx-dx + dx -dtdx_

es decir (4.24). []

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.2 La condicién necesaria y suficiente para que una region D; que se
mueve con el fluido no sufra deformacion en un intervalo de tiempo t; < t < ty es que
D = 0 para todo X € Dy, t; <t < t,.

Con algun trabajo mas se demuestra el siguiente resultado més preciso.

Proposicion 4.4.3 La condicién necesaria y suficiente para que una region conexa Dy
no sufra deformacion en el intervalo temporal t; < t < ty es que el campo de velocidades
se pueda escribir de la forma

(4.25) u(z,t) = a(t) + b(t) xx, xe€ Dy,

es decir como combinacion de una traslacion y un giro en cada instante.

La demostracién puede verse en DUVAUT [Du]. Continuaremos con el estudio de la
descomposicion del vector u en la secciéon 5.7, donde analizaremos el significado de la
parte antisimétrica de Vu.

4.5 El laplaciano en coordenadas curvilineas

En el estudio de los problemas de autovalores el lector se encontrara en la necesidad de
manejar la expresién del operador laplaciano en coordenadas curvilineas. La tarea es facil
dado que conocemos las expresiones de la divergencia (seccién 2.9) y el gradiente (seccién
1.8). En efecto, con las notaciones de la seccién 1.8 se tiene

Af =V -Vf=divgrad f=V’f =

1 [0 (bh 0, 0 (bho), 0 (Lo
l112l3 8:1;’1 ll 83711 8:1:’2 lg 833,2 833’1 l3 a.’IIg ’
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que en coordenadas cilindricas da

1g( 6f)+182f & f

M=o \Tar) T rae T o

T ror

y en esféricas

10 of 1 0 of 1 9*f
Af=—=—r— — = —=.
/ r2 Or (T 67") * r2 senf 00 (sen@ ) * r2 sen26 0¢?
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Resumen

e Nuevas variables y coeficientes:

densidad de energia interna: e(x,t), medida en calorias o julios por unidad de volumen
densidad de energfa total: F(x,t) = fu? +e,

temperatura: 7(x,t), medida en grados

flujo de energia a través de una superficie: J

densidad de fuentes de calor: ¢

calor especifico: C

conductividad térmica: k

e Formas de la conservacién de la energia:

E
pcii—t:(fu—f—q)—i-div(Su—J),
dEcm_f + divs
o —f-utu-divs,

€ —S:D4g—div]
— =8 —divJ.
P q

e Ecuacién del calor para un fluido perfecto de leyes e = ¢T, J = kVT, con ¢,k
constantes:

dl' pdp
@ _ P AT 44,
Par = par TRAT T

e El flujo saliente de energia total (por unidad de superficie) es p E(u,n) —(Su,n)+J n,
el de energia cinética es (1/2)pu*(u,n) — (Su, n),

el de energia interna pe(u,n) + Jn.
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Referencias para el capitulo

e La ecuacién del calor viene estudida en multiples referencias desde diversos puntos de
vista. Un estudio completo se halla en

[Wi] D.V. WIDDER, “The heat equation”, Academic Press, New York, 1975.

e La referencia cldsica para los desarrollos en serie de las soluciones de las EDPs sigue
siendo:

[CH] R. COURANT, D. HILBERT, “Methods of Mathematical Physics”, Wiley, New York,
1989 (primera ed., 1937).

e Los detalles sobre el tensor de deformacion pueden consultarse en:

[Du] G. DuvauT, “Mécanique des milieux continus”, Dunod, Paris, 1990.

e Las ecuaciones del calor no lineales (4.22), (4.23) vienen deducidas en el marco de los
fenémenos hidrodindmicos a altas temperaturas en el texto

[ZK] YA. B. ZeUpovicH, Yu. P. RAIZER, “Physics of Shock Waves and High-
Temperature Hydrodynamic Phenomena”, 2 vols., Academic Press, New York, 1966.
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CLASIFICACION DE

LOS FLUIDOS

Los 4 capitulos que siguen son por asi decirlo el niicleo del libro. En ellos se caracterizan
los fluidos dentro de los medios continuos por la forma que toma el tensor de esfuerzos.
Se introducen asi los conceptos de fluido perfecto y de fluido viscoso-newtoniano, y se
formulan respectivamente las leyes dindmicas de EULER y NAVIER-STOKES, que son
hitos de esta teoria. la division perfecto-viscoso es fundamental en el estudio de los
fluidos. Junto con la distincién compresible-incompresible se obtiene asi la clasificacion
de los fluidos en los cuatro tipos basicos: perfectos incompresibles, perfectos compresibles,
viscosos incompresibles y viscosos compresibles. Sigue a este estudio un capitulo destinado

a la Fluidoestdtica, que fue por su sencillez relativa la rama mads antigua de la Mecanica
de fluidos.

Los fluidos viscosos que atraviesan medios porosos forman la mas notable excepcion
al cuadro anterior, pues su descripcion eficaz esta basada en la ley de DARCY, con la que
se modela en una escala espacial mas grande el comportamiento medio de tales flujos.

En todos los casos se identifican las ecuaciones fundamentales y se formulan los pro-
blemas clasicos en forma de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales no lineales con
adecuadas condiciones iniciales y de contorno. Es de notar que tales condiciones adicio-
nales son de una importancia capital en la ciencia aplicada a la hora de determinar el
comportamiento efectivo del fluido.
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Capitulo 5

Los fluidos perfectos. El caso
incompresible

Planteamos en el primero de los capitulos anunciados la teoria de los fluidos perfectos
y examinamos el sistema de ecuaciones diferenciales a que conduce el estudio en el caso
de un fluido perfecto incompresible. Se introducen los conceptos de fluido homogéneo,
ideal, irrotacional y potencial. Se introduce el concepto de vorticidad y se realiza la
descomposicién de un campo de velocidades en su parte expansiva y su parte rotacional.
Se ponen diversos ejemplos y se investigan las formulas de BERNOULLI y sus consecuencias.

5.1 Medios continuos y fluidos

Desde el punto de vista matemético (euleriano) un medio continuo clasico viene descrito
por un campo de velocidades u y una funciéon de densidad p que varian en funciéon de x
y t en un dominio variable ;. Estas 4 funciones (n + 1 en general si sustituimos IR® pr
IR™) estan sujetas al siguiente sistema de EDPs no lineal

dp
p(a—?—i-u-Vu) =f+divSs.

Como ya hemos dicho, este sistema no estd bien determinado (no estd cerrado, en el
lenguaje usual) porque tenemos mds incégnitas que ecuaciones. Introducir la ecuacién
de la energia tampoco resuelve todo el problema, porque con ello se introducen nuevas
variables, como e, ¢, J y T'.

El siguiente paso en la modelizacién matemdtica consiste en introducir nuevas re-
laciones, llamadas leyes constitutivas o leyes de comportamiento, que permitan

71



72 FLuibOS PERFECTOS

obtener un sistema de tantas ecuaciones como incégnitas. Al contrario que las leyes de
conservacion, las leyes de comportamiento no descansan sobre los principios basicos de la
Fisica, sino que se deducen en forma mas ad hoc con diversos razonamientos que reflejan
la realidad meso- o macroscépica de la materia. Una derivacion racional debe recurrir a
la Mecédnica Estadistica y no siempre es satisfactoria. jLa Mecéanica de Fluidos es una
ciencia experimental!

Serd conveniente dividir las variables en fundamentales y suplementarias. Entre las
primeras se cuentan la velocidad (variable cinemadtica), la densidad y la temperatura
(variables termodindmicas). La eleccién depende del tipo de fluido, como veremos en
los capitulos que siguen. Las relaciones constitutivas consisten en expresar las demds
variables en funcion de las fundamentales mediante relaciones cerradas, no diferenciales.

El primer paso en esta direccién consiste en proponer una expresion para S, mediante
una llamada ley reoldgica del material (del griego, rheo= fluir). A través de la estructura
de S se introducen en el planteamiento matematico las caracteristicas que permiten mo-
delizar las propiedades concretas que constituyen un fluido y lo separan de otros tipos
de medios continuos. En un fluido, S puede depender de las variables basicas u'y p y
T, con la particularidad que la dependencia respecto de u se realiza como funcién del
gradiente,Vu, o mas precisamente de la matriz de velocidad de deformacion D. Este es
un hecho fundamental que refleja la intrinseca deformabilidad de un fluido.

Por el contrario, en la teoria de sélidos eldsticos, desarrollada por LAME, S depende
de la matriz de la deformacién M = D®,, definida en la secciéon 1.3. Es decir, en un
solido el esfuerzo es provocado por los gradientes de las deformaciones o distancias a que
las particulas se separan con respecto a la configuracién de equilibrio, mientras que en un
fluido sélo interviene la velocidad de variacién de esos gradientes, pero no los gradientes
mismos.

A partir de aqui, existen diversos niveles clasicos de modelizacion de lo que es un fluido
a través de la estructura admisible de S.

5.2 Problemas matematicamente bien propuestos

Pasamos a describir en capitulos sucesivos las clases fundamentales de leyes reoldgicas
para los fluidos. Combinaremos estas leyes con las leyes de conservacion y eventuales leyes
constitutivas (las leyes termodindmicas) para obtener sistemas cerrados de ecuaciones en
derivadas parciales que junto con adecuados datos iniciales y de contorno producen una
solucion bien determinada, en otras palabras constituyen un problema bien propuesto.
Este es un concepto fundamental de la mateméatica como ciencia aplicada, y su enunciado
preciso de debe al matemaético francés J. HADAMARD, segin el cual un problema estd
bien propuesto si posee existencia-unicidad-dependencia continua, las tres propiedades
que caracterizan una buena teoria matemdtica. Mas precisamente, el problema bien
propuesto contiene una lista de ecuaciones o relaciones y una lista de datos a elegir en
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un conjunto adecuado X, que es un espacio métrico o al menos topolégico. Asi mismo
se especifica el tipo de solucién a obtener en un espacio Y. El problema bien propuesto
permite hallar para cada conjunto de datos f € X un elemento tnico u € Y que es
aceptable como soluciéon del problema, y ademés u depende continuamente de f en las
topologias respectivas. Desde el punto de vista tedrico, la tarea de la matematica de los
fluidos consiste en formular problemas en espacios funcionales oportunos y demostrar que
estan bien propuestos. Queda para el experimentador la valoracion de la relevancia de
tales modelos.

En este contexto la obtencién de soluciones particulares no juega un papel esencial,
pues nos interesa el conocimiento de todo el conjunto de soluciones y no sélo el de aquellas
que se prestan a la representacién analitica, lo cual, dada la complejidad de la teoria, es la
excepcion y no la regla. En la practica sin embargo, las soluciones particulares expresadas
analiticamente juegan un papel de gran importancia pues permiten analizar en detalle los
fenémenos que se supone son validos en general y sacar valiosas consecuencias.

5.3 Fluidos perfectos. Ecuacién de Euler

Se denominan fluidos perfectos aquellos que tienen un tensor de esfuerzos de la forma mas
simple, en que se excluyen los esfuerzos cortantes; sobre las superficies de separacion de
dos elementos contiguos de fluido sélo aparecen esfuerzos perpendiculares a la superficie,
lo que excluye totalmente la friccion y el arrastre mutuo. En virtud del teorema de
CAucHY (Teorema 3.1.1), la ausencia de esfuerzos cortantes se traduce en la existencia
de una matriz diagonal

(51) S=-p (x,y,z,t) I

llamada a veces ley de la presion isotropa. En efecto, la funcién escalar p es llamada
presién (interna) y es otra variable esencial de la mecdnica de fluidos que se afade
a py u. De hecho, la importancia del concepto de presién ya fue reconocido en los
comienzos de la teoria de fluidos en el estudio de la hidrostética (ver la resefia histérica
o el capitulo 9), pero fue J. BERNOULLI en su Hydraulica quien primero hizo un uso
claro del concepto en el estudio de los fluidos en movimiento. Para un fluido perfecto la
ecuacion de conservaciéon del impulso queda pues

(5.2) p (%—1: +u- Vu) = -Vp+f,

que es la famosa ecuacién de Euler (L. EULER, 1755), una de las ecuaciones mas
importantes de la mecdnica de fluidos.

Estrictamente hablando, ésta es s6lo una situacion idealizada pues la friccion existe y
tiene consecuencias no desdenables. Ahora bien, en muchas situaciones practicas la apro-
ximacion que representa es suficiente y, dada la dificultad matematica de los problemas
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de fluidos, su simplicidad relativa es una gran suerte. Pero en otras situaciones tal sim-
plicidad provoca una serie de paradojas que hacen necesario pasar a modelos de fluidos
de estructura mas compleja.

EJERrcIcio 5.1%. Deducir la versién de la ecuacién de Euler en coordenadas cilindricas:

(0 1 10 1
e+ (0 V), = uf = ——=P oy
7 AL PN
(53) 4 U+ (u . V)UG + —u,uy = ___p + _fa’
3 Tlep 170 F
__top 1
| T (- V)u: = p 0z N pfz'

Recordamos la notacién u = u,e,.+ugey y el operador u-V fue calculado en el Ejercicio 3.1.
Se recomienda hacer el cdlculo directamente en coordenadas cilindricas. Debe senalarse
que la mayor complicaciéon de las ecuaciones en estas coordenadas se debe al término
u - Vu, del que se originan “nuevos términos”, debidos a las derivadas espaciales de los
vectores de base. El lector recordara que éste es un fenémeno bien conocido en Geometria
Riemanniana bajo los epigrafes “derivada covariante”y “simbolos de CHRISTOFFEL”, ver
también lo dicho en la seccién 1.8. En fisica se llama a esos nuevos términos aceleraciones
(o fuerzas) ficticias.

EJERCICIO 5.2. Escribir la ecuacion que resulta cuando consideramos movimientos planos
circulares de la forma
(5.4) u=uv(r0,t)e,,

es decir suponemos que u, = u, = 0. En particular, poner f = —pgk. Descubrir la
conocida descomposicién de la aceleracién de un movimiento circular en sus componentes
tangencial y centripeta, cf. seccién 1.4.

5.4 Fluidos perfectos incompresibles

El estudio de los fluidos perfectos se divide en dos grandes clases, a saber fluidos perfectos
incompresibles, para los que la ley de conservacion de masa toma la forma

dp
dt
indicando que se conservan los volumenes por el flujo, y los fluidos perfectos compre-
sibles, para los cuales la ley de conservaciéon de masa toma la forma general

(5.5) Vu=0 y J=1 0,

0
(5.6) a—';+u-Vp+p(V-u):0.
Asi pues, en el primer tipo de fluidos tenemos 5 ecuaciones, la vectorial (5.2) y las escalares

div (u) =0y dp/dt = 0, que permiten en principio calcular las 5 incdgnitas, u, p y p.
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Es natural en los fluidos incompresibles hacer la hipdtesis adicional de que la densidad
sea constante, que incluso se normaliza en p = 1. Ver el comentario final a la secciéon
2.2. En ese caso tenemos cuatro ecuaciones hidrodindmicas: la ecuacién vectorial de
conservacién de la cantidad de movimiento (5.2) y la escalar de incompresibilidad (5.5),
que forman el sistema

ou 1 1

e ; - _ - °f

(5.7) 5 + (u-V)u pr+ Pt
V-u=0.

que nos deben permitir determinar el flujo, es decir, el campo de velocidades y la presion
(cuatro incégnitas). Como es natural en las EDPs, la determinacién de una solucién
particular exige conocer datos adicionales: datos iniciales para p y u, asi como datos
de contorno para u, que toman usualmente la forma

(5.8) u-n=0 en 0.

Este dato refleja fisicamente la existencia de una pared impermeable. En el caso de
paredes permeables podemos imponer el flujo a través de S

(5.9) u-n=g(z) en 0N

En este caso, la incompresiblidad exige que si S = 0f) entonces

/5 g(z) dS =0,

es decir que salga tanto fluido como entra. [Ind.: usar (5.5) y el teorema de Gauss; cf. méas
adelante Teorema 12.7.1]. Otra posibilidad es suponer que la pared 02 es impermeable
pero se mueve con velocidad normal u,, = ¢ (dominio variable).

La energia. En los fluidos perfectos incompresibles no es preciso entrar en la conside-
racién de la energia. En efecto, se puede ver ficilmente que el término de acoplamiento,
crucial en (4.12) y (CE2), vale S:D = —p (V-u) (cf. Ejercicio 4.2) y por tanto se anula.
En virtud de la férmula (4.12) la energia cinética sélo cambia por efecto de las fuerzas
exteriores y las condiciones de contorno. Supuestas las condiciones de contorno (5.8), el
término Il-u = —pu - n se anula sobre el borde 02 y entonces

diEcin(Q):/u'de'
Q

Mas aun, esta contribucion es cero si f = 0, y también si el campo es conservativo,
f = —VU, tras una integracién por partes. Asi pues, bajo estas condiciones la energia
cinética se conserva en el dominio total 2.
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5.5 Fluidos ideales

En el estudio de los fluidos perfectos incompresibles es usual considerar la hipétesis adi-
cional de homogeneidad, introducida en el capitulo 2, seccién 2.2,

(5.10) Vyp =0.

Definicién. Un fluido perfecto, incompresible y homogéneo se llama fluido ideal.

El fluido ideal representa el modelo idealizado mas simple del comportamiento de un
liquido (cf. Johann BERNOULLI, “Hydraulica”, Daniel BERNOULLI, “Hydrodynamica”).
Aunque es s6lo un modelo aproximado, es de gran utilidad y conduce a problemas clésicos
del analisis matematico, estudiados a partir de la obra de los BERNOULLI y EULER en
el siglo XVIII. Las ecuaciones de un fluido ideal forman el sistema (5.7) con p constante.
Junto con adecuadas condiciones iniciales y de contorno deben permitir calcular el campo
de velocidades u y la presién p en un dominio espacio-temporal {2 . Observamos que por
la homogeneidad del medio podemos escribir que

o (P
(5.11) Vp=V().

CORRECCION DE LA PRESION ANTE UN CAMPO CONSERVATIVO. Veamos algunas consi-
deraciones simplificativas adicionales. En muchos casos se pueden despreciar las fuerzas
exteriores, f = 0. En otros casos la fuerza exterior es conservativa, es decir proviene de

un potencial
(5.12) f=—pVU.

Tal es el caso de la fuerza gravitatoria f = —p gk, que proviene del potencial gravitatorio
U = gz. Podemos entonces englobar el potencial en el término de presién y escribir el
segundo miembro de (5.7) de la forma

(5.13) —v (%) ,

donde m = p+ pU es la llamada presién no hidrostatica, denominacién que proviene de
la aplicacién a un liquido bajo la accién de la gravedad donde 7 es la parte de la presion
que no se debe a la gravedad, cf. capitulo 9. Cuando U = gh se utiliza frecuentemente
en su lugar la cantidad
(5.14) T2y

P9 P9
llamada altura piezométrica. En muchas situaciones ésta es la cantidad practica, que se
mide con un manémetro de mercurio por ejemplo. Volveremos sobre estas ideas tras el
teorema de Bernoulli, seccién 5.9.

En resumen, podemos decir que la presencia de un potencial gravitatorio se traduce
en una gran mayoria de problemas de fluidos ideales en una modificacién de la presion
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sin afectar a la determinacién del campo de velocidades. Un caso en que esto no es cierto
son los problemas de frontera libre, cf. secciéon 5.10.

DENSIDAD NO CONSTANTE. FLUJOS O CORRIENTES ESTRATIFICADOS. Es de mencionar
que existen flujos incompresibles no homogéneos, como los flujos estratificados, de interés
en Oceanografia. Témese por ejemplo

(5.15) u(z,y,2) = (u,v,0), V-u=0, p=p2).

En cada nivel z =constante pedimos que (u, v) cumplan la ecuacién de Euler (o de Navier-
Stokes si son viscosos, cf. Cap. 6). Si ademds no queremos aceleraciones verticales el
segundo miembro de la ecuacién (5.2) ha de ser nulo. NOTA: Se trata en el ejemplo de
fluidos ligeramente compresibles que realizan su movimiento en capas de forma incompre-
sible. En general se usa la palabra incompresible con la intencién de incluir la propiedad
de homogeneidad.

EJercicio 5.3. Construir un ejemplo estratificado en 3D con capas horizontales.

NotA: Es importante que p no dependa de la variable vertical z, si lo hiciera cambiaria
el significado del gradiente Vp al pasar de 2D a 3D.

5.6 Resultados de existencia y unicidad

I. PROBLEMA DE EVOLUCION EN UN DOMINIO ACOTADO. El sistema de Euler incom-
presible ideal con datos iniciales y de contorno ha sido muy bien estudiado en dimensién
dos. El primer resultado de existencia para la ecuaciéon de Euler planteada en todo el
plano es W. Wolibner, [Wo|, en 1933. Tosio KATO prob¢ en 1967 [Ka] el siguiente teore-
ma de existencia y unicidad de solucion global clasica; global quiere decir que existe para
todo t > 0, clasica que todas las derivadas que aparecen en las ecuaciones son funciones
continuas y las ecuaciones se satisfacen en todo punto.

Teorema 5.6.1 Sea ) un dominio acotado del plano con frontera I" compuesta de m + 1
curvas cerradas simples regulares I'y, I'y,---,T',,, de las que I'y rodea a todas las demas
y éstas no se contienen unas a otras. Denotemos por QQr el cilindro espacio-temporal
Qx[0,T], T > 0. Sea f(x,t) un campo de fuerzas de la clase de Hélder C;IQ’O(QT),
paraun 0 < a < 1, y sea up(x) un dato de velocidad inicial en la clase C'**(Q), que es
ademas solenoidal, V - uy = 0.

Entonces existen un par de funciones, u(x,1), p(x,t), que satisfacen el sistema (5.7)

en el sentido cldsico, siendo continuas en @, clausura de Qr, tanto ellas como todas sus
derivadas que aparecen en las ecuaciones. Ademas, u satisface la condicion de contorno

(5.16) u-n=0 enl,
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asi como la condicion inicial
(5.17) u(x, 0) = up(x) para x € Q.

Por iltimo, u es tinica y p es tinica salvo adicion de una funcion arbitraria del tiempo.

II. OTROS PROBLEMAS DE EVOLUCION. Un teorema semejante existe en todo el plano,
Q = IR?, con adecuadas condiciones de decrecimiento cuando x| — co. Por el contrario,
la teoria en tres dimensiones es sustancialmente més dificil y no existe un teorema de
existencia global clasica.

III. PROBLEMA ESTACIONARIO. Recordemos que ademads del probema de evolucién se
plantea el problema estacionario. Un fluido estacionario es aquél que en su version
euleriana no cambia con el tiempo:

(5.18) p=px), u=u(x).

En el problema estacionario se suprimen del sistema (5.7) las derivadas temporales y se
eliminan las condiciones iniciales. Veremos mas abajo, Ejercicio 5.5, que el problema
estacionario admite en general soluciones miltiples.

Obsérvese que si apliciramos la misma idea de fluido estacionario a la versién la-
grangiana, ello conduciria a un fluido sin aceleraciones presentes, una situacion harto
mas simple. Llegamos asi a la rama llamada estatica de fluidos, objeto de las primeras
investigaciones, donde la presién juega un papel dominante, cf. capitulo 9.

IV. PROBLEMA INVERSO. Un problema usual de tipo distinto es el de caracterizar
los campos vectoriales que pueden ser el campo de velocidades de un fluido perfecto
incompresible. Se trata en resumidas cuentas de saber si el campo dado es incompresible
y si existe una funcién presién p(x,t) tal que el par (u, p) satisface la ecuacién (5.2). La
dificultad consiste en que la presién aparece como un potencial para la expresion

(5.19) V =p(uy +uVu) —f,

luego este campo ha ser conservativo. De existir la presién estard definida salvo una
funcion arbitraria de . En tales problemas se toma por defecto p constante y f = 0.
Volveremos sobre este problema en los ejercicios del final del capitulo, una vez hayamos
comprendido el papel de la vorticidad.

5.7 Descomposicion y analisis local de la velocidad.
Concepto de vorticidad

El estudio de los fluidos ideales implica resolver un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales. Para simplificar la tarea se suelen tomar dos medidas: una consiste
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en aislar la presién de la velocidad, que se toma como variable fundamental. La segunda
consiste en identificar en la velocidad la componente de rotacién, lo que da lugar a una
nueva divisién de los flujos de los fluidos ideales segin su grado de complejidad.

5.7.A. En concreto, en el analisis de los fluidos ideales tiene particular importancia la
consideracién de la vorticidad, dada por la formula

(5.20) ‘ W =rotu,

lo que en notacién tensorial equivale a

3
0
W= ey, =123

Uk
x.
jik=1 Oz;

La vorticidad es una medida de la “rotacién local” que efectia el movimiento. Para mejor
comprender el papel del vector vorticidad es conveniente considerarla como parte de la
descomposicion del tensor Vu en una parte simétrica y una antisimétrica,

(5.21) Vu=D+A.

Esta descomposicién es un hecho general. En efecto, basta definir
1 1
(5.22) D= 5(Vu +(Vu)h), A= 5(Vu — (Vu)?).

Hemos visto que la parte simétrica D juega un papel en el estudio de la energia (cf.
secciones 4.2 y 4.4). También veremos que es la parte relevante en la descripcién de los
efectos viscosos. Un hecho elemental de dlgebra nos ilustra sobre el significado de A. En
efecto, si escribimos

1 0 —Ww3 W2

A= — w3 0 —W1 3
2
—W2 W1 0

observamos que para todo vector h

(5.23) A-h=jwxh,

un producto vectorial en términos de la vorticidad.

5.7.B. Veamos ahora el significado de esta descomposicion en términos del movimiento.
Imaginemos para empezar que el campo de velocidades es constante, u = uy. Entonces
la integracién de la ecuacién
dx(t)
dt
nos proporciona una familia de trayectorias rectas, x = y + ugt. Veamos a continuacion
qué sucede con un campo de velocidades u que depende linealmente de x, es decir con

=u(x,t) = uy,
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Vu constante. Si sélo tiene parte antisimétrica, Vu = A, u = A - X, nos encontramos con
la integracién del flujo
dx(t)
dt
que produce un giro alrededor del eje de direccién w con velocidad angular (1/2)|w|, cf.
el ejemplo 1.1 y el 5.3 més abajo. Es pues un movimiento rigido, sin cambio de volumen
ni deformacién.

=A-x(t) = %ﬁ x x(t),

Por otra parte, en el caso en que el gradiente constante es simétrico, Vu = D, esta
matriz puede ser diagonalizada tras un cambio de ejes ortogonal Q:

DI = QD Q_l = diag{dl, dz, dg}

El flujo correspondiente
x(t)
dt
es pues una dilatacién (contraccién si d; < 0) de factor e%® a largo de cada eje e;, provo-
cando una dilatacién de volumen total

Ldv
vV dt

=D- X(t),

= d1 + d2 + d3 = Traza (D),

lo que no es sino la ley de cambio de volumen (férmula de Euler, (2.9)), pues la traza de
D es exactamente divu.

5.7.C. Hemos analizado por separado la contribucion de los tres tipos de campos y hemos
descubierto que solamente D provoca una deformacién real del medio. Veamos ahora el
efecto conjunto en un campo de velocidades variable. Supongamos por sencillez un fluido
estacionario. En un entorno de un punto xq escribimos por Taylor (con h = x — x)

1
u(x) =u(xg) +D-h+A-h+O(|h|*), A-h= qw X h,
con D y A las partes simétrica y antisimétrica de Vu(xg). El flujo de u puede pues ser
aproximado para pequenos incrementos de x y de tiempo por la composiciéon de una
traslacion rigida (debido al término de velocidad constante u(xg)), méas la deformacién
creada por D, més la rotacién debida a A con eje infinitesimal la direccién de .

Como es bien sabido, los flujos de campos de vectores lineales se obtienen mediante
el formulismo matematico de la matriz exponencial. Ahora bien, las exponenciales de
matrices no conmutan en general, de forma que una férmula de composicién basada en la
combinacién de los tres efectos resenados sélo es cierta para tiempos infinitesimales (por
ejemplo, es 1itil en los algoritmos numéricos). [NOTA. La composicién de flujos de campos
que no conmutan se estudia en geometria diferencial. La no conmutatividad da lugar al
corchete de Lie, una caracteristica sobresaliente del dlgebra de Lie de campos vectoriales].
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5.8 Flujos irrotacionales y potenciales

Son de gran interés por su simplicidad los flujos en que la vorticidad es nula, llamados
flujos o corrientes irrotacionales. En principio el sistema resultante

Jou 1 1
s : = _= °f
5t +(u-V)u pr+p :
V-u=0
rot (u) =0,

es sobredeterminado y por tanto podria ser incompatible, pero ya LAGRANGE observé
que un fluido ideal cuya vorticidad es nula inicialmente se conserva irrotacional para todo
tiempo ¢ > 0 si el campo de fuerzas externas es conservativo. HELMHOLTZ obtuvo en
1858 la siguiente férmula para la evolucién de la vorticidad.

Lema 5.8.1 Si el campo de fuerzas es conservativo la vorticidad evoluciona de acuerdo
con la ecuacién

(5.24) %w’ =(&-V)u .

Demostraremos este resultado en el capitulo 14 dentro del estudio de la vorticidad (es
un simple ejercicio de calculo diferencial vectorial). Siguiendo con nuestro argumento,
dado que la ecuacién (5.24) es lineal en & es inmediato que a datos iniciales nulos corres-
ponde una solucién nula (si trabajamos en todo el espacio o si los datos de contorno son
adecuados).

Los flujos irrotacionales estdan intimamente relacionados con un concepto de gran im-
portancia, el potencial de velocidades, concepto acuiado por EULER. Ello es conse-
cuencia de un resultado cldsico del andlisis.

Lema 5.8.2 Si un campo vectorial u € C1(Q) estd definido en un abierto simplemente
conexo de IR® entonces es irrotacional si y sélo si admite una ® tal que
(5.25) Vo =u.

Inversamente, si un campo C' admite una funcién potencial es irrotacional.
Definicién. Si existe un potencial el movimiento recibe el nombre de flujo potencial.

Siu = (u,v,w) se tiene
(5.26) S, =u, ®,=v, &,=w.

Obsérvese el problema de los signos: mientras es costumbre en dindmica que las fuerzas
deriven de un potencial al que se cambia de signo, en el presente caso se usa el convenio
positivo, V® = u. !

LEl uso de un convenio u otro es cuestién de costumbre establecida, y no afecta a la teorfa, pero puede
generar peligrosas confusiones.
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Proposicion 5.8.3 La condicién de incompresibilidad se transforma en un fluido poten-
cial en la ecuaciéon de LAPLACE

(52

es decir el potencial es una funcién armdnica (en las variables espaciales).

El estudio de las funciones arménicas es uno de los temas més clasicos de las ma-
tematicas de este siglo. Ha sido fuente de innumerables desarrollos del analisis matematico
y tiene las mas variadas aplicaciones. Observamos que el concepto de potencial permite
en este caso separar el calculo de las velocidades del de las presiones.

COMENTARIOS TOPOLOGICOS. Recordamos aqui que un abierto se llama simplemente
conexo si tiene la propiedad de que toda curva cerrada es hométopa (es decir, deforma-
ble con continuidad) a un punto. Los abiertos convexos, o més en general los abiertos
estrellados, son casos particulares de conjuntos simplemente conexos en IR". Pero la bola
perforada, {x : 0 < |x| < R}, que es simplemente conexa en IR*>, NO lo es en IR?. El co-
rrespondiente cilindro perforado no es simplemente conexo en IR®. Tampoco lo es el toro
(la forma del doughnut). En los dominios no simplemente conexos los conceptos de irro-
tacional y potencial no coinciden, dando lugar a un andlisis de gran interés (matematico
y fisico), del que veremos algunos detalles en los capitulos 12, 14.

GENERACION DE VORTICIDAD. La propiedad de irrotacionalidad se extiende a ciertas
clases de fluidos compresibles pero no se mantiene en general ni en éstos ni en los fluidos
viscosos, donde la generacién de vorticidad en el movimiento da lugar a fenémenos ma-
tematicos muy interesantes. Ello corresponde a fenémenos que se observan en la realidad.
iLa hipdtesis de irrotacionalidad impediria toda creaciéon de rotacion en la naturaleza!

5.9 Formulas de Bernoulli

Vamos a obtener una importante relacion para los fluidos ideales debida a D. BERNOULLI,
que es una especie de integral primera del movimiento. Hemos de suponer que la fuerza
exterior es conservativa, es decir proviene de un potencial. A continuacién necesitamos
una férmula de calculo vectorial.

Lema 5.9.1 En n = 3 se tiene

2 2
(5.28) (u-V)u:(qu)xu—i—V(%):ﬁXu_i_v(u?)'
DEMOSTRACION. Calculemos por componentes. Sea u = (u, v, w). Entonces

(Vxu)xu=(wu, —wg) —v(vy — ty), u(vy — uy) — w(wy, —v,),v(wy —v,) — u(u, —wy)),
V(u?) = V(u? + v? + w?) = (uug + 00y + Wy, iy + v0, + Wy, ut, + V0, + WW,) .
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Sumando:

2
u
(Vxu)xu+ V(;) = (wu, + vy + Uy, UV, + VU, + WU, W, + VW + ww,) =

= (u-Vu,u-Vo,u-Vw) = (u-V)u,

lo que demuestra la igualdad. []

Volvamos al cédlculo principal. Con lo anterior la ecuacién de Euler, férmula (5.2),
queda en la forma:

ou 2 p

u
(5.29) 2ﬁ+ﬁxu——V& H_EA?+U.

La funcion de Bernoulli H que aparece en el segundo miembro es un potencial compuesto
de un término de energia cinética, uno de energia de presion y otro de energia potencial.
H es pues una especie de energia total. Compdrese con la energia total del Ejercicio 4.1.

CoOMENTARIO. Como lo usual es que la energia potencial sea gravitatoria, U = gz, es
frecuente usar en vez de H la cantidad

1 u?
(5.30) “H=" 2y

g 29 gp
que se interpreta como una suma de alturas: altura de velocidad, altura de presiéon y
altura hidrostética (cf. cap. 9).

Veamos ahora algunas consecuencias de esta formula bajo hipdtesis suplementarias en
que la férmula de Bernoulli dice que H se conserva en un cierto sentido. Es tutil considerar
varias situaciones.

Primera situacién particular

Las formulas anteriores son de inmediata utilidad para los fluidos irrotacionales, es
decir aquellos en que la vorticidad @ = rot(u) es cero. Entonces la ecuacién de Euler
queda en la forma

ou u?
(5.31) — +VH =0, H:—+I—)+U,

ot 2 p
donde hemos supuesto que existe un potencial de fuerzas. Si ademas el flujo es estacio-
nario, du/dt = 0, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.9.2 (Ley de Bernoulli) En un fluido ideal, estacionario e irrotacional la
energia total H es constante en cada componente conexa del dominio de definicién del
flujo,

1 P
5.32 —u? 4+ =+ U = cte.
(5.32) 5 ;
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En términos de alturas cuando U es gravitatorio se suele escribir

2
(5.33) 2l =cte

29 pg

Ejemplo 5.1 Un ejemplo tipico de aplicacién sucede cuando consideramos el flujo ideal
irrotacional de un liquido por un tubo de seccién variable que suponemos colocado en
posicién horizontal. Sean S; y S las areas de la seccién en dos puntos distintos del tubo
y sean u; y us las velocidades respectivas, que suponemos idealmente constantes. De
acuerdo con la ley de conservacion de masa se tiene que

Slul = SQU,Q.
Aplicando la ley anterior se tiene ademas

uf — ug = 27@2 — p1).
P
Lo que demuestra la dependencia del salto de presion con la seccion. Estudiar esta
dependencia. En particular se ve que podemos llegar a tener presién nula en un tubo que
se estrecha y que la velocidad maxima esta limitada. Llegado al limite de presién nula
aparece el fenémeno de cavitacion.

Ejemplo 5.2 Un segundo ejemplo trata de la velocidad con que un liquido sale por un
orificio (pequeno) situado en la pared lateral de una vasija mantenida en reposo. Bajo
las condiciones anteriores (que uno debe examinar para cerciorarse de su adecuacién) se
tiene que en la superficie del liquido, que suponemos a altura 0, se tiene p = py (presién
atmosférica) y velocidad (casi) 0, mientras que en el orificio, a distancia h més abajo, se
tiene p = pg y velocidad v. Por Bernoulli se llega entonces a

(5.34) v? = 2gh,

formula llamada teorema de TORRICELLI y deducida mateméaticamente por BERNOULLI.
Es una férmula sorprendente pues copia exactamente la féormula de caida libre de un
cuerpo en el vacio.

NoTA. Todo el razonamiento anterior se basa en la anulacién del término @ x u. Existen
campos de velocidades no necesariamente irrotacionales para los que este producto es
cero, los llamados campos de BELTRAMI. Para ellos el teorema 5.9.2 es cierto.

Segunda situacién. Flujos rotacionales.

Queremos demostrar una ley de conservacién del tipo Bernoulli sin suponer que la
vorticidad se anule. Supondremos que las fuerzas exteriores provienen de un potencial
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estacionario U. En ese caso ya no buscamos una conservacion global sino que calculamos
la variacion de H a lo largo de una trayectoria. Se tiene

dH O0H
%—E'i‘(U'V)H.

Por la definicion de H
oH . ou 1 @

ot Yo oo

Ademds, multiplicando (5.29) por u se sigue que

Ou .
ua—i—(u-V)H:—u-(U‘xu):O.

Deducimos asi el siguiente resultado

Teorema 5.9.3 En un fluido ideal con potencial de fuerzas estacionario la energia total
varia a lo largo de cada trayectoria de acuerdo con la formula

dH 10
(5.35) ez _ 2P
dt  pot
Si el flujo tiene una presion estacionaria se concluye que la energia total es constante a lo
largo de cada trayectoria, dH/dt = 0.

La ultima afirmacion se conoce como forma general de la ley de conservacién de Ber-
noulli. Este resultado fue probado por Daniel BERNOULLI en 1737. Noétese que si bien la
energia de una particula no varia en su trayectoria aunque haya “rotacién”, trayectorias
distintas pueden tener distintas energias. El siguiente ejemplo es muy ilustrativo:

Ejemplo 5.3 Supongamos un fluido ideal rotando con velocidad angular constante alre-
dedor del eje vertical, de modo que u = (—Qy, Qx,0) y supongamos que actia la fuerza
de la gravedad. Queremos hallar las superficies de presién constante. En particular ob-
tendriamos asi la superficie libre de una taza o cubo de agua en rotacion, pues su presién
es la atmosférica.

Si usamos candidamente la formula de Bernoulli en este caso para concluir que H es
una constante espacial, se tendra como ecuacion para las superficies

0?2
(5.36) z = constante — E(:ﬁ + y?),

una forma de paraboloide para abajo, lo cual contradice la evidencia fisica. Este es en
efecto un caso en que H es una constante distinta en cada trayectoria.
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EJERCICIO 5.4%*. Escribir las ecuaciones de Euler e integrarlas para obtener la forma
correcta de la superficie, que es

QQ
(5.37) z = constante + 2—(3:2 + ).
g

NoTa. Este es un ejemplo de problema de frontera libre, un tipo de problema que merece
especial interés.

5.10 Problemas de frontera libre. Tension superfi-
cial

Terminamos la enumeracién de las principales cuestiones que aparecen en el estudio de
los fluidos perfectos incompresibles con la consideracion del movimiento de dos fluidos
inmiscibles que ocupan simultaneamente un volumen. En ese caso el problema tratado
hasta aqui cambia de aspecto matematico, pues es preciso determinar el dominio ocupado
por cada uno de los fluidos en cada momento de tiempo para luego proceder a especificar
los campos de velocidades y presién de cada uno en su dominio. De hecho ambos pro-
blemas se resuelven simultaneamente. Se trata pues de problemas de dominio variable,
desconocido a priori y que va siendo fijado por el flujo en su evoluciéon. Dado que la de-
terminacién de los dominios respectivos se suele hacer concentrandose en el movimiento
de la superficie de separacion de los subdominios, I', estos problemas de suele llamar de
frontera movil o frontera libre. Hemos de advertir que la suposicion de que existe
una superficie neta (en el espacio-tiempo) que separa los dominios es una suposicién que
no tiene por qué darse en general y que habremos de justificar, la frontera de separacion
puede ser a priori un objeto geométrico muy complejo, por ejemplo un conjunto fractal.

Supongamos que tenemos dos fluidos viscosos incompresibles inmiscibles que compar-
ten un dominio fijo Q2 durante un intervalo de tiempo I = {0 < ¢t < T'}. En cada momento
t € I existe una particién de €2 en dos subdominios, 2; y s, ocupados respectivamente
por los fluidos 1 y 2. En el dominio 2; se satisface el sistema (5.7) para el par (u;,p;),
1 = 1,2. En cada parte de la frontera exterior de €2 se satisfacen por el fluido adyacente
las condiciones de contorno del tipo ya discutido. La novedad reside en las condicio-
nes de acoplamiento a imponer en la frontera interior mévil, indeterminada en principio,
['(t) = 092, N 08. Para ello es preciso revisar el significado de las leyes fundamentales
derivadas hasta ahora de las que han surgido los sistemas de ecuaciones propuestos, para
ver qué consecuencias tienen sobre la transicién que tiene lugar en la frontera libre.

LEYES DE CONTACTO. En primer lugar hemos de examinar la conservacién de masa.
Se deduce entonces una condicién cinematica: la frontera libre ha de moverse con las
particulas adyacentes a ella de ambos medios, de forma que la velocidad es continua en el
cambio de fluido y su componente normal coincide con la velocidad normal de avance de
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['(¢). Si suponemos que se trata de de una superficie regular para cada t € I con vector
normal n; que se mueve regularmente con velocidad normal v;, se ha de cumplir que

(5.38) u=uy, u;-n; =1y sobre I'(t).

Para ser més precisos, si la frontera libre viene descrita por una funcién ®(x,t) = 0, la
ultima condicién anterior se escribe

(5.39) O+ VP -u; =0, i=1,2, sobre I'(t).

El siguiente andlisis concierne a la conservacion de impulso, del que se deducen las con-
diciones dinamicas en la frontera libre. Estas dicen que en la frontera libre existe
continuidad de esfuerzos normales,

(540) Hl 1 = H2 - 11;.

Repitiendo la demostracién del teorema de Cauchy sobre un dominio de tipo rectangular
con un lado paralelo a la frontera libre se deduce en el limite que la falta de equilibrio
de esfuerzos conduce a densidades de fuerza infinitas en direcciéon normal a la frontera.
En el caso de los fluidos perfectos esta observacion conduce a la ley de continuidad de
presiones:

(5.41) pL = P2 sobre T'(1).

Esta ley estd deducida sobre la base de que no existen en la frontera libre fuentes de
esfuerzo. En la practica estos existen y toman la forma de tensién superficial. La
explicacién racional de este concepto corresponde a la quimica-fisica y tiene como efecto
el de intentar reducir el drea de la superficie de contacto. Aqui nos bastara exponer la
modelizaciéon matematica resultante: existe un término de esfuerzo superficial normal de
la forma

(5.42) IT;; = kHn,

donde k > 0 es una constante llamada coeficiente de tension superficial y H es la curvatura

media de la superficie, dada por

1 1
A4 —
(5.43) H ) + Ry’

donde R; y R, son los radios de curvatura principales. La ley de equilibrio es pues
(5.44) p1—p2=KH.

El signo del término de tension superficial es tal que la presion es mayor hacia el lado
hacia el que estda curvada la superficie. Se suele decir el lado hacia el que sonrie. En
términos de derivadas parciales H es un operador no lineal de segundo orden lo que
complica extraordinariamente la teoria mateméatica (a salvo de hacer alguna aproximacién
afortunada o recurrir al cdlculo numérico).
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CONTACTO LIQUIDO-VAPOR. El caso més simple de frontera libre se presenta en el estudio
del contacto liquido-vapor, en el que se suelen despreciar las caracteristicas cinematicas del
vapor y concentrarse en el liquido, sobre el que el vapor de todos modos ejerce una presion
po que podemos suponer constante (incluso despreciable). El liquido estd 16gicamente
debajo de forma que la frontera libre viene dada por la férmula z = g(z,y) y se tienen
sobre ella las relaciones de contorno libre
dg _dg 9y Oy
w = E = E + %U + 8—y’U
p(l’, Y, g(xa y)) = Po + KH.

siendo u,v y w las componentes de la velocidad del liquido que han de ser evaluadas
en I'(t) = {(z,y,2) : z = g(z,y)}. Este tipo elemental de frontera libre se denomina
frontera libre ideal o clasica. Para resolver el problema se anaden las ecuaciones dentro
del liquido, mas las condiciones de contorno usuales en la frontera exterior fija.

NoTA. La experiencia muestra que el coeficiente de tension superficial varia con la tem-
peratura, en forma aproximadamente lineal decreciente.

5.11 Algunos ejemplos clasicos

Ejemplo 5.4 FLUJO LAMINAR NO VISCOSO. (a) Veamos primeramente que en 1D
las ecuaciones de los fluidos ideales (p = 1) se reducen a hallar una funcién velocidad
u = u(x,t) y una presioén p(z,t) tales que

U = — mp(xat)+fa UwZO

Recuérdese que la primera es un balance de fuerzas. Se ve entonces que u es sélo funcion
det, y si f es cero (o funcién de t) p, también lo es, de modo que p es lineal como funcién
de = (ley de la caida de presi6n lineal). Se deduce que el problema tiene solucién tnica
u = u(t) dadas condiciones iniciales sobre u, u(0) = a, y de contorno sobre p, por ejemplo:

p(0,t) =po(t), p(A,t)=0.
Con f =0 queda

(5.45) ut)=a+ / pols)ds,  pl, 1) = po(t)(1 ~ ).

En realidad p estd determinada para cada t salvo una constante, de forma que sélo el
salto de presién P(t) = p(0,t) — p(A,t) es importante. El resultado obtenido (5.45) es un
tanto irreal porque predice que un gradiente constante de presién provoca un régimen de
velocidades que diverge con el tiempo, u = a + pot. Por otra parte, para salto de presion
nulo se obtiene una velocidad constante. Ello se debe evidentemente a que nuestro modelo
no tiene un cuenta la friccion.
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(b) El mismo ejemplo representa el flujo ideal laminar creado en un canal (2D) o tubo
(3D) por un gradiente de presién impuesto, siendo z la coordenada longitudinal. Veamos
en detalle el caso 2D. Nos interesan soluciones laminares, es decir, con velocidades de la
forma u = (u(z,y,t),0). Las ecuaciones implican entonces que

Uy = Oa Ut = =Pz, Dy = 0.

Con ello la funcién p es como antes funcién lineal de x con coeficientes funciones de ¢
y ahora u no sélo depende de t sino que también puede depender arbitrariamente de
la variable transversal y, pues aunque u; sélo depende de ¢ podemos tomar dato inicial
u(x,y,0) = (a(y),0) con a arbitraria. Es de notar que al depender la velocidad arbitraria-
mente de la coordenada transversal se tiene en particular un fenémeno de deslizamiento
sobre las paredes, irreal desde el punto de vista fisico y que se debe de nuevo a la falta de
friccién. Ello se corrige introduciendo los efectos de viscosidad, de la que hablaremos en
el capitulo 6.

Un ejemplo tipico discutido en la literatura es la posibilidad de mantener un flujo
laminar en un canal o tubo, 0 < y < 1, con dos velocidades f = U; para 0 < y < 1/2
y f(y) = U para 1/2 < y < 1. En la practica se observa que tal situacién es irreal y
la Iinea de discontinuidad deviene una franja de turbulencia (formada por vdrtices, que
estudiaremos en el capitulo 14).

Concluimos que el ejemplo anterior no es totalmente adecuado como modelo de un
fluido real por los problemas senalados de deslizamiento, viscosidad y turbulencia. Sin
embargo este tipo de fluidos perfectos es realista en muchos casos y la teoria en varias
dimensiones es, aparte de la utilidad préactica, muy interesante matematicamente, en
realidad es ya una rama clasica de las matemaéticas. []

Veamos ahora algunos ejemplos clasicos de campos vectoriales que son posibles so-
luciones de las ecuaciones de Euler incompresibles. Para empezar, el lector comprobara
facilmente que el campo constante u = a es un campo admisible con presién p = C(t).

Ejemplo 5.5 VELOCIDAD LINEAL IRROTACIONAL. Como siguiente paso consideramos
campos lineales que se anulan en un punto, sea x = (0. Tomemos una velocidad de la

forma
(5.46) u =Dx,

donde D es una matriz simétrica 3 x 3, lo que garantiza el caracter irrotacional del fluido.
El hecho de que sea incompresible equivale a pedir que D tenga traza nula. Esta restriccion
es suficiente, pues la ecuacién de Euler nos da

Vp=—p(u-V)u=—pDu= —pD*x,

que deriva de un potencial y admite por lo tanto una presién. Esta viene dada por la
férmula
(5.47) p(x.t) = =5 (0*x,%) = L {pxf* = ~Lju?,
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salvo un sumando arbitrario dependiente sélo del tiempo. Designamos el producto escalar
usual por (-,-) para mayor claridad. Comprobar que el potencial de velocidades (que no
tiene nada que ver con la presién) viene dado por

(5.48) o = %(Dx, X).

Reducir la matriz D a forma diagonal mediante un cambio de coordenadas ortogonal y
describir las trayectorias.

Ejemplo 5.6 ROTACION LINEAL. El otro tipo de campo elemental considerado en la
seccion 5.7 es de la forma

1
(5.49) u= §E>><x:Ax,

donde A es una matriz antisimétrica. Demostrar que corresponde a una solucion de la
ecuaciéon de Euler con presion

(5.50) p= —g (A%x,x) + C(t) = g Ax[2 4+ C(t) = g uf? + C(t).

Describir las trayectorias suponiendo que @ = (0,0,k). Por supuesto, en este caso no
existe potencial de velocidades.

El ejercicio siguiente explora el fendmeno de no unicidad para estados estacionarios.

EJERCICIO 5.5%. ROTACION GENERAL. (a) Anadir la condicién de incompresibilidad al
ejercicio 5.2, suponer que el flujo es estacionario y demostrar que u toma la forma

(5.51) u=v(r)ey.

(b) Demostrar que dados datos de contorno adecuados la solucién no es tnica. Explicarlo
relacionandolo con el ejercicio anterior. Témese f = 0 para mayor comodidad.

(c) Hallar en particular el movimiento circular uniforme. Calcular su vorticidad.

(d) Demostrar que el unico flujo de los anteriores que es irrotacional tiene de férmula
(5.52) v(r) = —.

(e) Deducir la siguiente férmula para calcular la presién, conocida la velocidad u:

(5.53) pr = pu?/r.

COMENTARIO SOBRE LA NO UNICIDAD. Habiamos visto que el problema de evolucion

posee unicidad. Mas adelante se estudiaran los flujos potenciales y la vorticidad, lo que
permitird entender mejor el fenémeno de no unicidad.
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5.12 Soluciones particulares y teoria general

Como hemos sefialado al comienzo del capitulo, el objeto ultimo de la teoria matematica
de fluidos es describir el comportamiento del conjunto de soluciones de los problemas bien
propuestos que se formulan como consecuencia de la derivacién racional de las leyes que
los rigen. También hemos apuntado que, dada la complejidad y dificultad de esta tarea,
la obtencién y analisis de soluciones particulares adecuadas es un arma fundamental para
lograr una visién parcial del vasto panorama. En este capitulo, tras la modelizacién y
formulacion de los principales problemas, hemos dedicado més tiempo a analizar algunas
de estas soluciones particulares que a la teoria general, método que corresponde a un curso
introductorio y que seguiremos en capitulos posteriores. Para que este analisis parcial sea
util es preciso que soluciones discutidas sean representativas, concepto claro en abstracto
pero mas dificil de precisar. En concreto, es crucial que se dé la tercera propiedad del pro-
blema bien propuesto, la dependencia continua, que garantiza que pequenas variaciones
de los datos no alteran el comportamiento de la solucién. Tal propiedad, utilizada fre-
cuentemente bajo la denominacién de estabilidad de las soluciones, no siempre es valida
en mecanica de fluidos y es el origen de aspectos fundamentales de esta ciencia, como
la turbulencia. En un texto introductorio como el presente las soluciones particulares
cuidadosamente seleccionadas jugardn un gran papel como indice de las teorias subyacen-
tes. Senalemos sin embargo que el avance combinado del analisis funcional y el cédlculo
numérico en las ultimas décadas ha hecho perder al célculo de soluciones particulares gran
parte de su antigua preeminencia.

Hay un interés especial en obtener soluciones estacionarias para procesos que son evo-
lutivos. Lo que da relevancia a estas soluciones es el hecho comprobado de que, partiendo
de muy diversas condiciones iniciales, el proceso evolutivo tiende tras una etapa transitoria
hacia un estado estable, que es el que se describe en forma estacionaria. Por supuesto, las
soluciones estacionarias que no son estables para el problema de evolucién tienen escaso
interés. Como excepcion al énfasis en las soluciones estacionarias apareceran en algunos
contextos soluciones de tipo oscilatorio o frentes de propagacién, como los choques del
capitulo 7.

Hay otro aspecto de gran interés también relacionado con la dependencia continua.
Se trata de que, planteados en su generalidad, los problemas de la mecénica de fluidos
son dificilmente abordables por el analisis matematico, o en todo caso su analisis conduce
a complicaciones innecesarias que dificultan la obtencion de conclusiones relevantes. Por
ello se derivan y postulan problemas aproximados o simplificados, de los que se espera
que reflejen las propiedades relevantes del problema original. Entra entonces en juego el
concepto de estabilidad estructural, es decir ante perturbaciones no de los datos sino del
problema. En caso de falta de estabilidad de una solucién ante perturbaciones, sea de
los datos o con respecto a las aproximaciones realizadas, se dice que tal solucién no es
fisica y su utilidad es en general escasa. No siempre es facil demostrar teéricamente la
estabilidad de la soluciones propuestas, pero existen métodos parciales que dan seguridad
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al cientifico aplicado, como son el acuerdo con la evidencia experimental y el acuerdo con
los calculos numéricos. Comentarios parecidos merecen las teorias que imponen hipdtesis
restrictivas, por ejemplo la suposicion de que el flujo es potencial o que la viscosidad es
nula, tal como hemos hecho en este capitulo.

Por otra parte, una vez formulados estos modelos tienen una vida auténoma como
problemas matemaéticos y algunos de ellos han visto desarrollarse una enorme teoria,
han adquirido gran relevancia en la literatura matematica y con frecuencia han hallado
nuevas e inesperadas aplicaciones, como sucede con las ecuaciones de Laplace, del calor o
de ondas. Ahora bien, dado que son casi sin excepcién modelos derivados tras un cimulo
de hipdtesis y simplificaciones, la aplicacién de sus conclusiones a los problemas de la
ciencia natural con olvido de las condiciones en que se efectué la derivacién y posterior
simplificacién del modelo llevan a frecuentes y a veces desastrosos errores, que el estudio
de los cursos como el presente deberia ayudar a evitar. Todo lo cual no invalida el hecho
de que toda teoria predictiva se basa en hipétesis y simplificaciones adecuadas.
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Estudio posterior de los fluidos ideales

Los flujos potenciales son en algin sentido los flujos mds simples. En la practica es muy
facil construir multiples ejemplos de flujos potenciales, bien conocidos en la mecénica de
fluidos desde los tiempos de BERNOULLI y EULER, utilizando recursos clésicos del analisis
matematico. A ello dedicaremos los capitulos 12 y 13. Como aplicacion llegaremos a
comprender los hechos méas elementales de la teoria matemadtica del vuelo. El estudio del
los flujos ideales rotacionales a través de las propiedades de la vorticidad se realizara en
el capitulo 14.

Esquema del capitulo

Irrotacionales — Potenciales
. Ideales .
Perfectos Incompresibles Rotacionales
Fluidos No homogéneos
Compresibles ...........
Viscosos...........
Resumen
e Nuevas magnitudes:
presion no hidrostatica, ™ =p+ pU.
vorticidad, W =rot u.
potencial: Vo =u.

coeficiente de tension superficial: k.

e Ecuacion de Euler para un fluido perfecto:

0
P (a—?—i-u-Vu) =—-Vp+1.
e Formula de Bernoulli para un flujo irrotacional:

2
u
H=—+ P + U = constante.

2 p
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Capitulo 6

Los fluidos viscosos

Se introduce en este capitulo el concepto de viscosidad, que representa un paso fun-
damental en la modelizacion de los fluidos reales. Se deriva la ecuaciéon de Navier-Stokes,
el gran hito de la teoria matematica de los fluidos, con sus versiones incompresible y
compresible. Para ello se introduce una nueva magnitud fisica, el coeficiente (coeficientes,
en el caso compresible) de viscosidad. Afortunadamente el coeficiente puede suponerse
constante en la mayor parte de las situaciones, de lo contrario se complicaria enormemente
el panorama matematico.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son utilizadas para describir el movimiento de los
fluidos usuales, como el agua, el aire o el aceite, y son por ello un modelo bésico en
diversas ciencias, como la aeronautica, la meteorologia, la hidraulica,... La ecuaciéon que
rige la dindmica de un fluido viscoso fue establecida de forma clara y matematicamente
convincente en 1845 por G.G. STOKES, 90 afios mas tarde de la formulacién por L. EULER
de la ecuacién que rige la dindmica de los fluidos ideales, y 158 tras los Principia de
NEeEwTON! El estudio matematico de las ecuaciones de Navier-Stokes es de gran dificultad
y s6lo ha podido ser abordado con éxito ya avanzado el presente siglo, a partir de los afios
30; atin hoy dia siguen abiertos algunos de los problemas matematicos basicos.

En el capitulo se abordan los temas principales del estudio de los fluidos viscosos
incompresibles newtonianos, correspondiendo a su mayor simplicidad. Para finalizar el
capitulo se comenta brevemente la existencia de los fluidos viscosos no newtonianos, de
gran interés en la investigacién actual.

95
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6.1 Fluidos newtonianos. Ecuacion de Navier-Stokes

Estos son fluidos méas realistas que los llamados perfectos, introducidos en el capitulo
anterior, pues admiten la accién tangencial entre capas contiguas llamada viscosidad,
fenémeno que aunque presenta mayor dificultad matematica es facil de observar expe-
rimentalmente y debe ser tenido en cuenta por lo tanto en la ciencia aplicada. Para
un fluido estacionario o en movimiento uniforme se tiene el mismo tensor de esfuerzos,
S = —p 1, pero esta estructura cambia ante el movimiento relativo de las capas de fluido
contiguas. El punto fundamental de la modelizacion es la suposicion de que las fuerzas de
contacto dependen del estado de movimiento del fluido sdlo a través de los gradientes de
velocidad, tal como se expresa en el siguiente postulado debido al gran fisico-matematico
inglés George Gabriel STOKES:

(H;) PosTUuLADO DE STOKES. El tensor de esfuerzos S es funcién de u a través de
la matriz derivada Vu en el mismo instante y punto.

Hacemos pues la hipétesis de respuesta instantanea y local. A éste se aniade un pos-
tulado de conveniencia matematica que resulta justo en la practica:

(H;) POSTULADO DE LINEALIDAD. La dependencia de S respecto a Vu es lineal (mds
precisamente, afin).

Los fluidos que obedecen a estos dos postulados se llaman newtonianos, son los fluidos
més normales. En su forma més elemental, la dependencia del postulado (H4) ya habia
sido descrita por NEWTON, de ahi el nombre dado a los fluidos, ver la cita en la resena
histérica. La dependencia lineal apuntada implica que 9 funciones (las componentes S del
tensor de esfuerzos) se expresan linealmente como funcién de 9 variables, las componentes

de Vu: 5
(6.1) S = —pdy 47, = agn
l
kl

La parte p(x,t) del tensor de esfuerzos se llama parte isétropa y se identifica con la
variable presién usual (es decir la variable termodindmica, cf. capitulo 7). La parte 7%
la parte desviatoria o desviacional !. Esta parte contiene en principio 81 coeficientes a
determinar! Ahora bien, vemos inmediatamente que S¥ es simétrico lo que reduce las 9
incégnitas finales a 6 y la cuenta se pone en 54. Realmente, los coeficientes independientes
son muchos menos, como veremos en un momento. jLLos modelos matematicos no deben
ser mas complejos de lo necesario y las matematicas ayudan a ello!

Para realizar una ulterior reduccion, que sera drastica, hemos de suponer que el medio
es isétropo y homogéneo, de forma que las propiedades de la dependencia estudiada sean
invariantes ante todo cambio de coordenadas dado por una transformacién ortogonal, es
decir que no existen ni en el medio ni en el fluido direcciones privilegiadas, y que la ley
de dependencia no depende del lugar o tiempo considerados. Este hecho se resume en la

Ldeviatoric stress en inglés.
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hipétesis:

(Hs) La dependencia T = 7(Vu) es independiente del punto (x,t) e invariante ante
las simetrias y transformaciones ortogonales del espacio, es decir

7(@-Vu-Q ) =Q-7(Vu)-q*

para toda matriz ortogonal y toda simetria Q.

(En una matriz ortogonal Q! = Qf, donde Q' es la transpuesta de Q). En estas condiciones
se demuestra matematicamente que existen en realidad sélo dos constantes distintas libres
en la dependencia de 7 respecto a Vu.

Teorema 6.1.1 Bajo las hipdtesis (H4), (H5) y (H6) existe una funcién p(x,t) y coefi-
cientes \ y u tales que

(6.2) S=-—pI+A(V-u)I+2uD, D==(Vu+(Vu)).

DN | —

Como dijimos en las secciones 4.2 y 4.4 la matriz D = D(Vu) es la parte simétrica
de Vu y se la llama matriz de la velocidad de deformacién . La parte antisimétrica de
Vu no interviene en S. Los coeficientes 1 y A se llaman primer y segundo coeficiente de
viscosidad®. Corresponden a los coeficientes de LAME de la elasticidad. Se suele suponer
que son constantes, aunque pueden depender de la presién y la temperatura en general, ver
nota al final de la seccion. Obsérvese que —p1I es el valor de S en ausencia de gradientes
de velocidad.

Hemos alcanzado el punto culminante de la modelizacién matematica de los fluidos.
La introduccién de la viscosidad en el estudio de los fluidos “reales”se debe ante todo
al ingeniero y matemadtico NAVIER (1822, publicado en 1827), que aplicé ideas derivadas
de sus estudios de la elasticidad; estas ideas carecian de la sélida base racional que esta-
mos exponiendo y se aplicaban sélo al caso incompresible. Su trabajo fue prontamente
reconocido en su justo valor y motivé un proceso en el que podemos mencionar las apor-
taciones de CAUCHY, 1828, POISSON, 1829 y ST VENANT, 1843, culminando finalmente
con STOKES, 1845, de una manera elegante y racional, al uso actual. {Momentos estelares
de la ciencia y de la cultura!

Sélo nos queda calcular la divergencia de S para poder escribir la ecuacién completa de
la velocidad. En virtud de las definiciones adoptadas, se derivan de (3.11) las ecuaciones
de conservacion del impulso:

du;  Op 0 Ou;  Ouy 0 ouy,
63) | P = "on, +zk:axk (“ <8ack * axi>) T on (A; 8xk> i

2no confundir con la matriz de deformacién de la posicién M, seccién 1.3.
3en inglés se emplean los términos shear viscosity coefficient para p y bulk viscosity coefficient para \.
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con 1 = 1,2,3. Estas son las famosas ecuaciones de Navier-Stokes en su forma
general, bastante imponente. Como dijimos los coeficientes i1 y A pueden depender de T’
y p, pero en muchos casos se pueden suponer constantes. Ello es un alivio, pues para A y
1 constantes se obtiene una forma més manejable y mucho mas utilizada, que en forma
vectorial dice

d
(6.4) pd—': = —Vp+ pAu+ A+ p)V(V-u) +f.

Note el lector que el tercer término del segundo miembro es un gradiente de divergencia,
que viene dado en coordenadas asi:

VV-wh=> 5 8@_.

El laplaciano de u se toma componente a componente (en coordenadas cartesianas). Re-
cordemos por ultimo que para u = A = 0 se obtienen de nuevo las leyes de los fluidos
perfectos, llamados también por esa razén no viscosos, o también inviscidos.

NoTA. La teoria cinética indica que los coeficientes ;1 y A dependen solamente de la
temperatura y no de la presion, lo cual tiene su confirmacion en la experiencia. En los
gases aumentan con la temperatura; en los liquidos disminuyen, aunque la variacién es
menos importante.

6.2 Idea de la demostracion del teorema 6.1.1

1. En un primer paso se separa la matriz Vu en su parte simétrica y su parte antisimétrica,
(6.5) Vu=D+A,

y se comprueba que la parte antisimétrica representa (localmente) una rotacién rigida
alrededor de un cierto eje, por lo que A no refleja ninguna deformacién del volumen fluido.
En muchos libros se modifica (H4) para especificar que por ello S depende en realidad
de Vu sélo a través de D. Ahora bien, tal hipdtesis suplementaria es matematicamente
superflua, puesto que la independencia de S respecto a A se puede deducir de (H6) y del
hecho que S es un tensor simétrico.

2. Dado que D es simétrica, existen ejes especiales en que se puede diagonalizar. Mediante
la invariancia por transformaciones ortogonales todo se reduce a ver cudl es la forma de
S cuando D es diagonal.

3. Sea D =diag{d;,ds,d3}. La isotropia implica que entonces 7(D) también ha de ser
diagonal, 7 =diag{7, 72, 73}. Las 7; son funciones lineales de las d; y la dependencia es
simétrica en 7. Se deduce entonces facilmente que la tinica posibilidad es

(66) T = fldZ -+ B(d1 =+ d2 + dg),
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con A y B constantes [Indicacién: todos los coeficientes de 7; respecto a d; son iguales;
todos los de 7; respecto a dj, j # ¢ también iguales].

4. Se observa que d; + dy + d3 =Traza(D) es un invariante de D. Con ello se llega a (6.2)
poniendo A =2y B = A

Extension. Se demuestra en los cursos de dlgebra tensorial que toda aplicacién isétropa
K : L(R?) — L(R?), s = K(D), se puede escribir en la forma

(67) S = k'()I + le + kQDQ,

donde los escalares k; dependen de los invariantes simétricos I;(D), i = 1,2, 3, del tensor
D. Si K es lineal el tercer término desaparece y tenemos el teorema 6.1.1.

6.3 Fluidos viscosos incompresibles

Al igual que en los fluidos perfectos, el estudio de los fluidos viscosos contempla dos
grandes capitulos, segin sean incompresibles o compresibles. El primer tipo se utiliza no
solo para describir los fluidos exactamente incompresibles, sino también aquéllos como el
agua o el aire a baja velocidad en que las variaciones de densidad pueden ser ignoradas.
Para fluidos incompresibles las ecuaciones de Navier-Stokes adquieren una forma mds
simple, que es la mas conocida. En efecto, entonces V - u = 0 y el tensor de esfuerzos
viene dado por

(6.8) S=—pI+2uD.

Si como es usual en este caso suponemos que 4 es una constante conocida (jlo que elimina
una posible incgnita del problemal!) el sistema de las ecuaciones de un fluido homogéneo,
incompresible y viscoso queda en la forma

Ju 1 1
(6.9) E—F(u-V)u: —;Vp+VAu+;f,
V-u=0,

donde hemos escrito la ecuacién de NS en términos cinematicos (es decir de la aceleracién).
El coeficiente v = p/p es el llamado coeficiente de viscosidad cinemdtico (mientras que p
es el dindmico). * El coeficiente importante en la descripcién del movimiento (es decir, en
la cinética) es con frecuencia v y no u. Esta es una primera observacién sobre el problema
de como medir los valores de los parametros, que es de gran importancia en el estudio de
los fluidos viscosos.

4*ALGUNOS DATOS PRACTICOS. La unidad de v es el stokes, 1 stokes = 1 cm?/seg, mientras que u se
mide en poises, 1 poise= 1 dinaxseg/cm?. Es curioso observar que mientras el agua tiene un coeficiente
dindmico de viscosidad mucho mayor que el aire, como parece evidente, sin embargo su coeficiente cin-
emé4tico es menor debido a la gran diferencia de densidades. A 15°C se tiene para el aire: v, = 1.65x 107!
contra v, = 1.1 x 1071 ¢m?/seg para el agua.



100 FLuibos Viscosos

Por otra parte, es usual suponer que el fluido es inicialmente homogéneo, p(y,0) =
constante, y esta propiedad se mantiene en el tiempo pues p(x,t) = p(y,0), cf. secciones
2.2 y 5.5, asi que p resulta entonces constante en x y t.

El problema se ha de resolver con adecuadas condiciones iniciales y de contorno. Las
condiciones naturales de contorno para la velocidad son del tipo no deslizamiento,’

(6.10) u=20 sobre 052,

lo cual es una notable diferencia con las condiciones de derivada normal (5.8), (5.9) del
fluido perfecto. El ajuste de la velocidad en el borde es una las contribuciones realistas
mas obvias de la introduccion del término de viscosidad. Matematicamente se explica
por la presencia de un operador diferencial espacial de segundo orden, mientras que las
ecuaciones de Euler contienen derivadas espaciales de primer orden.

Mas en general, se dan ejemplos de interés en que o bien el borde es permeable o bien
es impermeable y se desplaza con una velocidad v dada. Entonces se impone la condicion

(6.11) u=v sobre 052 .

Consideraremos con mas detalle la presion en la seccién 6.10. También se pueden tomar
dominios en forma de paralelepipedo con condiciones de contorno periédicas sobre u y p.
Estos casos tienen interés en estudios analiticos y numéricos dado que la teoria se simplifica
en virtud de la periodicidad, que permite argumentos de invariancia por desplazamiento en
un volumen finito. En los casos con condiciones de borde “reales”de los tipos anteriores
aparecen complicaciones suplementarias en el borde que se evitan asi en una primera
aproximacion al problema.

Las ecuaciones de la energia no son necesarias para resolver el problema hidrodinamico,
aunque la consideracién de la energia interviene en el estudio de la estabilidad de las
soluciones obtenidas. Hablaremos de la energia en la seccién 6.11.

EJERCICIO 6.1. Escribir el sistema (6.9) en coordenadas cilindricas y esféricas.

6.4 Escalas, calculo adimensional y niimero de Rey-
nolds

Antes de abordar la discusién de algunos de los ejemplos més caracteristicos de flujos vis-
cosos es interesante realizar una reflexién de tipo practico. Se trata de calibrar la influencia
de los parametros y dimensiones que aparecen en las ecuaciones de Navier-Stokes y mas
en general en la mecdnica de fluidos. Es un hecho corriente, aunque desafortunado, que
los estudiantes de matematicas se ocupen sélo de las consideraciones cualitativas o cuan-
titativas en forma totalmente abstracta, desatendiendo los aspectos llamados “practicos”.

Sno slip en inglés
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Esta tendencia priva a los estudiosos de un tipo de conocimiento a ras de tierra que es
fuente de intuiciones tan necesarias como fructiferas para la investigacion, y que por su-
puesto los grandes maestros del pasado que aparecen en estas paginas no descuidaban,
piénsese en GALILEO o NEWTON preocupandose del pulido de las lentes, o en el principe
de la “matemdtica pura” GAUSS con sus trabajos de geodesia que motivaron sus estudios
sobre la teorfa de superficies (realizé la triangulacién del reino de Hannover por encargo

del gobierno), o sus infatigables cdlculos con ntimeros enteros®.

Pues bien, la ecuacion de NS tiene varios tipos de términos, todos ellos con dimensiones
de fuerza por unidad de volumen, a saber:

(i) los términos de p du/dt que representan la inercia; el segundo sumando, p (u-V)u
se suele llamar término convectivo o de transporte,

(ii) un término de presién, —Vp.
(iii) un término de fuerzas exteriores, f,

(iv) un término de efectos viscosos, llamado también término de difusién o disi-
pacion, p Au. El nombre de “disipacion”tiene su justificacion en el estudio de la energia,
ver seccién 6.11.

La cuestién que nos ocupa aqui es el hecho de que tanto la teoria como la aplicacion
se ven dificultadas porque cuatro términos son muchos términos para centrar la atencion
en todos a la vez, y es lo usual que no todos tengan el mismo orden de magnitud, y por
tanto de importancia. En algunos casos algtin término es nulo, en muchos casos alguno de
los términos es despreciable. Se impone por ello un modo de medir esa magnitud relativa.

UNIDADES Y VARIABLES A ESCALA. La importancia relativa depende de las magnitudes
de los datos o del dominio. Recordemos que en mecénica existen tres magnitudes inde-
pendientes: espacio, tiempo y masa. Ello determina un sistema de unidades (por ejemplo
el CGS: centimetro-gramo-segundo, o el MKS metro-kilo-segundo) en que se miden todas
las demés magnitudes, como la velocidad (cm/sg en sistema CGS), la densidad (gr/cm?)
o la presién (gr/(cmx sg?). Supongamos que tenemos un problema en que las longitudes
que intervienen son del orden de L cm, los tiempos de 1" segundos y las masas de M gr.
Estas cantidades son las llamadas magnitudes caracteristicas fundamentales. Todas las
demads magnitudes mecéanicas se pueden medir con respecto a este patron: la velocidad
patrén serd U = LT~', la densidad py = ML=3, la presion P = ML 'T~? y la
densidad de fuerza F = ML~2T~2. Introducimos ahora las variables adimensionales

X t u p P f
6.12 == == == = =2 ="
( ) X L7 T’ u U’ p po Y p P? F
En términos de las nuevas variables el sistema de Navier-Stokes (6.9) queda
aul ! ! ]' / ]' ! 1 !
(6.13) o T VW =V g AT

Vx/-u’=0,

6que hoy dfa para nuestra fortuna podemos programar en un ordenador
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donde recordamos que los gradientes se toman respecto a la nueva variable de espacio x'.
Observamos que el sistema resulta invariante salvo la aparicién de una nueva constante
en lugar del coeficiente de viscosidad cinemadtico, que equivale evidentemente a hacerlo
adimensional con respecto a las magnitudes caracteristicas elegidas:
1 T
(6.14) =,
Cc L2
Mientras v tiene dimensiones de cm?/seg, C' es adimensional. La transformacién anterior
se llama transformacién de similaridad o semejanza y también cambio de esca-
la. Mediante tal cambio problemas que difieren en el tamano de sus datos pueden ser
reducidos al mismo célculo siempre que el pardmetro restante en la ecuacién, 1/C, sea el
mismo. Imagine el lector un experimento de corrientes en torno a un ala de avién reduci-
do a un experimento semejante con tamanos de laboratorio; las conclusiones del segundo
se aplican al primero. Por ello el pardmetro C' tiene un papel fundamental en mecanica
de fluidos, y se le conoce como niimero de Reynolds, C= Re. Con esta notacién la
ecuacién de N-S queda en variables re-escaladas

ou’

(6.15) e

1 1 1
+ (11’ : V;)u' = —;Vxlpl + % Ax/u' + Ef’

Una vez decidido el paso a las nuevas variables se eliminan las primas, siempre teniendo
en cuenta el nuevo significado adimensional de las variables.

MAGNITUDES BASE EN LA ESCALA. Hemos tomado como longitudes caracteristicas
fundmentales L, M y T y como derivadas las demés. Pero la distincién entre fundamental
y derivada es un tanto artificial. Asi, en la practica de los fluidos es mas normal que
se den los valores de una longitud L, una velocidad U y una (o la) densidad py, como
fundamentales. Entonces 7= L/U y el nimero de REYNOLDS vale

UL

14

(6.16) Re

Obsérvese que entonces P = U% pg y F = poU%L~!. El procedimiento de cambio de escala
aqui descrito es usado con gran frecuencia en matemadticas con el nombre de norma-
lizacién. En ese lenguaje el niimero de Reynolds no es més que el inverso de la viscosidad
renormalizada.

Concepto de semejanza hidrodinamica

Supongamos que tenemos un problema, por ejemplo la determinacién del régimen esta-
cionario de un fluido viscoso que llena el espacio y encierra un obstaculo esférico de radio
R;. Supongamos conocida la velocidad U; del fluido “en el infinito”y el coeficiente vy, y
tomemos las fuerzas externas como nulas. No entran ma&s datos en el problema. Conside-
ramos ahora otro modelo semejante a escala de laboratorio con velocidad Us, viscosidad v
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y obstaculo de radio Ry. El problema adimensional para ambas corrientes sera el mismo

si y sélo si
(6.17) Re = Uil = UQRQ,

1% Vo

en cuyo caso se puede calcular el régimen de velocidades u;(x,t) del fluido 1 a partir del
fluido 2 mediante la férmula
(6.18)

u; Uz '
— = —=1uu.
U, U,

6.5 Comportamientos limite. Ecuacion de Stokes

Las propiedades de los fluidos viscosos dependen enormemente del nimero de Rey-
nolds, Re, que es un parametro intrinseco, es decir no eliminable por renormalizacion.

Es de gran interés considerar el comportamiento de la ecuacién de NS cuando el
parametro intrinseco Re es muy grande o muy pequeno. FEn el limite Re — oo obte-
nemos formalmente los fluidos no viscosos o perfectos. Tal limite es sin embargo causa
de notables dificultades matematicas, pues el término que se elimina formalmente de las
ecuaciones, (1/Re) Au, es el de derivada mds alta y se pierde el tipo de la ecuacién di-
ferencial (fenémeno llamado en matemadticas perturbacion singular). En pocas palabras,
el término en discusién puede no ser despreciable si |[Au| — oo cuando Re— oco. Ello
se traduce en dificultades fisicas: asi, para altos valores de Re se dan espontaneamente
fenémenos de turbulencia que son aun hoy dia mal conocidos. Por otra parte, para esos
altos valores se originan discontinuidades cerca de las paredes conocidas como problemas
de capa limite que estudiaremos en el Capitulo 16.

En el otro extremo tenemos los fluidos muy viscosos con muy pequefio nimero de
Reynolds. Para ellos los términos de inercia son despreciables respecto a los viscosos.
Llegamos asi a la ecuaciéon de Stokes estacionaria

1 1 1
(6.19) —ZVp+—Au+-f=0.
p Re p

Si solamente despreciamos el término convectivo nos queda la ecuacién de Stokes de
evolucion que junto a la ecuacién de incompresibilidad da el sistema de Stokes

1 1 1
w+-Vp=—Au+ -f,
p Re p
V-u=0.

(6.20)

La ecuacion de Stokes tiene sobre la Ecuacion de Navier-Stokes la enorme ventaja ma-
tematicade ser lineal. El estudio de la ecuacién de Stokes suele ser el prolegémeno ideal
para introducir el aparato funcional que luego se usa en la ecuacién de Navier-Stokes.
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6.6 Ejemplos clasicos de Couette y de Poiseuille

Estudiamos a continuacion algunos de los ejemplos mas caracteristicos de fluidos viscosos.
Es de senalar que la obtencién de soluciones explicitas se debe al hecho afortunado de que
se anulen varios de los términos que intervienen en la ecuacién completa de Navier-Stokes.
Este es un hecho notable sobre el que llamamos la atencion del lector y que serd discutido
en mas detalle al final de la seccién.

Ejemplo 6.1 CORRIENTE DE UN FLUIDO VISCOSO EN UN CANAL. CORRIENTE DE
COUETTE LINEAL ’. Deseamos empezar por la maxima simplicidad. Es inttil pensar en
un modelo 1D, pues tal modelo no ofrece ninguna novedad respecto al caso no viscoso
(¢por qué?). El ejemplo més simple no trivial de fluido viscoso es el que describe el régimen
estacionario de un fluido incompresible homogéneo (por ejemplo, agua) que fluye en un
canal horizontal de paredes paralelas separadas por una distancia d, una de las cuales
permanece fija mientras la otra se desliza con movimiento uniforme, es decir velocidad
constante U. Como suposicion razonable de partida tomamos una velocidad “paralela”de
la forma u = (u, 0). Ahora escribimos la ecuacién de continuidad como u, = 0 con lo que
u es sblo funcién de y. La ecuacién dindmica (6.9) queda

(6.21) WUy = Dy, Dy = 0.

Se deduce de la tltima igualdad que p es funcién de z y de la primera (siguiendo la
conocida técnica de separacién de variables) que p, y uy, son constantes. Tenemos pues

(6.22) p(z) = —Czx — ¢,

donde la constante C' mide el gradiente de presién, C = —Vp := (p(0) — p(L)/L, y la
constante c es irrelevante. En un primer estudio y para mas sencillez suponemos que no se
ha establecido un gradiente de presiones en los extremos del canal, con lo que p(z,y,t) =
constante. Para determinar u recordamos las condiciones de contorno

u(z,0) =0, wu(z,d)="U.

La solucién es pues

(6.23) u(e,y) = U7,
ejemplo tipico del shear flow. Obsérvese la forma adimensional del resultado, u/U =
y/d, es decir v/ = 3’ en la notacién de la seccién 6.4. Este movimiento no depende

aparentemente de p y existe también para los fluidos no viscosos. La diferencia estriba
en el esfuerzo que se necesita para impulsar el fluido. La matriz D y el tensor de esfuerzos
son

029 o= (B o) 5=ty ).

"llamado shear flow , nombrado en honor de M. F. A. COUETTE, 1858-1943, més conocido por el
ejemplo de flujo cilindrico.
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matrices constantes. Aqui se puede observar la proporcionalidad de S'? respecto a u,,
S'? = pu,, dando razén a NEWTON®.

Ejemplo 6.2 CORRIENTE DE UN FLUIDO VISCOSO EN UN CANAL DE PAREDES FIJAS.
CASO PARABOLICO CON CAIDA DE PRESION.?. En un contexto similar al ejemplo anterior
se impone un gradiente de presion y las paredes estdn inméviles. Se considera primero
un fluido comprendido en la regién —oo < z < 00, —a < y < a (un canal). Intentaremos
hallar la corriente laminar estacionaria, es decir con velocidad

u = (u,0),
y u no depende de ¢t. Procediendo como antes las ecuaciones se reducen a
upy =0, pr= HlUyy, Py = 0,
ahora con condiciones de contorno
u(z, —a) = u(z,a) = 0.

La solucién es pues

C
(6.25) p(x)=—-Cr—c, u=—(a®—1vy?.

24
El gradiente de presién, C' = |Vp| ha de ser no nulo. La constante c es irrelevante.
Obsérvese que esta solucién estacionaria se pierde cuando p — 0.

(b) Comparar con el caso no viscoso, Ejemplo 5.4.

(¢) Finalmente, calcular el esfuerzo cortante, S? = pu,, y demostrar que es maximo
sobre la pared e independiente de .

Vamos a aplicar las ideas de cambio de escala para normalizar el problema. Tomamos
como parametros del cambio la longitud d = 2a y la velocidad méaxima U. Haciendo
u=Uu',x=dx',p=pU%'y

_pUd
" Re’
tenemos todo reducido a tamano unidad; la ecuacién efectiva toma la forma
op' 1 0%/ 1 1
o = S <y <z,

oz’ ~ Re oy?’ 2

y la solucién normalizada es

//:1_4/2 I _ =
u(y)=(010-4y%), p o

8que dijo: “The resistance arising from the want of lubricity in the parts of a fluid is, other things being
equal, proportional to the velocity with which the parts of the fluid are separated from one another”. Ver
Resena Histdrica.

9Estudiada por el ingeniero alem4n G. HAGEN, 1839, y el médico-fisico francés J. POISEUILLE, 1840.



106 FLuibos Viscosos

EJERcCICIO 6.2*%. Problema tridimensional. Considérese la corriente de Poiseuille en
un tubo de seccién €, un abierto acotado de IR?>. Tomando de nuevo una velocidad
estacionaria dirigida a lo largo del eje del tubo, que se hace coincidir con el eje x, u =
(u,0,0), se tiene que la velocidad satisface

u  0%u C

=—— enf{)

(6.26) a—y2 + @ "

donde C' = |Vp| es constante. Se tienen ademds condiciones de contorno
u=0 sobre 0.

Entnciese el teorema de existencia y unicidad de soluciéon para este problema en un
adecuado espacio funcional.

(a) Demostrar que en el caso de seccién circular de radio R se obtiene

C
(6.27) p(x)=—-Cx—c, u(x)= 4:—(R2 —y* = 27).

1
Escribir la forma normalizada. Comparar con el caso de dimensién 141, cf. (6.25).
Generalizar el problema a dimensién 14+n por analogia y explicar cudl es la diferencia en
la forma de la solucion.

(b) Calcular el débito (cantidad de agua que atraviesa la seccién por unidad de tiempo)
y hallar la llamada ley de la potencia cuarta de Hagen-Poiseuille,

TR*Ap
6.28 =
(625) Q=100

donde con la notacién usual Ap = C' L es la caida de presién en una longitud L (es decir,
A sefiala un incremento y no el laplaciano).

(c) Demostrar que el esfuerzo total cortante realizado en la pared es proporcional al
area de Q (valido para geometrias generales). [Sugerencia: escribir el esfuerzo sobre la
pared de la forma

ou
Y=S-n=-pn+|—|ex.
pn+[o-|
Integrar en el borde y utilizar el teorema de Gauss y la ecuacién (6.26)].

EJERCICIO 6.3. FLUJO COMBINADO DE COUETTE-POISEUILLE. (a) Demostrar que
cuando en un canal de anchura 2a se imponen un gradiente de presién constante y una
pared superior movil con velocidad U se obtiene la solucién

u 1 Y y? dp\ a?
2 Yo+ +p(1-L p=(-% .
(6.29) U 2 ( * a) * ( az) »con ( dx) 2uU
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(b) Demostrar que para P = —1/4 el esfuerzo cortante puou/0y es cero en la pared
inferior y que para P < —1/4 existe un flujo inverso (backflow) en la parte inferior del
conducto. Este fendmeno es inestable.

EJERCICIO 6.4*. SOLUCIONES NO VISCOSAS Y SOLUCIONES LINEALES DE NS. De-
mostrar que los ejemplos lineales del capitulo anterior, ejemplos 5.5 y 5.6, son a la vez
soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes, pues el término de viscosidad se anula. Se
las llama soluciones no viscosas.

Del mismo modo se habla de soluciones lineales o no convectivas de NS cuando el
término u - Vu se anula. Hallar las soluciones lineales entre los ejemplos vistos.

Por ultimo valore el lector la influencia de la viscosidad en las soluciones de Couette
y Poiseuille recién vistas.

6.7 Flujo de Poiseuille, inestabilidad y turbulencia

El flujo de Poiseuille da una respuesta matematica al problema de encontrar una ley
de velocidades estacionaria para describir el flujo de un liquido en un tubo recto por
ejemplo. En una ciencia aplicada como la mecénica la teoria debe acordarse con la realidad
observada. De hecho, Jean Louis Marie POISEUILLE estudiaba la circulacién de la sangre
en las venas y arterias y sus investigaciones le llevaron a formular las leyes de circulacién
laminar de los fluidos viscosos en tubos cilindricos tras una serie de experimentaciones
especialmente precisas, en particular a él se debe la ley de la potencia cuarta (1844).
Ahora bien, experimentos con fluidos reales en tubos demuestran que el flujo laminar
estacionario de tipo Poiseuille se observa para bajos numeros de Reynolds, mientras que
para altos numeros la situacién observable experimentalmente viene descrita por un flujo
turbulento, lleno de torbellinos o vértices, corrientes de estructura muy compleja cuyos
ejemplos mas simples estudiaremos en el capitulo 14. En virtud de la teoria de semejanza
explicada, la transicién de un régimen a otro solo dependera del parametro adimensional
que queda al reducir la ecuacion, es decir del nimero de Reynolds Re, y no de la velocidad,
anchura del tubo o viscosidad tomados separadamente. En el agua tal transicion se da
hacia Re= 2000 (tomando como longitud caracteristica el didmetro del tubo). Teniendo
en cuenta la formula de Re y la viscosidad del agua para un tubo de 1lcm la transicién
tiene lugar para U ~ 0.2 m/seg. Trate de observar el lector el paso a flujo turbulento en
un grifo doméstico. La transicién al régimen no laminar es también de gran importancia
para el flujo sanguineo.

Este fenémeno de cambio de comportamiento, que se da en situaciones muy diversas
y no s6lo para el flujo de Poiseuille, se describe en términos matemaéaticos como sigue: el
flujo de tipo laminar (en este caso el flujo de Poiseuille) existe también a altos nimeros
de Reynolds, y es incluso la solucién 1inica para datos fijados, pero no es estable ante las
mas minimas perturbaciones, y por lo tanto no tiene realidad fisica. Por el contrario, para
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Re moderados el flujo laminar es estable, o, dicho de otro modo, fisico. La transicion de
un modo de estabilidad a otro se denomina bifurcacién y es una tema de enorme interés
en la matematica actual. El flujo real a altos numeros de Reynolds es de tipo turbulento,
dificil de describir matematicamente, y en todo caso muy complejo.

6.8 Viscosidad y difusion

Estudiamos a continuacién el modo en que evolucionan los fluidos viscosos. De nuevo
partimos de ejemplos en que se admite la hipdtesis de laminaridad. Més precisamente,
vamos a suponer que, escogidos convenientemente los ejes coordenados, la velocidad se
orienta a lo largo del eje X, es decir

(6.30) u=(u,0,0).

e En ese caso si consideramos un fluido viscoso incompresible y en ausencia de fuerzas
exteriores se obtiene una considerable simplificacién de las ecuaciones del movimiento que
pone de relieve el caracter difusivo del mismo. Asi, las ecuaciones de NS en las direcciones
Y v Z se reducen a las expresiones

w_, o _
oy oz
que implican que p es un funcién de x y t. Por otra parte la ecuaciéon para la componente
x da

(6.32)

(6.31) 0,

ou ou 10p

— 4 y— = ——— A ,
ot " “or pOox v
mientras que la ley de conservacion se reduce a

ou _
or
que nos dice que u no depende de z, u = u(y, z,t). Escribimos ahora (6.32) en la forma
ou 0w 0%*u 10p
ot oy? 022

(6.33) 0,

6.34 .
(6.34) P
Dado que el primer miembro no depende de z y el segundo no depende de y ni z concluimos
que ambos son unicamente funcién de ¢. En resumen tenemos una funcién u(z,y,t) que
satisface la siguiente ecuacion del calor:

ou Pu  *u
(635) E 4 (8—y2 + @) = C(t) s

y una presién p(z,t) dada por

(6.36) Lop _

;@ = —c(t).
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El segundo miembro acopla ambas ecuaciones. La segunda es ficilmente integrable y da
(6.37) p(z,t) = —c(t)pz +d(t).

e Si existe una fuerza exterior constante f = (fi, fo, f3) el resultado es similar. Ahora las
ecuaciones de NS en y y z dan una dependencia en ambas variables

op _ . O _
(6.38) o Pl o =pls,

de tipo hidrostético, cf. capitulo 9. La ecuacién (6.33) queda intacta (luego v = u(y, z,t))
y llegamos a la ecuacién

ou_ (0%u O\ _ _10p
o “\oyr T a2) "

de la que se deduce que

ou 0?u  0%u
(639) E -V (a—y2 + ﬁ) = C(t) s
y
(6.40) p=p(fiz + foy + faz + c(t)z) +d(t),

como antes. Las condiciones de contorno fijan usualmente los valores de ¢ y d. En muchos
casos se tiene incluso que ¢(t) = 0 como vamos a ver. Condiciones iniciales y de contorno
fijan u.

Ejemplo 6.3 MOVIMIENTO PLANO PARALELO CON BORDE MOVIDO IMPULSIVAMENTE
(PrROBLEMA DE RAYLEIGH) Consideramos una situacién un tanto esquemadtica, un fluido
viscoso incompresible homogéneo bidimensional en un canal horizontal de base el eje X
y de altura a lo largo del eje Y infinita. En ese caso se puede suponer que para grandes
alturas (y ~ oo) la presién es constante, luego ¢(t) = 0. En el momento inicial el fluido
estd en reposo u = 0 y para t > 0 es arrastrado debido a un movimiento uniforme del
suelo en direccién del eje X con velocidad U. Tenemos pues que resolver la ecuacién del
calor para u:

ou 0%u
(6.41) 5 = l/a—y2
con condiciones iniciales de reposo
(6.42) u(y,0) =0 para y > 0,
y condicién de contorno impulsiva
(6.43) u(0,t) = U,

asi como la condicién natural
(6.44) u(400,t) = 0.
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EJERCICIO 6.5. (a) Probar una solucién del tipo autosemejante
(6.45) uly,t) = fy/Vvt),

y hallar f como solucién de una ODE. Concluir que

1 ("
(6.46) u=U [1 — —2/ e’ Mds] . n=y/wt)"2
0

™

(b) Demostrar la unicidad de la solucién obtenida.

(c) Calcular la vorticidad para ¢t = 0 y para ¢ > 0. Interpretar cmo se difunde a lo
largo del eje Y.

Ejemplo 6.4 Y EJERCICIO 6.6. Describir un movimiento similar ahora confinado entre
dos paredes y = 0 e y = H, con la pared superior inmovil.

[ Sugerencia: separar la parte estacionaria, u = U(1 — (y/H)), y luego utilizar separacién
de variables.]

Ejemplo 6.5 Se considera el movimiento de un fluido viscoso incompresible homogéneo
bidimensional laminar sobre un plano inclinado con angulo de inclinacién « respecto a la
horizontal y fuerza exterior gravitatoria g, actuando en el sentido vertical negativo. Es
ahora conveniente tomar el eje X a lo largo del plano inclinado y el Y perpendicular a él
de modo que

(6.47) f = (gsina, —gcosa).

EJERCICIO 6.7. Escribir las ecuaciones para v y p en el ejemplo anterior e integrarlas.

EJERCICIO 6.8. Escribir las ecuaciones del flujo de Poiseuille 2D no estacionario, resolver
por separacion de variables con gradiente de presiéon P constante y demostrar que para
t — oo se converge a la solucién estacionaria. (Nota: observar que el tiempo entra en la
forma vt/a?). Esta es la escala de tiempos intrinseca al problema. El problema de las
escalas o dimensiones es fundamental en las aplicaciones.

6.9 Problemas con simetria polar. Flujo de Couette

Retomamos el estudio de las ecuaciones de los fluidos en coordenadas polares iniciado en
el Capitulo 5, aplicado ahora a los fluidos viscosos. Ademds de lo antes visto necesitamos
la expresién del operador laplaciano en estas coordenadas que resulta ser

190 ( 0 19
(6.45) =15 (5) * o
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cuya demostracién dejamos como ejercicio al lector (obsérvese que A =V - V). Con ello
es facil escribir las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles, que para fuerza f = 0
quedan

2 1 2
3ur+( V)ur—@———@—i—y Au, U _ 20U :
(6.49) ot r por 2 r2 00
. %+(u V) _}.urua —_i@+y A Uy zau"
ot ’ r pr 00 T T 290 )

donde recordamos la notaciéon u = u,e, + ugey y el operador u - V fue calculado en el
Ejercicio 3.1. Hemos de anadir la ley de conservacién de masa

1@ 10 18’&9

(650) ;dt-i-;a(ﬂj,r)-l‘;%—o.

EJERCICIO 6.9. Transformar las ecuaciones de NS de la forma (6.4) a la forma (6.49).
Debe senalarse que la complicacién adicional de las ecuaciones es debida a la forma que
toma el término de viscosidad, vAu; en efecto, el laplaciano de un campo vectorial tiene
una expresion muy sencilla sélo en coordenadas cartesianas. Comparense las férmulas
(5.3) y (6.49) para fluidos no viscosos y viscosos respectivamente.

Ejemplo 6.6 FLUIDO CILINDRICO DE COUETTE. Como principal ejemplo de aplicacién
veamos el movimiento de un fluido incompresible viscoso que se halla situado en el espacio
entre dos cilindros concéntricos de radios 71 y 7o, 0 < 71 < r9. El cilindro interior esta en
reposo mientras que el exterior se mueve con una velocidad angular €2 y arrastra al fluido
por viscosidad. Situamos unos ejes de coordenadas con el eje z a lo largo del eje comin
de los cilindros. Dada la simetria del problema buscamos un movimiento con velocidad u
tal que
U =u, =0, uy#0,

y por la misma razén suponemos que ni uy ni p dependen de z, lo que nos reduce a un
movimiento plano en coordenadas polares. La ley de conservacién de masa (incompresi-

bilidad) da
8Ua
6.51 — =0
(6.51) o=,
lo que quiere decir que ug = ug(r,t). Con ello las ecuaciones de NS se reducen a

o p o
o

(6:52) Oug 10p _ v [0 (rdu) _uo
ot  prod r|or\ or r|’

con condiciones de contorno

(6.53) up(r1) =0, wug(ry) = €.
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Vemos de la segunda ecuacién de (6.52) que dp/06 es funcién de r, lo que implica que
p(r,t) ha de ser de la forma

(6.54) p = pi(r)f + pa(r).

Debido a la simetria cilindrica hemos de respetar la 27 periodicidad en € por lo que p;(r)
ha de ser cero y concluimos que p es funcién sélo de r. Asi llegamos a una ecuacién sélo
para ug:

(6.55) v or:2 ror r?

% _ 62 Ug 1 aUg Ug
ot '

Veamos ahora el estado estacionario. Este se rige por la ecuacion

282169 8’11,9
r—— —ug =0,

or? or

(6.56) r

con las condiciones de contorno (6.53). Se tiene la solucién general
B

(657) ug = Ar + —.
T

Las condiciones de contorno implican que

Q 2 Q 2.2
(6.58) A= p=—_T01

Inestabilidad de Couette-Taylor

Lo mas notable matematicamente de este ejemplo de movimiento es que para ) grande
pierde su estabilidad (es decir la solucién anterior existe pero no es estable ante pe-
quenas perturbaciones de los datos iniciales o de contorno, por lo que pierde todo su
valor practico) y en su lugar aparecen unos hermosos vortices de Taylor (TAYLOR, 1923),
que son movimientos regulares y axisimétricos que rompen la uniformidad en la variable
z (uniformidad que nosotros habiamos buenamente supuesto y que se observa para f)
pequeiio). Estos vértices representan un interesantisimo caso de bifurcacion matematica
y cambio de estabilidad, uno de los momentos de feliz conjuncién de la fisica y las ma-
tematicas. La teoria matematica estd expuesta en la reciente monografia de CHOSSAT y
Iooss, [CI].

EJERCICIO 6.10. (a) Demostrar que la solucién de Couette para datos us = €71 en
r=r1y ug = Sory en r = ry viene dada por (6.57) con

_QQT%—91T% B_(QI_QZ)T%T%
= —V, =0 -

rs —r? r —rl

(6.59) A

(b) Calcular la presién correspondiente.
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(c) Calcular el limite 71 — 0 (con 75 > 0 fijo) e identificar el tipo de flujo obtenido,
confrontando con el ejercicio 5.5.

(d) Hallar el limite del flujo de Couette entre cilindros cuando ry — 0o con uy = Qr; para
Q1, Q9 y 71 fijos. Poner 25 = 0 y obtener

Q 2
(6.60) g = —1,
T

que es un movimiento circular irrotacional, que se obtuvo en el ejercicio 5.5 como un flujo
no viscoso, lo cual puede parecer sorprendente. Este flujo es de gran interés teérico y
se estudiara en detalle en el capitulo 14 dedicado al la vorticidad. Investigue el lector
la razén por la que aparece la misma solucién en fluidos viscosos y no viscosos. ;Es
posible relacionarlo con el hecho de que el operador del segundo miembro de (6.55) sea

precisamente
d(td
dr \rar " )"

una curiosa variante de la ecuacién de Laplace?

(e) Hacer 7o = 11 + H y comparar el limite r; — oo con el Ejemplo 6.3 de la seccién 6.8.

6.10 Calculo de la presiéon en fluidos incompresibles

En los fluidos incompresibles, tanto perfectos como viscosos, el gradiente de la presién se
puede expresar a partir de la ecuacion como funcion de la velocidad. De hecho, conocida
la velocidad, el calculo de la presion se reduce a hallar una funcién potencial. Ello por
una parte simplifica el problema, y por otra refleja un hecho mas fundamental sobre el
que es preciso insistir, como haremos en unos parrafos.

Suponiendo, como hemos venido haciendo, que la densidad inicial es constante, la
densidad pasa a representar un parametro, constante en la evolucién. Nos quedan pues
las n + 1 ecuaciones del sistema de Euler (5.7) (caso perfecto) o del sistema de NS (6.9)
(caso viscoso) para u y p. Una manera efectiva de calcular la presién p en funcién de la
velocidad consiste en aplicar el operador divergencia en la ecuacién de Euler de (5.2) o en la
ecuacién de NS de (6.9). Dado que V-u = 0, también se anulan V-(0u/dt) = V-Au =0,
luego
(6.61) Ap=—pV-(u-Vu),

Hemos supuesto f = 0 por sencillez, pero la férmula queda igual si f es un rotacional.
Los cambios para f general son inmediatos y no alteran la idea de lo que sigue. Una vez
efectuado el cdlculo del segundo miembro se obtiene la ecuacién de la presién

(6.62) —Ap=pY 8;” 6“7' = p(Vu) : (Vu)? = Traza((Vu)?).
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Esta ECUACION DE POISSON determina la presién salvo una funcién arménica. Para
hallar una solucién tnica (salvo una constante, como es natural en la presién) se resuelve
con apropiadas condiciones de contorno en el borde del dominio bajo consideracion, 0f2.
Si tomamos la condicién estdndar

(6.63) u-n=0,
entonces de la ecuacion de Euler se deduce que sobre 0€) se tiene
(6.64) —g—i =—-Vp-n=pn-(u-Vu).

En el caso de superficies planas (en que n es constante) esta férmula se simplifica en la
usual condicién homogénea de Neumann, pues entonces

1op

(6.65) 9n =

—((u-V)u) - n=—(u-V)u, = —Dyu, =0 en 00.

Conocida u, el problema de Neumann (6.62)-(6.64) permite expresar p como un funcional
no local de la configuracién de velocidades en el mismo instante mediante la funcién de
Green correspondiente. El segundo miembro (o “término fuente”) en (6.62) es funcién
del gradiente de velocidades. En forma mas literaria pero muy descriptiva podemos decir
que las variaciones de velocidad se combinan con la condicién de incompresibilidad para
obligar a las particulas a empujarse unas a otras (= hacerse presién) “buscando espacio”.
Este efecto es instantdneo en nuestro modelo (la ecuacién que da p en funcién de los
gradientes de u es eliptica, no incluye derivadas temporales). Se intuye asi que en los
fluidos incompresibles la variable fundamental es realmente la velocidad y la presién es
una especie de variable auxiliar impuesta por la estructura de las ecuaciones.

En el caso de NS, las condiciones de contorno de no deslizamiento
u=20 sobre 0S2,
junto con la ecuacién (con f = 0) dan para un borde plano

(6.66) 9 _ pvn-Au sobre 0f).
On

También se pueden tomar dominios en forma de paralelepipedo con condiciones de
contorno periédicas sobre u y p.

EJERCICIO 6.11. (a) Comprobar el método de célculo de la presién a partir de la velo-
cidad en los ejemplos del capitulo precedente. (b) Idem en los ejemplos de las secciones
precedentes. Observar para empezar que p es una funcién armonica.

6.11 Fluidos inmiscibles. Problemas de frontera libre

Hemos discutido en el capitulo 5 el problema planteado por la coexistencia de dos fluidos
inmiscibles en un mismo volumen. Con las notaciones empleadas alli se tiene sobre la
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frontera libre I'(¢) idéntica ley cinemdtica
(6.67) u =uy, u;-n; =y sobre I'(t),

pero ahora estd suplementada por la igualdad de las velocidades tangenciales (no slip
condition)
(6.68) (i — us)ltang =0  sobre I'(¢).

que proviene de las condiciones dinamicas. Estas toman la forma de continuidad de
esfuerzos normales sobre I'(?):

(6.69) Ypomy— Xy omy = Xymy,
que se traduce en la ecuacién de continuidad siguiente:
(670) P1 — P2 — 2,[1,(D1 — DQ) n;, = Kk H.

Finalmente, es preciso anadir la igualdad de temperaturas a través de la frontera libre,
aunque éstas no jueguen un papel importante en los fluidos incompresibles.

Complementos

6.12 Primer apunte de la teoria matematica

Los problemas matemaéaticos béasicos para el sistema de Navier-Stokes con adecuadas con-
diciones iniciales y de contorno forman uno de los temas de investigaciéon mas activos del
presente siglo, tras la obra fundamental de JEAN LERAY. Este probé en [Lel] (1933) que
el problema de evolucion con adecuados datos iniciales regulares tiene una solucién tinica
en el sentido clasico durante un determinado tiempo, 0 < ¢t < T, donde T depende de
los datos (el tipo de resultado recuerda al teorema de existencia de EDPs de CAUCHY
y KOVALEVSKAYA). La cuestién de si esta solucién se puede o no continuar en el tiem-
po para 0 < t < oo, es decir si es global, es uno de los grandes problemas abiertos de
las matemaéticas (Problema de prolongabilidad de soluciones cldsicas de la ecuacién de
Navier-Stokes).

Confrontado con esta dificultad LERAY introdujo en [Le3], 1934, el concepto de so-
lucién débil en los espacios de energia que hoy llamamos de SOBOLEV. La teoria ha
sido elaborada por matematicos como E. HopF [Ho|, O. A. LADYZHENSKAYA [LA], J.
SERRIN [S2], J. L. Lions y G. Prob! [LP], T. KATO [KA] y otros muchos.

Resultados satisfactorios existen para el problema de evolucién en dos dimensiones
espaciales. En efecto, dados datos adecuados existe una iinica soluciéon débil que es
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global en el tiempo y tiene una cierta regularidad por lo que se denomina solucién
fuerte. Con datos regulares la solucion es clasica.

Por el contrario, en dimension tres y bajo las mismas hipdtesis se demuestra que
existe una solucion débil. Esta solucion es fuerte solo localmente en el tiempo. Mientras
existe la solucién fuerte es tnica, pero se desconoce si la solucién débil es inica. Se
desconoce en particular si se generan discontinuidades en tiempo finito. En 1982 L.
A. CAFFARELLI, B. KOHN y L. NIRENBERG, del Courant Institute de Nueva York,
demostraron que el conjunto de singularidades es en todo caso pequeno, [CKN]|. Més
concretamente demostraron que la medida unidimensional, en el sentido de HAUSDORFF,
del conjunto de posibles singularidades es cero, lo que implica que tal conjunto si existe
no puede contener ninguna linea.

Observemos que la presencia de estas singularidades fue conjeturada por LERAY como
posible explicacién del fenémeno de la turbulencia. Segin esta hipotesis, incluso para
datos regulares las soluciones en tres dimensiones pueden desarrollar en un tiempo finito
singularidades en la forma de puntos donde la vorticidad W = rot (u) se hace infinita.

El problema estacionario no tiene necesariamente solucién unica. Un problema de gran
interés practico es entonces el de determinar qué soluciones estacionarias son estables
ante perturbaciones de los datos. Un problema relacionado, de gran interés y actualidad,
es el de hallar conjuntos atractores de soluciones, es decir tales que la solucién del
problema de evolucion con cierto tipo de datos converja hacia ese conjunto, formado en
el mejor de los casos por una o varias soluciones estacionarias. En el peor de los casos
este conjunto estard contenido en un variedad de dimensioén finita.

La informacién anterior estd tomada en su mayor parte de R. TEMAM [Tel]. Para un
estudio avanzado ver también los libros de TEMAM [Te2] y CONSTANTIN-FoO1AS [CoF].
Un estudio matemdtico actualizado se halla en el libro de P. L. Lions [PLL].

6.13 Variacion de la energia

Estudiemos con algin detalle la variacién de la energia para un fluido viscoso incom-
presible, investigacién que como hemos visto no es necesaria para plantear el problema
hidrodinamico, pero puede ser un importante util matematico a la hora de resolverlo. La
variacién de energia interna acumulada en un dominio material D; viene dada por

d
—Eint = W dx + / (g —divJ)dx.
dt D D

Calculemos la potencia W de acoplamiento (seccién 4.2). Se tiene

W =8:D=—p(divu) + A(divu)® + 2u (D : D),
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que en virtud de la incompresibilidad queda

(6.71) W =2u Y (DY)* =2uD: D = 2u|D||".

i,j

Como esta cantidad representa la disipacion debida a efectos de friccion, se deduce que
el coeficiente 1 ha de ser no negativo. De hecho esta formula puede servir de definiciéon
de p. En el caso incompresible la funcién W suele llamarse funcién de disipacion. Mide
pues una energia perdida irreversiblemente por el sistema.

A efectos de completitud observamos que la variacién de energia total viene dada por

(6.72) %Stot :/ ((f,u) + ¢ —divJ) dx+/ (3,u)dS,
Dy

0Dy

cf. (4.3). El dltimo término se descompone en los fluidos viscosos en tres términos de
energia en el borde

(%, 1) = —p(n, u) + 2u(Dn, w) = —p(n, u) + (V) n,u) + ((Vu) u, n),

Utilizando la incompresibilidad el primero de estos términos da integral — [,(Vp, u) dx.
También observamos que la energia cinética varia de acuerdo con la férmula (ver (4.4))

igcm = / (f,u) dx — /(Vp, u) dx + 2[1,/ (divD, u) dx.
dt Dy Dy

Utilizando la incompresibilidad el dltimo término da

u/ Awuydx=p [ (Va)nwdS—p [ [Vul?dx.
Dy 0D, Dy

De estas formulas se deduce que

(6.73) |Vu|? dx = 2 ||D||2dx—/ ((Vu)u,n)ds.
Dy 0Dy

Dy

EJjERcCICIO 6.12. Dar una demostracion directa de esta formula. Demostrar que para
condiciones de contorno nulas se tiene

(6.74) ||vu||2dx:2/ ||D||2dx:2/ AP dx,
Dy Dy Dy

que es una férmula de equiparticién de energia entre la parte dilatacional y la rotacional.
Esta 1ltima, la potencia de rotacién, no se transforma en energia interna.
) 7
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6.14 Fluidos no newtonianos

Los coeficientes de viscosidad de un fluido newtoniano se definen como los coeficientes
constantes de la expresion lineal del tensor de esfuerzos S como funcién de la matriz Vu.
En particular, el coeficiente dindmico u es la mitad del coeficiente de proporcionalidad
entre S y D. Tal proporcionalidad se manifiesta en las formulas derivadas en las confi-
guraciones cldsicas, como son las corrientes de Couette y Poiseuille, lo que permite la
medicién experimental. En el caso tltimo la ley de la potencia cuarta (6.28) contiene la
proporcionalidad de @ respecto a Ap con factor 7R*/(8u). Esta proporcionalidad ha sido
observada experimentalmente en corrientes laminares para una gran variedad de liquidos
ordinarios de bajo peso molecular y para un amplio rango de velocidades. Al mismo
tiempo se hallan materiales reales que no obedecen a este comportamiento prescrito, co-
mo pinturas y polimeros diversos. Tales fluidos, en que la linealidad u — S no se cumple,
se denominan genéricamente no newtonianos.

Trataremos por simplicidad de fluidos incompresibles. Una forma simple de ver la no
linealidad es a través de la corriente laminar de Couette. En ese caso se define p como la

relacién b
-

(6.75) pw=—,

Y
donde U/d = + es el gradiente de velocidades. Un fluido no newtoniano serd aquél para
el que p sea funcion de 7,

(6.76) = p(y)-

Hay dos tipos principales de fluidos no newtonianos observados. Los dilatantes, para los
cuales

dy
(6.77) @ > 0,
y los seudoplasticos, que verifican

dy
6.78 — < 0.
(6.79) <

Si proponemos una ley de tipo potencial, u(y) = K™, entonces 72 = Ky"*! y el fluido
es newtoniano si n = 0, dilatante si n > 0 y seudopléstico si —1 < n < 0. Entre los ma-
teriales reales son dilatantes las suspensiones concentradas de sélidos y seudoplasticos los
polimeros. Un caso limite se plantea con los llamados fluidos (rigidos viscoplésticos)
de Bingham en los que la dependencia v — 7 es de la forma

120y _ ) Moy to si y>0,
(6.79) () = { el intervalo [0,0] si y=0.

El nuevo coeficiente o se llama umbral de plasticidad. Tenemos pues una funciéon multiva-
luada. Formalmente corresponde a tomar potencia n+1 = 0 en los fluidos seudoplasticos.

Una teoria general teniendo en cuenta estos hechos experimentales se debe a REINER
y RIVLIN, que estudian las condiciones que ha de verificar una ley para ser compatible
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con la geometria (cambios de ejes) y llegan a la conclusién de que el tensor desviatérico
es una funcién posiblemente no lineal de D,

(6.80) T = F(D).
Razonamientos como los hechos en la seccion 6.2 llevan a una dependencia de la forma
(6.81) F() = F\(IIp, 111p)D + Fy(I1p, I11p)D%

donde se desigan por Ip, I1p e 111 los invariantes simétricos del tensor D. Las funciones
F} y F, son funciones materiales, en el sentido de que identifican el fluido de Reiner-
Rivlin especifico del que se trata. Los fluidos newtonianos incompresibles tienen F; = 2
y F, = 0. Se llaman fluidos newtonianos generalizados aquellos en que la ley toma la
forma

(6.82) T = 2n(J)D,

siendo J el invariante
(6.83) J=—41Ip=2tr(D*) =2D:D.

De este modo en el fluido lineal de Couette J coincide con 7?. Obtenemos asi en lugar de
(6.9) la ecuacién de Navier-Stokes con difusién no lineal

(6.84) p (2—? +(u- V)u) =—-Vp+n(J)Au+2D-Vn(J) +f£.

Con una ley tipo potencia, n(J) = KJ", newtoniano equivale a n = 0, dilatante a n > 0
y seudoplastico a n < 0. Ciertamente una ley potencial es un supuesto ideal y puede ser
valida en la préctica s6lo en un rango determinado de S. Para los fluidos de Bingham 7
toma la forma

(6.85) { T=2uD+20J"?D s J>0

T=aD, a€][0,0] si J=0.
Obsérvese que en general la funcién de disipaciéon toma la forma
(6.86) S:D=7:D=2n(J)D:D=n(J)J.

Es interesante notar que la funcién de disipacién en un fluido de Bingham no es multiva-
luada,
(6.87) S:D=0oJ"2 4+ pulJ.

COMENTARIOS. Las notas precedentes siguen basicamente el texto [AM] donde el lector
puede encontrar mas informacién. Para los fluidos de Bingham ver [DL], que explica
como tales problemas con funciones multivaluadas se resuelven mediante la teoria de
desigualdades variacionales.
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Una presentacién alternativa de la introduccién de la viscosidad no lineal puede con-
sultarse en el texto de O. LADYZHENSKAYA [L], que propone ecuaciones con término de
viscosidad Awu; reeemplazado por

(6.88) > a%ch(Vu),

con funciones Ty, del tipo Ty = (c1 + ¢2||Vn|[?) Ou;/dxy. Compdrese con el tipo anterior.

Existen otros tipos de fluidos no newtonianos como aquéllos que incluyen efectos de
memoria (fluidos con memoria evanescente, viscoeldsticos). Para més informacién referi-
mos al lector a la literatura.

Otros ejercicios del capitulo

EJERCICIO 6.13. (a) El débito de una corriente laminar en un tubo cilindrico de seccién
2, un dominio acotado del plano (de frontera regular o al menos regular a trozos), se
puede calcular con una férmula similar a la de Hagen-Poiseuille, 6.28, pero con cierta
dependencia de la forma dominio, @ = Q(2). Explicitar esa dependencia.

(b) Definamos la eficacia hidraulica de una seccién Q como el cociente
)
Q(D)’

donde D es el disco con la misma area que €2. Calcular A\ para un cuadrado y un rectangulo
de lados a y b.

AQ) =

(c) Problema de optimizacién: la eficacia 6ptima se obtiene si y solo si €2 es un disco:
0 <A< 1sifnoesun disco. [Indicacién: este es uno de los problemas conocidos por
los mateméticos como problemas isoperimétricos.]

EJERCICIO 6.14. Calcular el perfil de velocidades de la corriente laminar de Couette para
un fluido no newtoniano del tipo

() =Kph["y, n#L

Hacer el mismo ejercicio en un tubo.
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Resumen

e Nuevas variables y coeficientes:

coeficiente de viscosidad dindmico: p; unidad CGS: 1 poise=dinaxsegundo/cm?.

coeficiente de viscosidad cinemadtico: v = H; unidad CGS: 1 stokes= 1 ¢cm?/seg.
p

segundo coeficiente de viscosidad (coef. de viscosidad volumétrico): .
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Capitulo 7

Los fluidos perfectos compresibles

Se plantean en este capitulo los conceptos, sistemas de ecuaciones e ideas matematicas
fundamentales en el estudio de los fluidos perfectos compresibles, estudio que extiende el
de los fluidos perfectos incompresibles hecho en el capitulo 5.

En la primera seccién se plantean las ecuaciones diferenciales que ligan la densidad,
velocidad, presion y energia interna en virtud de las leyes de conservacién, llegandose al
sistema general de los fluidos compresibles, (7.8).

Este sistema tiene dos inconvenientes que nos obligan a trabajar més. Por una parte es
aln muy general, siendo conveniente discutir cuales son las leyes de estado que permiten
cerrar el sistema en los casos practicos, en especial cuando se consideran los gases llamados
ideales. En segundo lugar, es preciso motivar e introducir una nueva variable que es
fundamental en la ciencia aplicada, la entropia, y con ella los conceptos de flujo isotermo,
adiabatico, isentropico y barotropico.

Tras estos estudios volvemos al sistema de ecuaciones de los gases perfectos compresi-
bles que reescribimos en las secciones 7.5 - 7.7 en las formas de sistemas hiperbdlicos de
ecuaciones en derivadas parciales y ecuaciones de ondas que son clasicas en la literatura.

Terminada la parte de modelizacién se presta atencién a las dificultades matematicas,
que tienen como principal exponente la aparicion de soluciones discontinuas con ondas de
choque. Elegimos como modelo matematico elemental la ecuacién escalar de BURGERS y
comentamos brevemente la moderna teoria de Leyes de Conservacion que sirve de marco
tedrico para el estudio de estos fenémenos.

En resumen éste es un capitulo que introduce temas de gran importancia, actualidad
y complejidad matematica.

123
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7.1 Fluidos perfectos compresibles

Si el fluido perfecto es compresible, la ecuacién de Euler (5.2)

ou 1 f
7.1 —+u-Vu=-—-Vp+ —,
(7.1) 5 p p
escrita también en la forma
d(pu)

(7.2) +V(pu®u)+Vp=H,

ot

se debe acompanar por la ley de conservacién de masa general

(7.3) % + V- (pu) =0.

En ese caso necesitamos suplementar (7.1), (7.3) con informacién sobre la energia y la
presién y su relacién. Dado que el fluido es perfecto S = —p(x; ) I, el término de trabajo
de deformacién queda (ver capitulo 4)

pdp
7.4 S:D=-—p(V-u)=~-—,
(7.4) p(V-u) ="
con lo que la conservacion de la energia se escribe
de pdp 1
7.5 — == = —(¢g—divJ
(7.5) dit 2 dt +Tq, ¢ p(q ivJ),

que es una forma del Primer Principio de la Termodinamica que relaciona variacion de
la energia interna, trabajo y calor, ¢;. Para completar el sistema de ecuaciones falta una
relacién. De nuevo hemos de recurrir a la ciencia de la Termodinamica para hallar una
ley, llamada ecuaciéon de estado, que es particular de cada materia y toma la forma

(7.6) p=f(p,e).

Con ello tenemos en 3D un sistema de 6 ecuaciones: (7.1), (7.3), (7.5) y (7.6), con 6
incégnitas: p,u,p, e, que permite en principio resolver los problemas de fluidos perfectos
compresibles, bajo la hipdtesis por supuesto de que tenemos expresiones adecuadas - es
decir, leyes constitutivas - para ¢ y J. Dado que en esta teoria no se tienen en cuenta
efectos de viscosidad en la ecuacién (7.1), es decir la friccién entre las particulas, se sigue
que en muchos casos podemos considerar nulo el término de intercambio de calor, div J,
en la ecuacién energética con lo que la ecuacién (7.5) queda

de _pdp  q_  dv

7.7 de _pdp g _ _ dv
(7.7) at -~ p2dt o Pt

+q15
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donde v = 1/p es el volumen especifico, inverso de la densidad. Con adecuadas condiciones
iniciales y de contorno queda asi planteado el problema de los fluidos perfectos en toda
su generalidad.

EjempLO 7.1. Ecuaciones de la dindmica de gases. Tomando f = ¢=J =0, el
sistema anterior toma la forma tipicamente hallada en los libros que tratan la dinamica
de gases para un gas compresible y no viscoso, donde las variables son p, u, p y la energia
especifica total, E = e + |u|?/2:

(7.8) j=1

Dado que éste es un sistema muy importante el lector deberda obtener las ecuaciones
anteriores realizando los calculos pertinentes. Es importante resenar que la eleccién de
las variables p, pu; y pE permite escribir las derivadas espaciales en forma de divergencia,
lo que tiene gran importancia matemadtica. Las ecuaciones asi escritas se denominan leyes
de conservacion. Estas ecuaciones se pueden expresar en notacién vectorial en la forma,
compacta

ou

(7.9) — +V-F(U) =0,
ot

donde U es el vector U = (Uy, Uy, Us, Uy, Us) = (p, pus, pug, pus, pE), y F es una funcién

RS — Ms.3(IR), donde el dltimo simbolo designa el conjunto de las matrices reales de

cinco filas y tres columnas.

EJERCICIO 7.1*. (a) Deducir el sistema (7.8). (b) Escribir en detalle la funcién F que
interviene en (7.9) en una y tres dimensiones espaciales. Escribir las ecuaciones.

7.2 Gases ideales

El sistema de los gases compresibles es formidable y la teoria matematica, que conté en sus
comienzos con las aportaciones de matematicos de la talla de B. RIEMANN, es de una gran
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dificultad y estd atin en pleno desarrollo en la revistas de investigacion. Afortunadamente,
en las situaciones corrientes admite alguna simplificacion. Asi sucede en la teoria de los
gases ideales, modelo estdndar de fluido no viscoso compresible. Bien es verdad que para
empezar se introduce una nueva variable, la temperatura absoluta 7.

Existen dos relaciones o leyes de estado fundamentales; la primera es usualmente
escrita en la forma
(7.10) pV = NRyT,

donde aparte de la presion p y la temperatura 7' intervienen la llamada constante universal
de los gases, Ry.? Dado que p = Nm/V, donde m es el peso molecular del gas, podemos
escribir la ley en la forma mas cémoda para nosotros

(7.11) pz&pTszT.
m

Esta ley fundamental es llamada ley de los gases perfectos 3. La ley fue investigada ya en

siglo XVII por los pioneros, BOYLE y MARIOTTE, que descubrieron que pV' = constante,
y lleva diversos nombres en la literatura: GAy-LussAac, CLAUSIUS-CLAPEYRON (que
formularon el caso general). *

La segunda relacién en un gas ideal expresa que la energia interna es funcién sélo de
la temperatura, e = e(7"). Mds aun, suele suceder que se verifique la proporcionalidad,

(712

(se dice que el gas es politrdpico) y la constante ¢, se llama calor especifico (a volumen
constante). Esto cierra el sistema de ecuaciones de la dindmica de gases ideales, pues nos
proporciona una relacién del tipo (7.6) en la forma

(7.13) p=(y-1)pe,
donde hemos escrito la constante de proporcionalidad al modo usual como v — 1, con lo
que

R
(7.14) y=—+1.

(%
La constante 7y se denomina exponente adiabatico por las razones que veremos en un
momento y es caracteristica del gas en cuestion. El aire a temperaturas moderadas se
puede considerar un fluido ideal y el exponente ~ vale 1.405. Estos valores son empiricos.
Pero existen también deducciones racionales: la Mecanica Estadistica predice un valor de
5/3 para un gas monoatdémico y de 7/5 para un gas diatémico.

Lintroducida William Thompson, luego Lord Kelvin, 1848; se mide en grados Kelvin, 0° C equivale a
273,1° K.

Zsu valor es 8,314 x 107 Julio/mol.grado.

3 Atencién a las confusiones, esta nomenclatura termodindmica no tiene nada que ver con el concepto
de fluido perfecto, es decir no viscoso, aludido en el titulo del capitulo.

4Téngase en cuenta que la ley cldsica se formula en forma global, para un volumen V, y nosotros
damos una versién puntual, para una densidad p o volumen especifico v.
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7.3 Concepto de entropia. Funciones de estado

Un aspecto importante en la teoria de los gases ideales es la posibilidad de integrar
facilmente la ecuacién de la energia (7.5), (7.7) para obtener una férmula cerrada, o al
menos una forma diferencial facilmente integrable, lo que implica introducir un importante
concepto y con ello una nueva variable. Aunque parezca mentira, ello redunda en una
simplificacién del sistema total y, sobre todo, en una méas adecuada comprensién del
modelo y sus limites. A ello dedicaremos esta seccion.

Energia, calor y trabajo

Previamente, es conveniente comentar que los libros de fisica suelen escribir el PRIMER
PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA, PPT, como

d de dW
(7.15) dQ _ de  dW
dt dt dt
donde la férmula d@) = g1 dt permite definir la magnitud @, calor aportado por fuentes
externas o por las particulas adyacentes por unidad de tiempo y unidad de masa; tenemos

ademas que

(7.16) dW =pdv = —p%
es el incremento de trabajo realizado por el fluido por unidad de masa, con v = 1/p. El
PPT tiene entonces una facil lectura en lenguaje coloquial: la variacion de calor aportado
a un sistema fluido durante un proceso se traduce en aumento de la energia interna y/o
en trabajo realizado. Observamos que esta férmula exige en principio conocer la variacién
detallada de g, p y p a lo largo de la trayectoria para obtener  y W tras una integracién
a lo largo de ésta, que necesitamos hallar previamente®. Esto nos lleva a un importante
concepto matematico.

Diferencial exacta

El inconveniente de la integracién a lo largo de trayectorias determinadas se evita mediante
un hecho muy notable: dado que para un gas ideal la expresion (7.15) se puede escribir
de la forma

d dar  Td
(7.17) dQ ~-R=%°

a - “ar T par

si dividimos la ecuacién por T' el segundo miembro resulta ser una diferencial exacta en
funcién de las variables T y p,

c R
- —Sgr_ =
(7.18) ds 7 d ; dp,

Srecordamos que d/dt indica la derivada material o lagrangiana, es decir a lo largo de las trayectorias

de las “particulas fluidas”.
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que integrada da la funcién S(T, p)

T p
(7.19) S = ¢, log (p”"l) = ¢, log (R—m> :

La nueva variable S se denomina entropia (entropia especifica, para ser méas precisos) y
se define en términos diferenciales mediante

S 1dQ ¢

2 B ks
(7.20) dtt. Tdt T’

con lo que la ecuacién de la energia se reduce a la férmula cerrada (7.19). La entropia
S, definida por integracién de la forma diferencial exacta, es pues una funciéon potencial
y como todas las funciones potenciales no depende del camino de integracién, es decir su
valor en un punto y en un tiempo no depende de la trayectoria particular seguida por el
gas para adquirir su estado, sino solamente del estado concreto adquirido, definido por 7’
y p (6 py p). La entropia es una variable importante en los procesos térmicos y es una
medida del intercambio de calor, pero su interpretacién precisa no es facil de describir. ©

Variables de estado

Las variables que describen el estado energético de un fluido se llaman variables termo-
dinamicas, entre las que se encuentran p, p, Ty e. Observemos que s6lo dos de estas
magnitudes son independientes y describen lo que se llama un estado termodinamico. S
es pues una (nueva) funcién termodindmica de estado, o mas brevemente funcién de es-
tado, que se expresa en funcién de las dos que tomemos como bésicas, por ejemplo (7', p)
6 (T, p) u otras combinaciones.

Grosso modo, las variables termodinamicas sirven para caracterizar el estado energético
de un gas independientemente de la evolucién dindmica que estd teniendo lugar; en otras
palabras, se trata de variables que s6lo dependen del estado alcanzado, representado por
las variables bésicas, y no de cémo se ha llegado a él integrando las ecuaciones. Con
ello se consigue (el milagro de) desacoplar la parte hidrodindmica (que hace intervenir el
movimiento) de la energética (o termodindmica, que razona con estados).

La profusion de variables termodinamicas desconcierta a primera vista, pero no ofrece
dificultad matematica intrinseca una vez se ha entendido cual es su esencia y su mérito.
Las distintas variables son utiles en las diversas aplicaciones, en particular en la cinética
quimica.

Calor y trabajo

Volviendo al punto de partida, es muy importante sefialar que la expresion para la dife-
rencial de calor, ¢;dt, no corresponde a una diferencial exacta de una funcién de estado,

6En Mecdnica Estadistica, que es la teoria fisica que estd “debajo”de los fluidos, la entropia mide el
desorden de un conjunto o agregado de particulas. En el siglo XX su influencia se extendido al ser
interpretada como una medida de la cantidad de informacidn, tras la obra de C. Shannon, 1948.
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hipotéticamente definida por d@) = de + pdv. Es decir, aunque se puede calcular una
funciéon @), medida del intercambio de calor en el movimiento, integrando la forma dife-
rencial a lo largo de la trayectoria correspondiente, el resultado dependerd del movimiento
en particular y no sélo del estado termodindmico alcanzado, es decir los valores de p, e
y p. Por ello no tenemos derecho a eliminar los denominadores dt en la expresion de la
ley, pues todo depende del estado de la trayectoria en tiempo ¢. La notacion diferencial
d() sin denominadores se reserva para las diferenciales exactas. La analogia y el afan de
brevedad llevan a escribir la forma diferencial no exacta como

de + pdv = 6Q),

donde la ¢ se usa para significar claramente que no existe una ) que es funcion de estado.
Lo mismo le sucede al trabajo, para el que escribiremos en forma diferencial 6 en vez de
dW . El hecho de que (Q y W dependen del camino, pero S no, puede parecer una sutileza
matematica, pero no lo es; tiene importantes repercusiones fisicas y es uno de los temas
clasicos de las maquinas térmicas (ciclo de CARNOT).

7.4 (Gases reales

Lo anterior se puede aplicar a gases perfectos (es decir, no viscosos) no ideales. Las teorias
correspondientes admiten leyes de estado de la forma

(7'21) p= p(T, /0), €= e(Tv p),

es decir dependencias de e y p respecto a Ty p mds generales que las leyes (7.11), (7.12).
Variantes de estas leyes: a veces se escriben en forma implicita, como f(p, T, p) =0, o se
sustituye la segunda por su expresién diferencial ¢, = f(T, p). En todos los casos, es un
principio fundamental que la forma diferencial

de p

debe ser una diferencial exacta de una funcién de dos variables, es decir se puede definir
una entropia S como funcién de estado que esta relacionada con el intercambio de calor
por la férmula (7.20). Podemos dar un paso més y pensar en S y v como variables
termodindmicas independientes, en funcion de las cuales se expresan p, T, py e. Entonces
la ecuacion de la energia, o PPT, se ve como

(7.23) de =T4dS — pdv ,

forma muy conveniente en lo que sigue.

EJERCICIO 7.2%. En los gases reales mas usuales se supone que e = e(T) pero la depen-
dencia no es lineal, y se define el calor especifico como
_de

(7.24) eo(T) = 7.
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Demostrar que si e = e(7T), la ecuacién de estado de la presién debe tomar la forma
p= f(p) T. Un ejemplo es la ley propuesta por VAN DER WAALS, (1873)

RNT

2 _ Nl
(7.25) P= Ny

con b > 0 constante. Comprobar que tiene la forma predicha.

7.5 Flujos isentrdpicos, isotermos y barotrépicos

Un caso extremadamente conveniente sucede en los llamados procesos adiabaticos en
que no existe intercambio de calor, ¢ = J = 0, pues entonces S es constante a lo largo de
las trayectorias,

(7.26) 45 _

i
o dicho de otro modo S(x,t) = S(y,0) para x = ®(y, t), lo cual es cierto mientras se trate
de una solucién en el sentido clasico. Quedan entonces para los gases ideales las férmulas

0.

(7.27) p=Ap, T=Bp, e=Cp ",

donde A, B, C son sélo funcién de la entropia, y por tanto de la trayectoria, cf. (7.19).
Maés atin, si la entropia inicial es constante entonces A, B y C' son constantes en todo
el espacio y tiempo. Se dice que el flujo es isentrépico. Podemos entonces resolver las
ecuaciones dindmicas (7.1), (7.3) anadiendo la dependencia de la presién respecto a la
densidad (7.27) y eliminando la ecuacién de la energia. Tal situacién se puede generalizar
a una dependencia del tipo

(7.28) p = f(p),

en que p es una funciéon determinada de la densidad, independiente de las demds varia-
bles dindmicas o de estado. Tales flujos reciben en la literatura el nombre general de
barotrépicos y también eldsticos (la idea parece ser debida a Euler y fueron tratados
extensamente por HELMHOLTZ) . Si la dependencia es de tipo potencial

(7.29) p = cp®,

« se denomina exponente barotrépico. Los flujos isentropicos son el caso mas importan-
te de flujos barotréopicos. Otro caso importante son los flujos isotermos en que 7 es
constante y la ley de estado se reduce a

(7.30) p=cp.

En muchas consideraciones de la meteorologia, la aerondutica y otras ramas, la suposicion
de temperatura constante es admisible como primera aproximaciéon. Por tltimo, se puede
considerar que los flujos incompresibles son un caso limite de flujos en régimen barotrépico
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con exponente o = oo (basta con invertir la relacién (7.29) y ver a p como funcién de p).
En todos estos casos la integracion del flujo puede prescindir de la ecuacion de la energia.

Sistema de los flujos adiabaticos de gases ideales

En virtud de lo anterior podemos escribir el sistema de ecuaciones para estos flujos a
partir del sistema original (7.8) como

1d

~2 i v.u=o,

p dt

du 1V _0
(7.31) a TP

s _{

at

p=7p(p,S)

De las leyes de los gases perfectos (7.11), (7.12) se sigue que la expresién de p como
funcién de p y S viene dada por (7.19), es decir,

(7.32) p=A(S)p", A(S)= ReS.

Velocidad del sonido

Este sistema tiene una gran riqueza y una gran dificultad matematica. En el estudio juega
un papel importante la cantidad ¢ definida en general por

0
7.33 = —p(p,S),
(7.33) 57(0:5)
es decir derivada para entropia constante. La magnitud c tiene dimensiones de velocidad
y se llama velocidad del sonido del flujo en cuestion. Para un gas ideal barotrépico de ley
potencial vale

TP

(7.34) ==
p

Si es un gas ideal de ley p = RopT/m nos queda la conocida férmula
Ry T

(7.35) @ =270

m

Un flujo se llama subsénico si u < ¢ y supersénico si u > c¢. Dividiendo u por c se
obtiene un nimero adimensional u

7.36 M =—
(7.3 3

llamado niimero de Mach,” de forma que el limite subsénico-supersénico (barrera del
sonido) sucede a Mach=1.

en honor del fisico austriaco Ernest Mach, (1838-1916).
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La alternativa subsénico-supersénico es una de las principales caracteristicas de estos
sistemas y un caso notable de conjuncion experimento-teoria: por una parte los fendmenos
fisicos que se observan y de los que hablaremos a continuaciéon son muy diferentes; por
otra parte, la explicacién matematica es muy clara, se trata de que el sistema cambia
de tipo, de eliptico a hiperbdlico. La teoria matematica de los flujos supersénicos es
considerablemente mas dificil que la de los subsénicos.

7.6 Ondas de presion

El sistema anterior de la dinamica de gases modela fendmenos de gran interés practico,
como la propagacion de ondas en el aire responsables del sonido. Al contrario que en
las ondas marinas, en éstas el fendmeno vibratorio se debe a las variaciones de presion y
densidad. Es licito suponer dentro de los limites de aproximacion razonable que se trata
de un fluido compresible del tipo gas ideal en un proceso isentrépico, o mas en general
barotrépico. Veamos los desarrollos introductorios a esta teoria, que nos permiten plantear
problemas matematicos de gran interés.

Ejemplo 7.1 Dada la complejidad de la dindmica de gases es prudente analizar primera-
mente los problemas en una dimension espacial. Tratemos pues el sistema de la dinamica
de gases isentrdpicos (barotrépicos) en coordenadas eulerianas en 1D. Es un sistema de
evolucion de la forma

pr+ups+puy =0,

(7.37) 2(0)

ut-l-

Pz +uuy,=0.

Se puede pues descartar la entropia, que sélo interviene como una constante en ¢ =
A(S)y p"~!. En general un flujo adiabético es compatible con valores distintos del cociente
p/p" para distintas particulas y el sistema correspondiente depende de S.

El sonido puede interpretarse como una perturbacién del estado de equilibrio de un gas
ante pequenas variaciones de presién (y por tanto pequenas variaciones de densidad). Se
pueden entonces obtener ecuaciones para estas perturbaciones por linealizacion de (7.37)
alrededor de la posicién (u, p) = (0, po). Poniendo v = eu’ y p = py + €p’ y despreciando
los términos cuadraticos en ¢ se llega a

P+ pouy =0,  pouy = —c*pl,

con ¢® = ¢3 calculada en p = py. Eliminando v’ nos queda la ecuacién de ondas para p/

82,0’ _ 282p/
=c"'—

(7.38) S =t
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Una ecuacion similar es valida para u’ y para p’. De ahi el nombre de ondas de presién.
Segin la teoria de la ecuacion de ondas, la velocidad de propagacién de estas pequenas
perturbaciones es precisamente ¢, que es constante si la densidad base del medio py es
constante.

EJERCICIO 7.3. (a) Escribir el sistema de los gases isentrdpicos en términos de las varia-
bles p y u, eliminando p.

(b) Calcular la velocidad del sonido de un flujo isotermo. Escribir las ecuaciones.

Ejemplo 7.2 Como ejemplo de la complejidad en varias variables espaciales, describire-
mos ahora las ecuaciones a que se reduce el sistema compresible de los gases barotrépicos
en condiciones estacionarias e irrotacionales. Tenemos una ecuacién de continuidad que
podemos escribir como V - (pu) = 0, es decir

Vp-u+p(V-u)=0.
Por otro lado, la ecuacién dindamica es
(u-V)u+ (Vp)/p=0.

En tercer lugar admitimos que p = p(p), de forma que Vp = p'(p)Vp = ¢® Vp. Sustitu-
yendo esta expresion en la ecuacion dinamica se tiene

- = _(u ’ V)ua

con lo que la ley de conservacion de masa queda en la forma
A(V-u) —{(u- V)u,u) = 0.

Para obtener la ecuacion deseada sélo nos falta usar la hipétesis de irrotacionalidad para
escribir u = V@, con lo que se llega a

: *A® — i
(7.39) c Z Uilj 8x,8x]

1,j=1

Esta es la expresion buscada. Dado que u; = 09/0x; se trata de una ecuacién cuasilineal
de segundo orden para la Unica variable ®. Esta ecuacion es el modelo mas conocido en
Fisica Matematica de ecuaciéon de tipo variable. El tipo de la ecuacion lo determina la
matriz de coeficientes de las segundas derivadas,

(aij) = (65 — uju;) = T —uu,

[CH], [We]. La matriz es definida positiva si y sélo si ¢ > |u|, es decir si M < 1
(régimen subsénico). Se dice entonces que la ecuacién es eliptica, similar a la ecuacién
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de Laplace, a la que se reduce en el limite M — 0 (con lo que se coincide con el caso
incompresible irrotacional). En el caso supersénico en que M > 1, ¢ < |ul, la ecuacién es
de tipo hiperbdlico (una ecuacién de ondas no lineal).

Es atin mas facil de visualizar el resultado en la situacion tipica en la teoria del sonido
en que la velocidad es aproximadamente constante, por ejemplo u ~ (U, 0,0), y a ella se
superponen las pequenas oscilaciones de la vibracién acustica con potencial ®. Entonces
podemos linealizar la ecuacién (7.39) en la forma

0?P n 0?® n 0%® ~0
ox2 = Oy2 022
con M = U/c. Obtenido el potencial, u se halla por derivacién. De ella se obtienen p y

p por las leyes de conservacion o dindmica. Veremos mas abajo que p se puede hallar a
partir de la ley de Bernoulli en version barotrépica.

(7.40) (1— M?

7.7 FEl P-sistema. Ecuaciones de ondas no lineales

Vamos a aplicar las ideas anteriores para derivar el modelo estandar para un gas ba-
rotrépico en 1D en coordenadas lagrangianas (y,t), lo que conduce a versiones intere-
santes de la ecuacién de ondas. La ley de conservacién de masa puede escribirse como
J = 0x/0y = po/p y también como (v =1/p):

dv 1d 10u 1 0u
(7.41) w__w»_v_ %

dt p>dt  pOxr  py Oy
Del mismo modo el calculo para el momento da
du  10p  10p

dt — pdx pydy

(7.42)

Introduciendo ahora la coordenada de masa z = [¥ po(y)dy,® cambiando la notacién de
derivadas totales en ¢ a parciales sin peligro de confusién, y usando la relacién barotrépica
p = P(v), se llega al sistema

T
o 9z
(7.43)
ou O0P(v)
ot + 0z 0,

un sistema de EDPs no lineal de primer orden. Trabajemos un poco mas. En virtud de
la primera ecuacién (vista como una igualdad de derivadas cruzadas) existe una funcién
“potencial”’w = w(z,t) tal que

ow ow
_— = ’U,’ — =
ot 0z

8el extremo inferior de integracién es indiferente.

(7.44) .
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Entonces la segunda ecuacién de (7.43) es equivalente a

0*w 0 ow
(7.45) a2 = 5, F(5))

una ecuacion de ondas no lineal (tremendamente més dificil de resolver que la clésica).
Obsérvese que para un gas ideal adiabdtico o isotermo se tiene una ley del tipo potencial
inverso P(v) = pov~®. Esta ecuacién de ondas no lineal aparece también en la teoria de
la elasticidad.

7.8 Teorema de Bernoulli para fluidos barotrépicos

El resultado de Bernoulli demostrado en el capitulo 5 es valido para fluidos compresibles
del tipo llamado barotrépico (cf. seccién 7.5) en los que p varia pero existe una relacién
entre p y p de la forma p = p(p) 6 p = p(p). En ese caso podemos definir una nueva
funcién mediante la férmula diferencial

dp

7.46 dw = —.
(7.46) )

En el caso isentropico W es simplemente la funcion de estado llamada entalpia h, ver la
definicién (7.65) (salvo una constante aditiva). Si ahora repetimos el célculo que lleva a
la férmula (5.29) pero definiendo

1
(7.47) H= 5u2 +W +U,

se tiene:

Proposicién 7.8.1 Para un fluido perfecto y barotrépico, si H es dado por (7.47) se
tiene

(7.48) aa—ltl +wxu=-VH.

Es ahora inmediato que los teoremas 5.9.2 y 5.9.3 son vélidos mutatis mutandis.

Teorema 7.8.2 FEn un flujo estacionario, compresible e irrotacional de un fluido perfecto
barotrépico con fuerza externa que deriva de un potencial la energia total H es constante
en cada componente conexa del dominio de definiciéon del flujo,

1 d
(7.49) 5u2 + / ?p + U = cte.
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Teorema 7.8.3 En un flujo compresible de un fluido perfecto barotrépico con potencial
de fuerzas estacionario la energia total varia a lo largo de cada trayectoria de acuerdo con
la féormula

(7.50) 1o

dt  pot’
Si el flujo tiene una presion estacionaria se concluye que la energia total es constante a lo
largo de cada trayectoria, dH /dt = 0.

Observemos que para el flujo adiabatico de un gas ideal se tienen las férmulas:

2
p=kp', F=2E  h=ge=___-_°
p

(v=1Dp (v=1)

de forma que H se escribe como

1 c?
H = -u? U.
2u +7_1+

LOsS TEOREMAS DE BERNOULLI Y LA ECUACION DE LA ENERGIA. Hemos deducido
los teoremas de conservacion de Bernoulli para los fluidos perfectos incompresibles y los
barotrépicos por un método directo. Pero, dado que la funcién H representa una energia,
puede ser de interés deducir estos resultados de la ley de conservacion de la energia, que
para fuerzas conservativas con potencial estacionario viene dada por la ecuacién (4.15):

d (1
(7.51) Py (E(u)2+e+U) =div(S-u)+¢—divJ.

Supondremos ademés que ¢ = J = 0 (es decir, no existen fuentes ni conduccién de
calor). Recordando que para un fluido perfecto S -u = —pu, se tiene como en el ejercicio
4.2

. pdp d (p op
7.52) div (S-u)=-Vp-u—-p(V.-u)=-Vp- ——=—p—| = —.
(7.52) div (S-u) p-u—p(V-u) Pt pdt<p)+at
En funcién de la entalpia , h = e + p/p queda la férmula general
d (1 10p
7.53 —(z(u)?+h+U|=-—
(7.53) % (ur+nrv) = 2%,

que hemos obtenido como férmula de Bernoulli, (5.35). Recordemos que este razonamiento
se aplica evidentemente a los fluidos incompresibles en que podemos poner e = constante,
h = p/p+ ¢, mientras que en los isentrépicos se tiene dS =0, dh = dp/p y de = pdp/p>.

Parte II. Teoria matematica
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7.9 Leyes de conservacion. Ondas de choque

La resolucion de los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden no
lineales de la dinamica de gases es uno de los grandes retos de las matematicas desde
los tiempos de RIEMANN hasta el momento actual. En efecto, los sistemas (7.8), (7.31)
admiten en general soluciones clasicas s6lo localmente en el tiempo, generandose en tiempo
finito discontinuidades inevitables, llamadas ondas de choque, donde las caracteristicas
se cruzan y las soluciones (funciones de estado) se hacen discontinuas, cf. [CF]. Una teoria
matematica basada en la resolucién de los sistemas en el sentido clasico esta pues abocada
a la catastrofe en tiempo finito.

Dado que la mecanica de fluidos es una ciencia aplicada, ante una situaciéon semejante
hemos de saber qué sucede experimentalmente y buscar luego la manera de crear unas
matemadticas que respondan a esta informacién. Pues bien, al atravesar una onda de
choque se observan en la practica discontinuidades de la entropia, y ademéas siempre en
sentido creciente. Como dijimos ello es incompatible con una teoria matematica clasica
para el problema formulado en los términos aqui descritos. Para explicar fisicamente
estas discontinuidades es preciso hacer intervenir los términos de conduccién de calor y
de viscosidad, despreciados en la teoria ideal tal como expusimos en la primera seccidn.

La teoria se sale del cuadro del andlisis cldsico, pues ;cémo pueden las soluciones sa-
tisfacer las ecuaciones diferenciales si son discontinuas? El andlisis funcional y la teoria de
soluciones en el sentido de distribuciones, producto de las matemaéticas del siglo XX, ex-
plican los nuevos conceptos de soluciéon a emplear y las reglas del nuevo calculo. Daremos
unas ideas tras examinar el ejemplo mas elemental de BURGERS.

EJERCICIO 7.4% Escribir el sistema (7.37) en la forma cuasilineal

(7.54) U +A-U,=0

con U = (p,u)!. Identificar la matriz A = A(p,u) y demostrar que tiene como autovalores
(7.55) M=u+e, M=u—c

Este cdlculo es fundamental en el estudio del sistema (7.37) como sistema hiperbdlico de
ecuaciones en derivadas parciales.

7.10 La ecuacién de Burgers

Dado que el estudio de los sistemas expuestos anteriormente tiene dificultades matemaéticas
evidentes es habitual ilustrar la aparicién de singularidades en las soluciones de este tipo
de sistemas como (7.8) o (7.54) con la ecuacién

(7.56) ‘ up + uugy =0,
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propuesta por el matemédtico holandés J. M. BURGERS, [Bu], que es la mds simple ley
de conservacién en que aparecen discontinuidades en tiempo finito (choques). Obsérvese
que (7.56) es simplemente la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento en
una variable espacial tras despreciar el término de presién (y la viscosidad). Es pues
razonable esperar que su problemadtica tenga estrecha relacién con los sistemas de los
gases propuestos mds arriba. Se toman datos iniciales

(7.57) u(z,0) = f(z),
que podemos suponer para més comodidad positivos y C' (por ejemplo del tipo gaussiano).

EJERCICIO 7.5% (a) Demostrar mediante la técnica de caracteristicas que las soluciones
clasicas de la ecuacién de Burgers en el dominio @ = {(z,t) : x € IR,t > 0} se obtienen
mediante la formula implicita

(7.58) u(z,t) = f(z — u(z, t)t).

(b) Demostrar mediante el teorema de la funcién implicita que la férmula (7.58) propor-
ciona una solucién C! de (7.56)-(7.57) durante un tiempo maximo

. 1
(7.59) T = min )

(c) Calcular en concreto el tiempo maximo de existencia de solucién clésica para el pro-
blema con dato

(7.60) u(z,0) = !

1+22
Dibujar las caracteristicas en planta (plano (z,t)) y ver cémo se cruzan en el primer
cuadrante (choques) y se separan en el segundo (onda de rarefaccién).

La teoria anterior se generaliza sin dificultad a ecuaciones de la forma
(7.61) up + f(u), =0,

cuando f es estrictamente convexo , f”(u) > 0. Existen muchos resultados para funciones
no convexas en el caso escalar. La teoria vectorial es tema arduo de investigacion. []

Un problema serio de analisis

Es muy importante observar que, a partir del tiempo en que las caracteristicas empie-
zan a montarse unas sobre otras, el método geométrico produce soluciones v = u(x,t)
multivaluadas (varios valores de u para un mismo punto (z,t)). Cuando se comprueba
este fendmeno sobre los sistemas reales de los gases, se observa que tales “soluciones” no
tienen singun sentido fisico y por tanto proponer tal soluciéon es un craso error. Llega-
mos asi un punto culminante de la fisica mateméatica moderna, la teoria de soluciones
generalizadas discontinuas. Veamos un momento en qué consiste: para resolver el enigma
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anterior hemos de recordar que los gases ideales son el limite de gases viscosos, estudiar
lo que sucede cuando existe pequena viscosidad y pasar al limite. La regularizacion de
las soluciones de la ecuaciéon de Burgers se realiza anadiendo un término de viscosidad de
la forma

(7.62) Up + Uy = € Ugy,

con ¢ & 0 (método de la viscosidad evanescente). Veremos en el préximo capitulo algunas
propiedades de estas soluciones y de su comportamiento cuando ¢ — 0. La explicacion de
que este método se separe radicalmente del geométrico es que en el momento del choque
se tienen derivadas infinitas de la funcién ideal y el término € wu,, no es en absoluto
despreciable en la ecuacion aproximada por mucho que € ~ 0. He aqui un ejemplo de
como la fisica nos obliga a repensar ciertas costumbres aparentemente seguras, ligeramente
adquiridas, pero potencialmente peligrosas.

7.11 Soluciones de entropia para leyes de conserva-
cién

Apuntemos algunas ideas sobre el curso que toman las matematicas para la ecuacion de
BURGERS y otras leyes de conservacion. Se plantea el problema de continuaciéon de las
soluciones después de la aparicién de una singularidad o, més en general, la existencia
de soluciones con datos iniciales no muy regulares. Este problema fue abordado por B.
RIEMANN en un trabajo fundamental, 1860, donde introdujo los famosos invariantes de
Riemann. Para evitar los problemas de regularidad de las soluciones y mantener un cuadro
funcional general, con el tiempo se introdujo el concepto de soluciones generalizadas o
soluciones en el sentido de las distribuciones (S. L. SOBOLEV, 1938) . Pues bien, este
recurso hoy clésico no es suficiente en las ecuaciones de los gases compresibles, pues tales
soluciones generalizadas no son tnicas. Es preciso pues un concepto de solucién adecuado
(o clase de soluciones admisibles), méds amplio que el concepto de solucién cldsico pero més
restrictivo que el de solucion generalizada, y que tenga sentido fisico, y probar luego
que el problema de valores iniciales y de contorno esta bien propuesto en esa clase. Avances
fundamentales en la teoria matematica de “Leyes de conservacién y ondas de choque”se
han realizado en la segunda mitad de este siglo y se deben a OLEINIK, KRUZHKOV, LAX,
GLIMM y otros muchos autores. Se trata de uno de los temas mas activos de investigacion
matematica actual.

En particular, la construccion y la comprensién de las soluciones admisibles, llamadas
soluciones de entropia, exige introducir pequenos efectos de viscosidad y conduccién que
luego se pasan al limite pero dejan su impronta en forma de condiciones de unicidad.
Por otra parte los mateméaticos aspiran a una caracterizacién matemaética intrinseca de
las “buenas soluciones”, lo que se consigue en muchos casos bajo la forma de condiciones
de entropia. En el caso de la ecuaciéon de Burgers, tal condicién suplementaria, que
caracteriza la buena solucién de entropia entre todas las soluciones distribucionales, fue
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formulada por O. OLEINIK como una desigualdad,

Ut S 9
4

Pero tales condiciones simples no existen en problemas en varias dimensiones o en ecua-
ciones vectoriales. Un articulo fundamental en el estudio de las soluciones de entropia
es [Kr], 1970. Una iniciacién adecuada al estudio matemadtico de las ondas de choque es
por ejemplo el texto de Chorin y Marsden [CM]. Ver otras referencias en la bibliografia

al final del capitulo.

Parte III. Complementos

7.12 Complementos sobre la termodinamica

Es quizd conveniente resumir las ideas avanzadas sobre la Termodindmica y exponer
algunas otras. La Termodinamica es la ciencia que estudia los intercambios de calor y
trabajo en los medios macroscopicos. Su fundamentacion racional se puede buscar como
limite de las teorias microscépicas (mecdnica estadistica, cinética de gases) cuando el
ntimero de particulas tiende a infinito?. Las hipStesis habituales suponen que tratamos
de una substancia tunica en un solo estado de agregacién (una sola fase), pero la teoria
general se extiende a mezclas y estados polifdsicos y es fundamental en el estudio de las
reacciones quimicas. También suponen una situacién de equilibrio (termodindmico local,
para ser mas precisos), o al menos de “cuasi-equilibrio”, conceptos que se discuten en los
textos y que nosotros admitiremos, pero que no seran validos en los gases muy enrarecidos
ni en los procesos con cambios térmicos muy bruscos e irregulares. Por tltimo, es de
senalar que la Termodindmica clasica considera medios homogéneos espacialmente, cosa
que no hacemos en la Mecéanica de Fluidos, que por tanto generaliza la teoria cléasica al
introducir la dependencia espacial continua de las variables termodinamicas.

Segun la ciencia termodindmica, la situaciéon de un medio homogéneo estd perfecta-
mente determinada cuando se dan dos de las variables termodindmicas, a elegir entre una
plétora de variables, lo cual causa no poca desazon al principiante: por orden de aparicién
tenemos: la densidad p (y su inverso, el volumen especifico, v = 1/p), la presién p, la
energia interna e, la temperatura absoluta 7', la entropia especifica, S. No todo par es
independiente, claro estd. Pares independientes de uso practicoson py p, 6 Ty p,6 Sy
p. La entropia, que involucra un concepto dificil, es muy natural a causa de los procesos
adidabaticos. Tales variables se dividen en extensivas, que deben integrarse en un volumen
dado para dar una contribucién global, como p, e y S, e intensivas, como p y T, que se
consideran en su valor puntual por su propia naturaleza.

9%rabajo fundamental en este sentido se debe a L. Boltzmann (1844-1906)
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En la teoria ideal no se tienen en cuenta ni la viscosidad ni la conductividad térmica
ni las desviaciones del equilibrio termodinamico.

Es un hecho admitido que para cada clase de materia existe una relacién entre la
presién p, la temperatura (absoluta) 7'y la densidad p,

(7.63) F(p,T,p) =0,

que se llama ley de estado. El primer principio es de validez general, y dice como
hemos visto que

(7.64) 0Q = de + pdv,

donde ) no es una funcién de estado, pero S, definida mediante 6QQ = T'dS, si ha de
serlo.

A ello se une la ley que relaciona e con 7'y posiblemente con p, e = e(T, p), y con ello
se repite para una sustancia cualquiera el desarrollo de las secciones 7.2, 7.3. Tenemos en
resumen una ecuacién diferencial y dos leyes de estado.

NUEVAS VARIABLES DE ESTADO. Estas aparecen en diversas situaciones para sustituir a
la energia interna. La més popular es la entalpia, h, pero también aparecen la energia
libre o funcién de trabajo de Helmholtz, A, y el potencial termodindmico de Gibbs,
también llamado energia libre de Gibbs, GG. Sus férmulas son bien inocentes

(7.65) h=e+puv, A=e-TS, G=h-TS.

Sus diferenciales son
(7.66) dh =TdS + vdp, dA = —SdT — pdwv, dG = =S5dT + vdp.

En particular, la entalpia es importante en los calculos en que la presion o bien es constante
o bien varia poco, pues entonces dh ~ d(). Las transformaciones a presion constante se
llaman isobaras, a temperatura constante isotermas, a volumen constante isocoras. Por
otra parte, en una transformacion o proceso adiabdtico se tiene que d@ = 0, luego

d
(7.67) dh = vdp = ?p,

que es precisamente el término que entra en el segundo miembro de la ecuacién de Euler,
lo cual muestra la conveniencia de usar la entalpia. En un gas politrépico se tiene

_ P
(7.68) h= T

Todas las magnitudes termodinamicas, salvo p, su inversa v, y T', estan en realidad defi-
nidas salvo una constante aditiva; lo que se mide son sus variaciones.

Segundo principio de la Termodindmica
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Se enuncia en general como sigue para un medio continuo: se postula la existencia de
una variable de estado S = S(x,t), la entropia especifica, tal que para todo proceso
s _ q J

7.69 —>=—-—V.(5)

(7.69) o> V()
donde ¢ y J son las fuentes de calor distribuidas y el flujo de calor definidos en el capitulo
4, v T es la temperatura absoluta. El lector escribird facilmente la expresion integral en
un volumen material. Los procesos en que se verifica la desigualdad son irreversibles, si
hay igualdad reversibles.

Liquidos perfectos

La Termodindmica no se aplica s6lo a los gases como ya hemos visto, sino también
a los liquidos, estado de la materia que se caracteriza por su facilidad para fluir pero
su resistencia a la compresion. Se llaman liquidos perfectos aquellos en que la densidad
es absolutamente constante, mientras en la realidad la densidad depende més o menos
ligeramente de la temperatura, cf. (8.48). Dado que la entropia ha de ser una funcién
de estado, la Termodindmica dice que en los liquidos perfectos e = e(T'), de forma que el
calor especifico ¢ = 0e/dT, es sélo funcién de T.

7.13 El modelo mas simple de la cinética de gases

He aqui una derivacion racional muy simple de la ley de Boyle-Mariotte, pv = ¢, debida
a KRONIG (1856) y CLAUSIUS (1857), que dard al lector una idea somera de los métodos
de la cinética de gases basada en la Mecdnica Estadistica.

Se considera un cubo de lado a y volumen V = a® conteniendo en un determinado
instante N moléculas de un gas con masa m. Se desea calcular la presién ejercida sobre
las caras del cubo que viene dada por

fuerza cantidad de movimiento

7.70 = = .
( ) P unidad de superficie area X tiempo
Para proceder es preciso hacer una hipétesis sobre la distribucion de las moléculas del gas.
Para conseguir la maxima sencillez suponemos que el gas se compone de 6 haces uniformes
que se mueven a velocidad constante ¢ en cada una de los seis sentidos paralelos a las
aristas del cubo. Entonces tenemos que en un tiempo At una cantidad

1cAt
7.71 =N
(7.71) 5 4
de moléculas golpean una cara del cubo. Dado que cada una imparte una cantidad de
movimiento igual a 2mc, la presién resulta ser

1 cAt 2me 2 /1
72 =—— N——=—| =N 2 —3.
(7.72) P=%a a? At 3(2 mc)a
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Asi pues,

2
(7.73) PV =3E,

donde E = (1/2)Nmc? es la energia cinética total del gas. Queda pues probada la ley del
producto pV en condiciones isotermas.

Por supuesto, el lector objetara el cardcter rudimentario de nuestra hipdtesis es-
tadistica. Pero poco después MAXWELL (1860) introdujo una distribuciones més realis-
ta,!? con la que dedujo de nuevo la ley de Boyle. Fue BOLTZMANN (1872) quien consider6
distribuciones generales y procesos de evolucién, que le llevaron a la famosa ecuacion de
su nombre.

El lector interesado en profundizar en este tema puede consultar las referencias [GW,
T].

Otros ejercicios

EJERCICIO 7.6*%. CALORES ESPECIFICOS. Supongamos que tenemos un cambio energé-
tico regido por la ley PPT (7.15). Se llama calor especifico a la relacién

_ 99

(7.74) Ce= 5.

Siendo una derivada parcial, ¢ dependera de cudl es la otra variable termodinamica que
se mantiene constante al derivar. Asi, la magnitud ¢, definida en (7.24) es exactamente
el calor especifico a volumen constante segin esta definicién, como comprobard el lector.

Demostrar que el calor especifico a presion constante estd dado por

oh

(7.75) = 57|

que en un gas ideal vale ¢, + R. Obtener la conocida relacién

(7.76) Y= cp/co.
,,Cudl es el calor especifico a entropia constante?

EJERrcCICIO 7.7. En el estudio de masas estelares KELVIN propone la relacion no adiabatica
dQ = AT con la que (PPT) queda

(7.77) AT = ¢, dT + pdv.

0que resulta ser la famosa gaussiana, llamada maxwelliana en estos contextos.
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Obtener una ley constitutiva del tipo (7.27) con

(7.78) o 2

= 1.
cv—)\+

Calcular la entropia.
EJERCICIO 7.8. ECUACIONES DE ONDAS. a) A partir de (7.45) obtener para v la ecuacién

0*v 0?P(v)
(7.79) oy

Para u se obtiene la ecuacion

0u o (., Ou

con un coeficiente dependiente de v. Hallar también una ecuacién para p.

(b) Deducir por comparacién con la ecuacién lineal de ondas (u; = c*ug;) que la
velocidad de propagacién ¢ viene dada en coordenadas (z,t) por la férmula

(7.81) & =—P'v),
. Cémo se reconcilia esto con la velocidad del sonido definida en (7.33)?
(c) {Qué tipo de ecuacién se obtendria si supusiéramos P’'(v) > 07

EJjERCICIO 7.9. Sea un liquido perfecto en que no sélo la densidad es constante sino
también el calor especifico. Hallar las relaciones entre las funciones de estado.

EJERCICIO 7.10. En una sustancia cuya energia interna viene dada por una ley e = e(7T, p)
la entropia tiene de férmula

1 0e 1 (0e p
(7.82) ds = TaTdT—i— E (8,0 p2> dp.

Demostrar que esta expresion es una diferencial exacta (de una funcién de Ty p) si y sélo
si existe una funcién F = F(T, p) tal que

0 (F OF
= — 2— — = 2—
(7.83) e=-T a7 (T)’ p=p 9’
y entonces
oF
(7.84) o or

Recordamos que esta derivada se realiza para p constante. Deducir finalmente que F' coin-
cide con la funcién trabajo de Helmholtz. [Indicacién: usar como variables independientes
0 =1/T yv=1/p. Entonces dS = 6(de +pdv), e = (0 Fylg, p=—F, y S = —0°F,.]



RESUMEN

Resumen

e Lista de variables termodinamicas:

densidad (p), presién (p), energia interna (e),
temperatura absoluta (7)), volumen especifico (v),
entalpia (h), entropfa (S5), energia libre de Hemholtz (A),

energia libre de Gibbs (G).

e Leyes de estado:

p:p(T,p), 6=6(T, p)'

e Relaciones bésicas:

v=1/p, h=e+puv, A=e-TS, G=h-TS,

e Relaciones diferenciales:

de = TdS — pdv, dh =TdS + vdp,
dA = —SdT — pdv, dG = —SdT + vdp.

e Gases ideales:

1
p:RpTa e:C’UTa p:(y—l)pe:(l—;)ph

e Flujos adiabaticos:

d
dS =0, de=—pdv= %dp, dh = ?p.

e Flujo adiabético de un gas ideal:

2
p:]{;p’Y’ c:fyg, h:fye: P = ¢ e = p
p

(v=Dp (v=1) (v—1)p
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Capitulo 8

Los fluidos viscosos compresibles

Se plantean en este capitulo los conceptos, sistemas de ecuaciones e ideas matematicas
fundamentales en el estudio de los fluidos viscosos compresibles, estadio superior en el
estudio de los fluidos newtonianos. En los complementos se tratan tres temas especificos
importantes: las ecuacién de Burgers viscosa con la explicacion de la formacion de la onda
de choque de Burgers, el sistema termo-difusivo de la combustién y los modelos béasicos
de fluidos con conveccion.

8.1 Sistema de ecuaciones

El sistema de ecuaciones que determina el estado del fluido contiene las variables estandar
densidad p, velocidad u y presién p, alguna de las otras variables termodindmicas, como
la energia interna e 6 la temperatura 7', ademés de los coeficientes de viscosidad py Ay
la conductividad térmica k. Las ecuaciones que permiten determinar estas variables son
la leyes de conservacion y las leyes de estado. Veamoslas en detalle. Tenemos

(I) La ley de conservacién de masa general:

dp
8.1 —+ V. =0.
8.1) P 49 (pu)

(II) Las ecuaciones de Navier-Stokes en la forma general (i = 1,2, 3):
du; op 0 Oou;  Ouy Ouy,
2 = — — — Ay — i

(IIT) La ecuacién de la energia (CE2), capitulo 4,

0
83:1-

(8.3) =S:D+gq—divd,

e
Pt

149
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donde S y D estan dados para un fluido newtoniano por

1
(8.4) S=—pI+ A(V-u)l+2uD, D= 3 (Vu+ (Vu)"),
de forma que
(8.5) S:D=—p(V-u)+ W, Wy =2uD:D+ A (V-u)

El término W es la funcién de disipacion de Rayleigh que representa la disipacién
viscosa. Un principio de la ciencia fisica, el famoso Segundo Principio de la Termo-
dindmica, dice que debe ser positiva (ya que es irreversible). Observamos que W; se
puede escribir como una forma cuadratica en los coeficientes de D = (d;;):

(8.6) Wi =20 diy) + A dis)” +4n(d_ d).

Hemos visto que p era no negativo. Por el contrario A puede ser negativo; asi, la teoria
de los gases monoatémicos implica que A estd relacionado con y mediante la férmula

(8.7) A= —2/3u,

que es la llamada hipdtesis de Stokes. Obsérvese que ello equivale a absorber toda la
traza de S en la parte —p I. Recordemos que en virtud de la ley de conservacién de masa
podemos escribir

d(pe) de
ot + \4 (p u 6) =p %a
de forma que la conservacién de la energia se escribe también como
0 d
(8.8) a(pe)+v-(pue):1‘;’d—f+Wl+q—diVJ.

(IV) las Leyes de Estado
(8:9) e=eT,p), p=p(T0p)),

procedentes de la temodinamica suponen la condiciéon de equilibrio térmico local. En el
caso mas comun se toma e = e(7') y se escribe de = ¢,dT’; p puede estar dada por la
ley de los gases perfectos de forma que también dh = ¢, dT’, con ¢, = ¢, + R. Podemos
introducir aqui otras de las variables termodindmicas discutidas en el capitulo anterior
que sean convenientes. Asi, si queremos formular la ecuacién energética en términos de
la entropia se usa la féormula

1
(8.10) dS = —de — ——dp = —dh — —dp.
p p
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Se tiene entonces en vez de (8.3):

(8.11) pT%zq—diVJ-FWl

que muestra la simplicidad que se obtiene usando como variable energética la entropia.

(V) Las leyes constitutivas que permiten determinar las relaciones de las demds funciones
y parametros, f, ¢ J, 4, A. He aqui un conjunto de hipdtesis usuales sobre este conjunto
de variables.

Las dos primeras se suponen dadas como funciones de x y ¢. Pero observemos que en
los procesos de combustién ¢ es funcién de la incégnita Ty de otras variables.

Para el flujo de calor J suponemos que se compone de un flujo por conduccion y un
flujo por radiacion,
(8.12) J=J.+J.

La ley de FOURIER describe el flujo de calor por conduccién
(8.13) J.=—kVT.

La conductividad térmica, k, se supone una cantidad escalar constante en el caso mas
simple (lineal, homogéneo e isétropo). Pero es también corriente tomar k = k(7'), con-
ductividad dependiente de la temperatura. En todo caso el iltimo término, representando
la propagacion térmica, en la ecuacién de la energia queda

(8.14) 4 V- (kVT).

Se olvidan aquni los efectos de radiacién. Finalmente, se supone que tanto g como A
dependen de las variables temodindmicas, por ejemplo p y T. En concreto, sélo suele ser
de importancia su dependencia de la temperatura,

(8.15) p=uT),  A=XT),
e incluso en muchas aplicaciones se las toma como constantes.

(VI) Se le anaden condiciones iniciales para p, u'y 7', asi como condiciones de contorno
que son por ejemplo
(8.16) u=0, T=T,,

donde T, es el dato de temperatura sobre una pared rigida estacionaria. También pode-
mios imponer condiciones adiabaticas a la temperatura

or
on
(derivada normal nula, es decir no flux). Hemos llegado asi a la formulacién completa del
problema general de la mecanica de fluidos, que toma la forma matematica de un sistema

(8.17) 0
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de ecuaciones en derivadas parciales no lineal. El sistema es de tipo incompletamente
parabdlico: la ausencia de un término de difusion en la ecuacién de continuidad le impide
ser completamente parabdlico.

Formulado en estos términos el problema es de una complicacién matematica muy
grande, casi imposible para el andlisis. Dada su gran importancia practica en las aplica-
ciones industriales en los ultimos afnos, se ha realizado un enorme trabajo de tipo numérico,
cf. [C4].

EJjErcIcIO 8.1. Escribir la ecuacién energética (8.3) en funcién de la entalpia y de la
presiéon. Poner J, = ¢ = 0 y suponer £ constante y la ley de estado de los gases perfectos
de exponente 7.

EJERCICIO 8.2. (a) Demostrar que la forma cuadrética W; en (8.6) es no negativa (en
3D)siysélosi u >0y A > —2/3u. Idea: demostrar que

(8.18) W

2 (32 = i)+ 4 () + () (3 )

i<j i<j

(b) Hacer los célculos en N dimensiones. ;Cudl es entonces el valor critico de A?

8.2 Fluidos barotrépicos

Merece pues la pena examinar como se simplifica el sistema en algunos casos mas simples
que aparecen en la practica, tal como hemos venido haciendo. Veamos el caso de un fluido
barotrépico con una ley de estado de la forma

(8.19) p=p(p),

si suponemos ademds que p y A dependen de la densidad, el sistema (8.1), (8.2), (8.19) es
cerrado y permite calcular p, u 'y p. Las ecuaciones (8.2) se simplifican como en el caso
incompresible. En 1D se obtiene el sistema

dp 0 .
(8.20)
d(pu) I(pu*+p) O Ou
= ((2 -
o ' o oz (B TN 7).
con p, i1y A funciones dadas de p.
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8.3 (Gases ideales

Para gases ideales suplementamos (8.1), (8.2) con las ecuaciones constitutivas

(8.21) e=—P p=RpT, e=c,T,

(v="1p’

Con ello y utilizando la ley de Fourier J = —k VT, se llega a

dTl’
(8.22) peo s +p(V-u)=V.(kVT)+q+ W, —divJ,.

Esta es la forma general de la ecuacion del calor, cuya derivaciéon racional y comprension
fisica son uno de los objetivos del curso. En el caso usual, & constante, J, =0y ¢=0y
se tiene

d dT  pd
(8.23) ds pap

= pey— — 2L = kAT + W,
p

En esta féormula se identifican claramente los dos términos que hacen variar la entropia a
lo largo de una trayectoria.

Complementos

8.4 La ecuacion de Burgers viscosa

Como dijimos en el capitulo 7, la regularizacién de las soluciones de la ecuacién de Burgers
se realiza aniadiendo un término de viscosidad de la forma

(824) Up + UlUy = € Ugy,

con € ~ 0, método de la viscosidad evanescente. Para ¢ = 1 esta ecuacién puede ser
integrada reduciéndola a la ecuacion del calor en dos pasos. Mediante el cambio

(8.25) v = /00 u(s,t) ds.

obtenemos por integracién de (8.24) la ecuacién

1
(8.26) Vp = EVgy + i(vz)Q.

Haciendo ahora el cambio
(8.27) z = exp(v/2)
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se llega a la ecuacién del calor para z:
(8.28) 2 = Zgg-

Estos dos pasos constituyen la llamada transformacion de Hopr-COLE. Para ¢ # 1
podemos reducirnos al caso anterior mediante el cambio

(8.29) ue(z, 1) = s (f f) .

Ondas viajeras. Veamos un ejemplo muy ilustrativo del comportamiento de las solu-
ciones con viscosidad. Se trata de las soluciones de la forma

(8.30) u(z,t) = U(z — ct),

que se llaman ondas viajeras porque la figura se desplaza con el tiempo de forma paralela
con velocidad ¢ (hacia la derecha si ¢ > 0). Es claro que el perfil U debe satisfacer la
ecuaciéon

(8.31) —cU'+UU =U"

si e = 1. Tomemos ¢ > 0. Una primera integracién y la condicién de que U y U’ vayan a
cero cuando £ = x — ¢t — oo nos lleva a U’ = (1/2)U? — cU. Integrado da

2
(8.32) U(€) = Hﬁ

EjErcIcio 8.3. (a) Comprobar todas las afirmaciones anteriores.

(b) Verificar que el perfil U es una funcién decreciente que une el nivel U(—o0) = 2¢ con
el nivel U(+o0) = 0.

(c) Aplicar el cambio (8.29) para escribir la expresién de la funcién U = U, cuando € # 1.
Ver que en el limite € — 0 se tiene el perfil Uy(£) = 2¢ para & < 0, Uy(€) = 0 para & > 0.
En términos de (z,t) obtenemos

o () = 2¢c stz <ct,
0 5 = 0 si ©>ct.

Esta es precisamente una onda de choque. Se justifican pues en el ejemplo las promesas
hechas en la seccién 7.10.

(d) Comprobar que la onda de choque tiene como dato inicial una funcién escalén. Es
el llamado problema de Riemann para la ecuacién (8.24). Dibujar las caracteristicas
y ver como entran en el choque: ésta es una propiedad importante para caracterizar los
choques que son fisicamente admisibles.

EJERCICIO 8.4. (a) Escribir un programa en diferencias finitas para integrar la ecuacién
de Burgers viscosa.

(b) Observar la formacién de un pliegue u onda de choque regularizada cuando € ~ 0
con diversos datos iniciales de soporte compacto. Adivinar qué hace el choque para ¢
grande.
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8.5 Sistemas de la combustion

La dificultad de la descripcion de la evolucion de un fluido compresible se combina en
los problemas de combustion con el cardcter reactivo de la mezcla fluida y el caracter
exotérmico de las reacciones quimicas que se desencadenan, que es ademds altamente
variable con la temperatura. Por otra parte, se trata de mezclas de fluidos y no de un
compomente aislado. Ello da lugar a un teoria de una complejidad ain mayor, pero de
una gran importancia cientifica e industrial.

Veamos un ejemplo de tales problemas en la descripciéon de la propagaciéon de una
llama premezclada. El problema de propagacion puede ser escrito en toda generalidad
como un sistema de EDPs del tipo anterior para las variables p, densidad, v, velocidad
media, p presiéon y T' temperatura, todas ellas tomadas como magnitudes promedio en la
mezcla. Tenemos ademds que introducir las variables Y,, fracciones de masa de los dife-
rentes componentes y productos combustibles, o« = 1, 2, -, y las ecuaciones de conservacion
correspondientes; todas ellas van conectadas por las relaciones constitutivas necesarias.

Obviamente, la quimica es una parte crucial del problema y hay usualmente muchas,
incluso cientos de ecuaciones implicadas en el proceso, lo que tomado literalmente haria
imposible el andlisis. Afortunadamante, tal complicaciéon no es necesaria en un estudio
cualitativo y tomaremos como es habitual en los textos el caso simple de un solo combus-
tible y un solo oxidante que dan lugar a un producto de acuerdo con la reaccién quimica
irreversible
(833) F+4+v50, — (1 + l/o) P+ (q),

donde una masa vp de oxigeno es consumida por unidad de masa del combustible para
dar 1+ v unidades de productos, mas la energia térmica q. El sistema es entonces como
sigue. Primero tenemos las ecuaciones hidrodindmicas

dp B
(8.34) 5 +V-(pv) =0,
(8.35) O () + V- (pvv) = —Vp+ V-7

ot

donde hemos despreciado el efecto de la gravedad y 7', el tensor de esfuerzos viscoso,
estd dado por la ley de Navier-Stokes. Concentrémonosnos en las llamas de deflagracion,
olvidando pues la teoria de la detonaciéon. De acuerdo con la aproximacion isobarica,
usualmente aceptada en la descripcién de deflagraciones lentas, las variaciones de presion
pueden ser despreciadas salvo en la ecuacién de la conservacién del impulso (8.35). En
particular, los correspondientes términos de trabajo pueden ser despreciados en la ecuacion
de la energia, que, escrita para la temperatura comun de la llama premezclada, queda de
la forma

9]
(8.36) a(pcpT) + V- (pcpvT) =V - (kVT) 4+ ¢qWp.

Ademis, escribimos k£ = pc, Dy, donde Dy es la difusividad térmica. Por tltimo, tenemos
unas ecuaciones de conservacién de masa de las componentes escritas en términos de las
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fracciones maésicas:

0
—(pYa) + V- (pvY,) = V- (pD,VY,) — W,.

(8.37) -

Estas leyes son un tanto especiales, pues han de tener en cuenta la difusiéon maésica y la
produccién quimica W,. La difusién mésica es un efecto aparente debido al hecho de que
las componentes no se mueven a la velocidad media, el término de difusiéon que utilizamos
proviene de la llamada ley de FICK y es similar a la difusién térmica de la ley de FOURIER.
A estas leyes diferenciales anadimos la bien sabida ley de estado

(8.38) p= pRT/M.

Una caracteristica destacada de la teoria de la combustién viene reflejada en la ley
que gobierna la produccién quimica, que es la ley de ARRHENIUS

(8.39) Wy = pBYYle P/ET - Wo = oW,

donde m y n son los llamados 6rdenes de reaccién. En las férmulas (8.36)-(8.39) las
magnitudes ¢, ¢, Dr, R, M, B, m, n'y E son en principio funciones de T', Y y p, pero tal
dependencia no es importante en muchos casos y es a menudo olvidada en la modelizacion.

Modelo termo-difusivo

Existen, como es natural en la ciencia aplicada, modos de reducir la dificultad del sistema
planteado restringiendo el &mbito de aplicacién, sin perder el valor predictivo de la teoria.
Asi, en la llama de deflagracién premezclada en que se tiene una mezcla homogénea de
combustible y oxigeno, nos interesa considerar la situacién de una sola especie reactiva
en exceso de oxigeno, es decir, para Yp ~ 1. Entonces sélo la cantidad de combustible
Yr =Y importa en las ecuaciones, ley de la especie deficitaria. Podemos entonces escribir
el sistema para la temperatura y la fraccién del combustible de la forma

(8.40) { p(T, +v-VT) =V - (pDyVT) = ApY™e=F/RT

p(Y; +v-VY) =V (pDpVY) = —BpY™e B/RT

Aqui A = ¢B/c,. En este sistema la hidrodindmica aparece a través de las funciones p y
v. Podemos prescindir de su influencia si suponemos que p es casi constante de forma que
la ley de estado (8.38) permite despejar p en funcién de 7. Por otra parte las ecuaciones
hidrodinamicas pueden ser resueltas independientemente dando v en funcién de x, ¢.

Si suponemos hallada la velocidad, exacta o aproximadamente, por este u otro método,
o bien si despreciamos el término convectivo, el sistema (8.40) permite bajo apropiadas
condiciones iniciales y de contorno hallar 7" e Y, variables fundamentales del proceso
combustivo. En el sistema hemos abandonado pues todas las ecuaciones de tipo hidro-
dindmico, por ello se llama el modelo termo-difusivo de llamas. Es un tema de gran
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actualidad en la investigacion matematica. Bajo hipédtesis simplificadoras, como son des-
preciar el efecto de v, suponer p, Dr y Dr constantes, y generalizando las funciones de
reaccion se encuentra en la literatura en la forma

{ T, — DrAT = f(Y)g(T),

(8.41) Y, — DpAY = —f(Y)g(T),

donde se han ajustado las constantes en forma obvia. Este es el sistema termo-difusivo
que ha sido intensamente estudiado por los investigadores matematicos en las ultimas
décadas.

Equidifusion
La teoria del sistema termodifusivo depende en forma esencial de un parametro adimen-
sional del sistema, el cociente de las difusividades

(8.42) Le = —

llamado niimero de Lewis. Vamos a continuar el analisis bajo la hipotesis adicional de
equidifusion, es decir cuando el nimero de Lewis es la unidad. Partiendo de (8.40) intro-
ducimos la funcién de entalpia
(8.43) H=T+1y,

Cp
que para Le = 1 satisface la ecuacion

(8.44) p(H,+v-VH)— V- (pDVH) =0,

donde D = Dy = Dy. Trabajando en todo el espacio, * € IR®, y suponiendo que la
entalpia inicial es constante, H(x,0) = Hp, obtenemos la ley

(8.45) H(z,t) = H,

para todo x y t. Ello permite simplificar notablemente el problema pues permite despejar
Y en funcién de T,
(8.46) Y = 2(H,-T).
q
con lo que sustituyendo en (8.40) llegamos a la ecuacién

(847)  p(Ti+v-VT) =V - (pDrVT) = pf(T), [(T) = d(Hy—T)"e "/

Este es un notable éxito, pues hemos conseguido una ecuacién unica para 7', aunque ain
contiene las variables p y v. Se pide al lector que represente la funcién de reaccion del
segundo miembro.

Como dijimos, el niimero de Lewis es un parametro fundamental del andlisis de este
proceso. Para Le # 1 la complicacién matematica y fisica es muy notable y la teoria
matematica esta alin poco desarrollada.
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Alta energia de activacion

Existe otro parametro que juega un papel enorme en la teoria de estas llamas, la constante
E llamada energia de activacion de la reaccién. Es habitual que E tenga valores muy
elevados lo que permite realizar calculos asintoticos que se conocen con el nombre de
limite de alta energia de activacion. Se basan en el hecho de que el factor de Arrhenius es
muy sensible a la variacién de temperatura, lo que obliga a la reaccién combustiva a tener
lugar en un estrecho frente con un margen de temperatura limitado, lo que en el limite
ideal conduce a un problema de frente movil, o en términos matematicos, de frontera
libre. El limite de alta energia de activacién fue propuesto por ZELDOVICH y FRANK-
KAMENETSKI en 1938, y ha sido desde entonces muy popular en la ingenieria, habiendo
sido desarrollado en nuestro paifs por LINAN, cf. [Li]. Sélo en las dltimas décadas se han
realizado avances matematicos importantes.

La teoria expuesta en esta seccién puede ser ampliada en los textos cldsicos, [Bul],
[W], [Z4]. Para la versién matemaética citemos [BE] y los surveys [BeL] y [V].

8.6 El flujo convectivo

Consideramos un estrato horizontal de fluido sometido a calentamiento por debajo. De-
bido a la expansion térmica el fluido es mas ligero en su parte mas baja. Debido al
empuje gravitatorio esta situacion es inestable, y surge una tendencia a la circulacién de
las partes méas ligeras hacia arriba y las mds pesadas hacia abajo, que recibe el nombre
de inestabilidad térmica. Tal circulacion se llama conveccion. Debido a la viscosidad,
se necesita un cierto gradiente de temperaturas minimo para que el fenémeno se ponga
de manifiesto.

Los primeros experimentos para demostrar la aparicién de la inestabilidad térmica en
los fluidos se deben a H. BENARD en 1900, aunque el fendmeno habia sido descrito por
C. RuMFORD y J. THOMPSON. Una vez alcanzado el umbral de gradiente de tempe-
ratura, la conveccion térmica se pone en marcha y toma una forma celular estacionaria:
aparecen unas células de circulacién vertical, los llamados ROLLOS DE BENARD, de tipo
hexagonal més o menos deformado. Este es un notable fenémeno de formacién de modelos
geométricos! en la naturaleza.

Ecuaciones. Aproximacion de Boussinesq

Las ecuaciones que controlan el fenémeno son el sistema de ecuaciones de los fluidos
viscosos compresibles descrito més arriba. Pero dado que este sistema tiene una gran
complejidad, es bastante inviable hacer predicciones basadas en él. Afortunadamente, la
influencia de la temperatura en la expansién de los liquidos es muy moderada. La ley de
estado se escribe en ese caso en la forma lineal

(8.48) p=po(1—a(l—-T)),

!pattern formation, en inglés
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donde py y Tj son la densidad y temperatura de referencia y « es el coeficiente de expasion
volumétrica.

Bajo la hipétesis de que a es pequeno, BOUSSINESQ sugiri6 despreciar todos los
términos debidos a la variacion de la densidad en el sistema de ecuaciones salvo el que
resulta crucial, que es el término de empuje vertical de origen gravitatorio. Asi, la ley de
conservacion de masa queda en la forma incompresible

(8.49) V-u=0,

la ley de conservacion del impulso queda en la forma
ou Oou
(8.50) 2o (E + ;“Ja—x]) = —Vp+ porAu — pge,,
y la ley de conservacién de la energia toma la forma mas simple,
or oT
51 — — =k AT
(8.51) at+zj:“9axj K AT,

donde hemos supuesto v, ¢, y k constantes, k = k/pyc, es la llamada conductividad
termométrica. Las ecuaciones (8.48)-(8.51) forman el sistema bésico de la aproximacién
de Boussinesq.

Existe una solucion estacionaria de este sistema: suponiendo que el suelo en que se

apoya el fluido es z = 0 tenemos la solucién dada por
Uy = U, = w, =0, T, =Ty — Bz,
pe = po (L +apB2), p.=po— gpo(z+(1/2)apz?),

donde S > 0 es el gradiente de temperatura adverso que se impone para originar el
fenémeno. Asi pues, no existe ningin movimiento y la temperatura varia linealmente con
la profundidad (decrece al ascender).
Teoria de perturbaciones. Inestabilidad

Si ahora consideramos pequenas perturbaciones de esta solucion basica y escribimos
0=T-T.=T-To+8 p =p-—ps,

y si despreciamos términos con factores infinitésimos cuadraticos, llegamos a las ecuaciones

perturbativas
( 8uj

Zja—szo
ou; ou; 1 0p'
- i = vAu, 00, — —=—,
(8.52) S +;ujaxj vAu; + go o 9
00
— = fu, Af.
| Bu, + kA
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Este sistema de ecuaciones de la teoria perturbativa se puede reducir ain a una forma
mas conveniente introduciendo la variable vorticidad. Si la tercera componente de rot u
es (,ysi Aw = )\, se llega al sistema

(3¢
E = VAC
Aw = A,

(8.53) ¢ oA 820 0%0
I _JA v vv
gg vt pi? | py?

e KAC + fw.

La experiencia muestra, y el andlisis matemdatico permite demostrar, que existen solu-
ciones no triviales que surgen del estado estacionario cuando el gradiente de temperatura
impuesto es grande con respecto a los datos del problema. Para medir cuan grande debe
ser se recurre a las magnitudes adimensionales introducidas en el capitulo 6. Lord RAY-
LEIGH fue el primero en hacer este calculo en 1916 y demostrar que el nimero adimensional
pertinente es
(8.54) R= Md‘*,

KV
donde d es la profundidad del estrato fluido. Este es el conocido nimero de Rayleigh,
que controla al apariciéon de inestabilidades en los procesos convectivos térmicos como
el descrito. Interrumpimos aqui la introducciéon a este fascinante tema matemaético y
referimos al lector a [Ch] para un estudio detallado de este sistema y en general de las
inestabilidades hidrodinamicas.
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Capitulo 9

Estatica de fluidos

Examinamos en este capitulo la Estatica de Fluidos o Fluidoestatica, histéricamente
llamada Hidrostatica, parte de la Mecanica de Fluidos en que se supone que el fluido
esta en reposo, o lo que es lo mismo que el campo de velocidades es nulo, y se investiga
el régimen de presiones y densidades. Los resultados que siguen se aplican también a
movimientos uniformes (con velocidad constante), que pueden de todas formas reducirse
al reposo por un cambio de coordenadas inercial.

La teoria matematica de la Fluidoestatica puede verse como un caso particular simple
de las teorias dindmicas de capitulos precedentes. Dada su mayor simplicidad es na-
tural que la Hidrostatica haya sido la primera rama del mundo de los fluidos estudiada
cientificamente y durante muchos siglos la tinica. A ella pertenece el resultado mas impor-
tante obtenido en la Antigédad clasica, el teorema de Arqimedes. Dedicamos un espacio
a un tema de interés en Astronomia, el equilibrio gravitacional de una estrella.

9.1 Fluidos incompresibles

El caso méas simple corresponde a los fluidos perfectos incompresibles y homogéneos.
Tomando p constante, la ecuacién de Euler se reduce a

(9.1) Vp =f.

Hemos de suponer pues en estas condiciones que la fuerza es conservativa, es decir que
deriva de un potencial U de forma que

(9.2) f=—pVU.
Tal es el caso de la fuerza gravitatoria f = —pgk con potencial gravitatorio U = gz.
Entonces la ecuacién (9.1) da
(9.3) LU= cte
p

163
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Un EJEMPLO tipico es la presion dentro de un liquido en reposo que tiene una superficie
libre (en contacto con el aire) que suponemos a altura cero. Si h = —z > 0 es la
profundidad de un punto del liquido se tiene entonces que

(9.4) p = po + pgh = po — pyz,

donde pq es la presion atmosférica.

Observemos que en la situacion de equilibrio la presion ha de ser constante en las
superficies equipotenciales del campo de fuerzas externo. De no ser asi, y de acuerdo con
la ecuacién de la conservacién del impulso (3.6), no se alcanzaria el equilibrio dindmico y
los términos du/dt habrian de intervenir.

NOTA SOBRE UNIDADES DE MEDIDA. La presién atmosférica equivale al peso de una
columna de mercurio de 76cm. De acuerdo con la férmula (9.4) y siendo la densidad del
mercurio 13,6 gr/cm?® y g = 9,8 m/sg?, se obtiene el valor de 1 atmdsfera= 1,013x10°
pascales= 1,033 kp/cm?. En meteorologia también es usado el milibar= 10 barias= 100
pascales.

9.2 Fluidos no homogéneos

En un caso estatico la caracteristica de compresible se refleja en que la densidad es va-
riable, pues evidentemente se cumple la condicién de incompresibilidad a lo largo de las
trayectorias, dp/dt =0, ya que div(u) = 0. Consideremos el caso del aire atmosférico.
De acuerdo con la ley de los gases se tiene que

(9.5) p= RpT,

de modo que en condiciones isotermas la presion es proporcional a la densidad. Combi-
nando esto con (9.1) y suponiendo que f = —pgk se llega a la ley de decrecimiento de

presiones con la altura

_ g
9.6 = ch —
( ) b Dbo€ ) c RT’

donde h es la altura sobre un nivel de referencia (el suelo) y po es la presién a ese nivel.

EJERCICIO 9.1. (a) Demostrar la férmula (9.6).

(b) Hallar la férmula correspondiente a un +y-gas de ley p = ¢p?, que es de la forma
(97) pa = pg - kh, 0<h< h'ma:m

con o = (y — 1)/7. Dar una férmula para hyqq.

(c) {Cudl es la principal diferencia cualitativa? Hacer una gréfica comparativa de las
funciones p = p(h). Interpretar en términos atmosféricos la existencia de una hyqy-
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Aproximacion hidrostatica. Las férmulas de la presién en términos de la altura recién
calculadas, (9.4) y (9.6), son de utilidad atin en fluidos que no estdn en reposo cuando en
las ecuaciones de Euler los términos inerciales, p du/dt, no tienen relevancia comparados
con los términos Vp y f. Esta aproximacion suele utilizarse en la direccién vertical en
que actua la gravedad. Suponemos pues que la componente vertical de la velocidad es
despreciable, w ~ 0, con lo que la componente z de la ley dindmica queda en primera
aproximacion

Op

(9.8) 5, = P9

de donde integrando nos queda p = po(x,y) — pgz y eliminamos la dependencia en z.
Las otras dos componentes son las tipicas ecuaciones de Euler. El mismo razonamiento
puede aplicarse a los fluidos viscosos si los nuevos términos de viscosidad son relativamente
despreciables. Veremos una aplicacién de la aproximacién hidrostatica en el estudio de
los fluidos en medios porosos, capitulo 10.

9.3 Principio de Arquimedes

Abordamos ahora el resultado sin duda mas clasico de la teoria de los fluidos, el famoso
Principio de ARQUIMEDES.

Teorema 9.3.1 Un cuerpo sumergido en un liquido sufre un empuje hacia arriba equi-
valente al peso del liquido que desaloja.

DEMOSTRACION. Supongamos que el cuerpo ocupa un volumen €2 con frontera I' dentro
del fluido. La fuerza de superficie ejercida sobre el cuerpo es

F:—//FpndS:—//QVdeZ
:///ngkdx=g(///ﬂpdx)k. 0

La teoria desarrollada ha permitido hacer trivial la demostracién de este resultado
fundamental, que Arquimedes enunciaba asi: “los sélidos menos pesados que un fluido y
que se introducen en él son empujados hacia arriba con una fuerza igual a la del peso en
que un volumen del fluido igual al del sélido supera al peso de éste 1iltimo”.

9.4 Equilibrio gravitacional de una estrella

Finalmente, estudiemos la configuracién de una ESTRELLA EN ESTADO DE EQUILIBRIO
GRAVITACIONAL, es decir la configuracion estacionaria de una masa de gas sometida
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a la interaccién gravitatoria. Este es un tema bésico de la astronomia moderna. Los
primeros trabajos se deben a LANE (1870), RITTER (1878) y LORD KELVIN (1887).
La deduccién es muy sencilla: admitimos que esta configuracién es radialmente simétrica
y ocupa el volumen {x : |x| < R}. La fuerza externa debida a la atraccién gravitatoria
que actua sobre una particula situada a distancia » < R del centro es, segin las leyes
de Newton, equivalente a la atraccién ejercida por la masa M(r) contenida en la bola
de radio r considerada como una masa puntual situada en el origen, sin influencia neta
alguna de la masa situada a distancias mayores de r.! Se tiene

(9.9) F(r) = 0P,
r
asi como M ()
r
1 = 47 pr?
(9.10) = Tpre,

donde G es la constante gravitatoria. Con ello para 0 < r < R escribimos la ecuacién
(9.1) en la forma

dP _ M)

— B

dr T
con p = P(r). Asi llegamos a la ecuacién

1d (r?dP
11 — (=22 = —4nGo.
(-11) r2dr(p dr) TP

que deberia permitir calcular P y p si conocemos una relacién entre ellas. Segin KELVIN,
tal relacion es del tipo barotrépico con dependencia potencial

(9.12) p=cp,

siendo « > 1 el exponente adiabdtico o una correccién politrépica del mismo (ver [Ch],
caps. 3y 4; cf. Ejercicio 7.7). Poniendo

«

P=®" con u= ,

a—1
se obtiene la ecuacién para ®:
1 d dd

9.13 —— | r*— ) =-)o"
(6.13) r2 dr ( dr) ’
que es conocida como ecuacién de Lane-Emden. A es una constante positiva y

m = 1/(a — 1). Obsérvese que el primer miembro es precisamente el laplaciano para
funciones radiales en tres dimensiones, de forma que la ecuacién se escribe de forma
general como

(9.14) —AD = \O™ |

leste es un resultado no trivial, bien conocido en mecénica.
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que es un modelo de ecuacion eliptica semilineal. Este tipo de ecuaciones siguen en el
punto de mira de los investigadores matematicos un siglo después.

EJjERcICIO 9.2. Calcular una solucién particular de (9.14) de la forma
(9.15) ®(r)y=cr?

en dimensién espacial 3. Demostrar que existe tal solucién si n > 3 y que el exponente (3
es necesariamente 2/(m — 1).

EJERcIciO 9.3. (a) Calcular la ecuacién correspondiente al caso isotermo, o = 1, y
obtener
(9.16) —A® = \e®,

con & = log P (ecuacién de Gelfand-Barenblatt). Esta ecuacién es importante en la
teoria de la combustion.

(b) Obtener una solucién particular de la forma
(9.17) ® = —clog(r).
EJERCICIO 9.4 Probar la afirmacion sobre al atraccién gravitatoria hecha al comienzo de

la demostracién. (Este es un ejercicio para el lector interesado en la mecénica clasica).

9.5 Estatica de los fluidos viscosos

Hemos visto que que el tensor de esfuerzos de los fluidos viscosos tiene términos suple-
mentarios, pero estos dependen de las derivadas de la velocidad. Por ello las formulas
hidrostaticas de esta seccién se aplican también a tales fluidos.
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Comentario histdérico

ARQUIMEDES de SIRACUSA establecié los principios relativos al equilibrio de los cuer-
pos flotantes en el siglo III a.C. Gran geémetra y al tiempo hombre practico, con ello
pudo determinar el peso especifico de una sustancia comparando su peso en el aire con
el peso tras sumergirla en agua. Hasta el Renacimiento se mantuvo la conexiéon de esta
ciencia con los oficios mecanicos. El primer tratado moderno de hidrostatica se debe a
Simon STEVIN (1589), quien explicé el hecho de que la presién ejercida por un fluido sobre
el fondo de un recipiente en condiciones estaticas es proporcional a la altura vertical del
fluido y no a la cantidad de fluido presente (“paradoja hidrostatica”). Durante el siglo
XVII se analiza la presién y sus propiedades, se deduce la ecuacién de los gases perfectos y
se construyen tubos capilares y bombas de vacio. Aunque LEONARDO DA VINCI escribi
sobre la turbulencia hacia 1500, el verdadero estudio de las ecuaciones de la dinamica
empieza en el siglo XVIII.

Resumen

e Aproximacién hidrostdtica: p = pg + p gh.

Presién para fluidos barotrépicos: p = pge".

Ecuacién de Lane-Emden: —A® = \d™.
Ecuacién de Gelfand-Barenblatt: —A® = ) e?.

Referencias para el capitulo

[Ch] S. CHANDRASEKHAR, “An Introduction to the Study of Stellar Structure”, Dover,
Chicago, 1939, 1969.



Capitulo 10

Fluidos en medios porosos

Se consideran los flujos a través de medios porosos. Se sustituye la ley dindmica usual por
una ley de origen experimental, llamada ley de Darcy, que tiene en cuenta la interaccion
con el medio a través del cual fluye el fluido. Se estudian diversas aplicaciones, se de-
ducen los modelos adecuados y se formulan los correspondientes problemas matematicos
cerrados. Hemos considerado util hacer un amplio elenco de los problemas que aparecen
con mayor frecuencia en la literatura aplicada y en la investigacién. El lector es invitado
a seleccionar en una primera lectura los modelos méas de su gusto, quiza los primeros, que
son conceptualmente mas simples.

10.1 Introduccion

La ecuacién de Navier-Stokes es la ley fundamental que describe la dindmica de los fluidos
viscosos newtonianos y junto con las leyes de conservacién de masa (y de conservacién
de la energia y de estado si el fluido es compresible) permite describir su movimiento
a partir de unas condiciones iniciales y de contorno determinadas. Esta ley se aplica a
una enorme variedad de situaciones précticas de fluidos reales. Sin embargo, no es de
aplicacién inmediata para describir la dindmica de los fluidos que discurren a través de
medios porosos, pues el fluido avanza por los huecos que deja la estructura (o matriz)
solida y es preciso tener en cuenta la resistencia ofrecida por ésta.

Los fluidos en medios porosos son de gran importancia en diversos problemas de interés
industrial o social, como son la extraccién de petréleo o gas, la distribucién y manejo de
las aguas subterrdneas, la hidraulica de los diques, los problemas de contaminacién o
el tratamiento de residuos y la construccién de filtros de diversos usos. Dada la gran
irregularidad que ofrece la matriz solida en muchos de los ejemplos anteriores, el analisis
del flujo segin las leyes clasicas de los fluidos suplementadas con la interaccién fluido-
estructura resulta impracticable y aun irreal.

Se plantea asi una nueva problematica dentro de la mecanica de fluidos, a saber hallar

169
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un procedimiento alternativo que permita describir de forma eficaz tales flujos. La des-
cripcion del flujo en el medio poroso, que como hemos dicho es muy complicada a escala
inferior a los poros (pongamos a escalas del orden de 10 °cm para fijar ideas), se torna
més facil cuando se consideran escalas grandes con respecto al tamaiio de los poros, pues
se da un fenémeno de promedio. Por otra parte tales flujos, o filtraciones, suceden a tan
pequenas velocidades que los términos de inercia son despreciables en comparaciéon con
los de presién y viscosos. La fuerza externa es usualmente la gravedad y se tiene en cuenta
cuando el fluido es un liquido y el movimiento no es horizontal.

El ingeniero francés H. DARCY (1803-1858), que trabajaba para el consorcio de aguas
de la ciudad francesa de Dijon, encontré en 1856 una ley experimental que describe ade-
cuadamente la dindmica del flujo de un fluido incompresible en un medio poroso y esta
ley ha sido ampliada posteriormente para cubrir las diversas situaciones que aparecen en
la teoria de la filtracion.

10.2 Ley de Darcy

Supongamos que un fluido incompresible, por ejemplo el agua, fluye por un medio poroso.
La ley propuesta por DARCY relaciona en forma lineal las dos magnitudes fundamentales
del flujo, la velocidad, u = u(x,t), y la caida de presién, p(x,t), segin la férmula

k
(10.1) u= —;V(pJFP!JZ),

hoy dia llamada ley de Darcy. Aqui x = (z,y,2) es la posicién, z es la coordenada
vertical, V es el operador gradiente espacial, g es la aceleracion de la gravedad, p es la
densidad, aqui supuesta constante, p es la viscosidad dinamica, una magnitud que es
tipica de cada fluido viscoso. Todas ellas son magnitudes estandar en el estudio de los
fluidos viscosos. Por el contrario, k es un nuevo pardmetro fisico, tipico del medio poroso,
llamado coeficiente de permeabilidad del medio, por ejemplo el suelo o un filtro artificial.

Los coeficientes u y k pueden ser en principio variables, pero es en muchos casos acep-
table suponer un medio homogéneo y entonces ambos son constantes, que se determinan
experimentalmente y preocupan poco al matematico aunque no asi al ingeniero. Mientras
que p tiene dimensiones de gr/cm x sg, k tiene dimensiones de drea, se mide en cm?. El
significado fisico de k£ es un poco complicado, es una especie de area efectiva del poro, es
extremadamente variable con el medio y su determinacién es uno de los temas de debate
en el estudio practico de los fluidos en medios porosos. Tales conceptos vienen discutidos
en detalle en textos como [BER], [Be], [BV], [Mu] o [PK].

Suplementada por adecuadas leyes complementarias y condiciones iniciales y de con-
torno, la ley de Darcy permite plantear los principales problemas de filtracién en los
dominios de la ingenieria antes mencionados, en forma de sistemas cerrados de ecuaciones
en derivadas parciales no lineales. En cuanto a la aplicacién practica de este modelo,
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una dilatada evidencia experimental permite afirmar que la ley de Darcy sustituye a la
de Navier-Stokes en los medios porosos aunque sélo en circunstancias adecuadas. En
particular, se aplica a flujos con bajo nimero de Reynolds, en que los efectos de inercia
son despreciables frente a los viscosos. Como es bien sabido en mecéanica de fluidos, cf.
capitulo 6, el nimero de Reynolds, Re, es un nimero adimensional que representa una
especie de inverso de la viscosidad normalizado por la densidad y la velocidad y longitud
tipicas del medio, Re = U [ p/p.

10.3 El experimento de Darcy

El montaje experimental consiste en una columna vertical de seccién A y longitud L
rellena de un medio poroso (arena) por el que se hace pasar agua. Se mide el volumen
de agua () que atraviesa la columna por unidad de tiempo y las alturas piezométricas
medidas por un manémetro en los extremos de la columna, h; y hy. El famoso resultado
de DARCY se expresa en la forma

KA(hy — hy)
L

El punto importante de la férmula es que K es una constante, llamada conductividad
hidraulica. La altura piezométrica es una medida de la llamada presién no hidrostatica,

(10.2) Q=

m(x,t) = p(z,t) + pg2,

normalizada para que tenga dimensién de longitud, h = 7/(pg). Utilizando estas defini-
ciones podemos transformar (10.2) a la forma (10.1) pues

A
(10.3) hy— hy = — (A = incremento) .
Pyg
Se supone que el incremento varia linealmente, con lo que el gradiente hidraulico
hy — ho
10.4 J =
(10.4) -

se identifica con V7 /pg. Por otra parte, Q/A = ¢ es la llamada descarga especifica, que
es una forma de medir la velocidad media del fluido. Se llega asf a (10.1) con

(10.5) K= Fkry

W
Un montaje similar se realiza en una columna inclinada, cf. [Be], [BV]. El lector compro-
bard que K se mide en unidades de m/sg 6 cm/sg. Como dijimos, k se mide en ¢m? en
el sistema c.g.s.!

len honor al gran ingeniero francés en ingenierfa hidr4ulica se utiliza como unidad el darcy= 9.87 x
1072 em?.
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10.4 Revisién de las magnitudes y ecuaciones basicas

Como es bien sabido, la mecanica de fluidos se basa en la hipdtesis del continuo espacio-
temporal y las magnitudes basicas: densidad, velocidad, presion, temperatura, etc., estan
definidas como promedios idealizados del comportamiento del fluido en un volumen ele-
mental representativo del fluido, VER. En el estudio de los flujos en medios porosos la
escala del VER resulta demasiado fina, de modo que se sustituyen estos promedios por
los promedios en un volumen elemental representativo del medio poroso, VERMP, que se
supone mucho mayor y abarca un numero suficiente de poros para que tenga sentido el
nuevo promedio.

Para empezar, se introduce una nueva magnitud media local, la porosidad m, que
se define como el cociente del volumen ocupado por los poros V, (o volumen vacio) por
el volumen total V' de un VERMP tomado en torno a un punto x. Es decir, m es la
fraccion del volumen no ocupado por la matriz solida y disponible para el paso del fluido.
Este valor ha de entenderse como un limite cuando el VERMP ()(x) es pequeno dentro
del orden de magnitud que escogemos. Asi pues, por definicién 0 < m < 1 y depende
del punto, m = m(x). En un medio poroso compresible depende también de t. En
primera aproximacién podemos suponer que la porosidad es constante, lo que simplifica
notablemente las matematicas, pero esta hipdtesis no es realista en muchos casos dado
que los suelos son altamente heterogéneos.

En cuanto a las magnitudes “clsicas”, la densidad del fluido en el medio poroso se
define como el cociente entre la masa de fluido M, contenida en el espacio vacio €,(x) de
un VERMP con respecto al volumen V, de ese espacio,

M o P (X, t) dx’
(10.6) o) = Mo _ Jnsg DB
Vo fnp(x) dx

donde indicamos con p' la magnitud densidad tal como es definida y utilizada en la
mecénica de fluidos estdndar (a un nivel de escala mds fina, pues). De nuevo se supone
que la cantidad del segundo miembro tiene un limite cuando Q(x) es un VERMP pequeno
en torno a x. En cuanto a la velocidad, ésta es un promedio en el volumen que podemos
definir mediante el flujo de masa a través de una superficie S. Se suele tomar como
referente el area total de la superficie A y entonces se define la velocidad de filtracién o
descarga especifica > mediante la férmula

1
(10.7 a-n= oo [ o) ula) () dS(@),
p(x) A Js
donde n es la normal a la superficie. De nuevo la primas indican cantidades definidas
al nivel de escala inferior. El hecho de que existe la cantidad q funcién de x y ¢ en el
sentido de limite para S pequeno en la escala de los VERMP es una hipétesis de la teoria

2seepage flow velocity y specific discharge resp. en inglés.
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idealizada, cuya justeza ha de ser comprobada experimentalmente. También se utiliza la
velocidad intrinseca v que estd referida al drea A, ocupada por los poros,

1 ! ! ! !
(10.8) v-n= p(T)Ap/Sp(x)u(x)-n(x )dS(z").

Recordemos que ambas son conceptos medios y no representan la velocidad de ninguna
particula, (incluso en el sentido de particula fluida habitual en mecénica de fluidos). Entre
ambas velocidades se tiene la relacion

(10.9) q=mv,

pues se demuestra que la relacién de areas es la misma que la relacion de volumenes. En
los procesos de filtracién es mas conveniente utilizar q, el volumen de agua que atraviesa
una cierta superficie total por unidad de tiempo, y en términos de q se escribe la ley
de Darcy. Por otra parte, v es conveniente para expresar el movimiento de las fronteras
libres y otros fenémenos que se pueden ver como movimiento de “particulas”. En todo
caso, para porosidad constante la diferencia es mateméaticamente irrelevante, pero el lector
quedard prevenido de diferencias notables de notacién en los textos, que hacen su lectura
laboriosa. De manera similar, la presién se define como

]' / / /! /!
p(x',t) dx/,
‘/P(x) Qp(x) )

(10.10) p(x,t) =

y del mismo modo la temperatura.

Con estas definiciones la conservacién de la masa se deduce en la forma habitual en la
mecénica de fluidos (ver referencias) y se llega a la férmula

(10.11) 9 (mp) + V- (pa) = 0,

con la novedad de la m. Esta ley basica admite una variante de interés practico cuando
existen fuentes o sumideros de fluido distribuidos, de intensidad r = r(x,t). Entonces

(10.12) %(mp) +V-(pq)=r.

A la ley de conservacién de masa se anade la ley dindmica de Darcy. Esta, originalmente
formulada para fluidos incompresibles, ha sido extendida a los fluidos compresibles en la
forma

k
(10.13) q= —;(Vp+ngz).

Esta es la forma usual con campo de fuerzas gravitatorio. Obsérvese que al ser p variable
el iltimo sumando toma una forma un tanto distinta de la enunciada en (10.1). Las leyes
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anteriores se escriben suponiendo que el medio es homogéneo, anisétropo e indeformable,
hip6tesis de gran utilidad a la hora de simplificar el problema matematico pero que no
siempre se ajustan a la realidad. La falta de homogeneidad se refleja mediante la depen-
dencia de k,u yp respecto a x. La falta de isotropia se tiene en cuenta en la forma maés
general de la ley de Darcy
(10.14) a=-2vo,
1

donde la permeabilidad es ahora un tensor K y ® es el potencial hidraulico, que se define
por integracién de

V& =Vp—+f1,

con f un campo de fuerzas exterior. Finalmente, la deformabilidad lleva a problemas del
tipo fluido-estructura de gran importancia, que exceden el rango de este texto.

En cuanto a las magnitudes termodindmicas, necesarias para cerrar el sistema de ecua-
ciones en los fluidos compresibles, hemos de observar que los valores medios no cumplen
las leyes derivadas anteriormente, que son no lineales, salvo que las fluctuaciones de pre-
sién y temperatura respecto a los valores medios sean pequenas en cada elemento V}, lo
cual supondremos en lo que sigue, pero puede afectar a la validez de los razonamientos
en situaciones limite.

10.5 Significado de la permeabilidad

Los investigadores han descubierto diversas formulas que relacionan la permeabilidad &
con la geometria de la matriz sélida.

Ejemplo ilustrativo. Es relativamente ficil calcular k£ en el caso (tremendamente sim-
plificado, pero atin asi ilustrativo y ajustado al fenémeno) en que el medio poroso se
supone formado por tubitos horizontales puestos en paralelo en dimensién 2 6 3. El flujo
laminar correspondiente es el llamado flujo de Poiseuille estudiado en el capitulo 6, cf.
ejemplo 6.2. Veamos en detalle el cdlculo en 2D en un plano horizontal. Tomemos n tubos
y sea d = 2a el didmetro de cada tubo. Bajo la hipétesis de no turbulencia se supone una
velocidad laminar del tipo

(10.15) u = (u,0).

La incompresibilidad implica que u, = 0, luego u = u(y). Aplicando la ley de Navier-
Stokes en su componente y se obtiene p, = 0, es decir la presién ha de tener la forma
p = p(x). Ambas estdn relacionadas ademés por

(10.16) Pz = [y, = —c, constante.

Entonces, si L es la longitud del tubo y 2a su anchura:

(10.17) Pe = —C, P=—cx+c y



10.5 PERMEABILIDAD 175

Con datos de contorno 0 para u en y = +a queda uy, = —c/pu, u(a) =u(—a) =0, lo que
lleva a c
10.18 = —(a® —9?).
(10.15) u= 5 (e =)
Se obtiene pues
(10.19) e = S e = 0
. max 2” ) min )
mientras que la velocidad media (a través de todos los tubos, el esquema se repite) es
1 1 [* ¢
7 o= d - (a2 2 d
— [ uly)dy = o . 2M(a yo)dy
a 2
2
B L/ (a2 - y2)dy = g = 5 Umax-
2ap J, 3u 3
Con ello podemos escribir
a® d?
10.20 U= —c=——VNp,
(10.20) R T DA

que es la ley de Darcy con permeabilidad

2 2
a d
10.21 k=—=—.
( ) 3 12

Esta es una férmula notable. La formula y sus coeficientes aparecen en otros contextos
de los fluidos viscosos.

EJercicio 10.1. Considérese el problema en 3D, tomando tubos tridimensionales de
seccién cilindrica o cuadrada. Hallar las féormulas tedricas correspondientes de la permea-
bilidad.

Nota 1. En los ejemplos anteriores con geometria lineal la permeabilidad es funcién
del drea de la seccién elemental o poro. Pero en geometrias curvilineas se observa que
la permeabilidad disminuye con la tortuosidad o enrevesamiento de las trayectorias a
disposicion del fluido, que es un parametro a tener en cuenta.

Nota 2. Maés en general, la teoria de la homogeneizacién permite obtener leyes de
Darcy para medios con estructura periddica, pasando al limite cuando el tamano de la
“célula elemental”tiende a cero (y con ello el nimero de células a infinito). Ello es de
utilidad en el estudio de medios artificiales, como los filtros, que tienen una estructura
aceptablemente periddica. En los medios naturales, con una distribucién bastante cadtica
de tamanos, forma y disposicion de los poros, un analisis estadistico del medio es necesario
y la teoria correspondiente es muy dificil y esta comparativamente poco avanzada. De
gran importancia es la consideracion de las fisuras, que son direcciones privilegiadas de
flujo. Matematicamente, ello se traduce en la introduccion de métodos estocasticos y las
citadas técnicas de homogeneizacion.
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10.6 Flujo incompresible en un medio poroso

En este caso se tienen las ecuaciones (con u tomada en el sentido de q)

k
(10.22) V-u=0, u= —;Vﬂ,

donde m = p + pgz es la llamada presién no hidrostética (o presién corregida). Tenemos
4 ecuaciones con 4 incégnitas (si estamos en 3D; n + 1 ecuaciones e incégnitas en n
dimensiones de espacio). Se tiene entonces que

(10.23) V- (—%Vw) =0.

Supongamos que k y u son constantes. Llegamos a la ecuacion
(10.24) Ar = 0.

Asi pues la ecuacién para la presién de un fluido incompresible en un medio poroso es
la ECUACION DE LAPLACE. En el caso en que el medio no es homogéneo si ponemos

k/p = a(x) queda

(10.25) Z 3o, ( aﬁ) =0,

que es un caso de ECUACION ELIPTICA que generaliza la ecuacién de Laplace y cuyo
estudio forma parte de los cursos avanzados de EDPs, cf. [GT]. De existir fuentes o
sumideros de fluido de intensidad r = r(x, t) llegamos a la ecuacién mds general

(10.26) Z o ( ax,) =7

Si las fuentes o sumideros son puntuales se representan mediante deltas de Dirac. Esta no
es la tnica dificultad de una teoria aparentemente simple, como veremos a continuacién.

10.7 Filtracion en un dique. Problema de frontera
libre

El ejemplo més tipico de aplicaciéon del modelo precedente sucede cuando tratamos de
describir el proceso de filtracién del agua de un embalse a través de la pared del dique que lo
cierra. Se trata evidentemente de un caso de filtracién de un fluido incompresible (el agua)
a través de un medio poroso (el cemento). Para més sencillez tomaremos una geometria
simplificada, el “dique rectangular”, y suponemos un problema bidimensional en variables
espaciales (z,z), es decir ignoramos la anchura del frente del dique que suponemos tan
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grande que no afecta esencialmente a los cdlculos. El eje = estd situado horizontalmente
perpendicular al dique, de forma que la semirrecta x < 0 corresponde al embalse, el
segmento 0 < =z < a a la pared del dique y la semirrecta x > a al desaglie exterior
que también puede ser otro embalse. Suponemos ademas un lecho inferior impermeable
horizontal situado en z = 0 y que el dique tiene una altura L > 0. Por tultimo nos
restringimos a describir el estado estacionario.

La situacién es (en primera aproximacién) trivial en las dos regiones (embalses) a
ambos lados del dique. Dado que la filtracién a través del dique es muy lenta, podemos
suponer que la situacién fuera del dique es a efectos practicos estacionaria y por tanto la
altura del agua es constante

(10.27) z=H siz <0, z=h siz>a,

donde 0 < h < H < L. Consecuentemente la presién viene dada por la férmula hi-
drostatica

(10.28) p(z,2) + pgz = pgH + p, para <0, 0<z<H,
(10.29) p(z,2) + pgz = pgh+p, para z>a, 0<z<h.

Podemos suponer que la presion atmosférica p, es constante e incluso igualarla a cero
(desplazando el origen de medicién de presiones). Pasemos ahora a describir la situacién
en la regién no trivial, el dique, para 0 < z < ay 0 < z < L. Al realizar este estudio es
preciso hacer una importante observacion: a efectos hidrodindmicos el dique se compone
de dos regiones, una regién ocupada por el fluido (regién mojada), que como resulta
bastante evidente no serd todo el rectangulo R = [0, a] x [0, L] sino una cierta subregién
(), y otra region seca, donde supondremos con aproximacion razonable que rige la presion
atmosférica, p = p, = 0 (que se propaga a través de los poros). Nuestro interés se
circunscribe pues a la descripcién del flujo en la regién 2. La variable a considerar es
T = p+ pgz, que como hemos visto en la seccién anterior ha de satisfacer la ecuacién

(10.30) Arm = 0.

De acuerdo con la teoria de la ecuacion de Laplace, si conocemos el dominio y damos
datos de contorno suficientes podremos hallar 7, y con ella p y u. Ahora bien, la regiéon
() puede ser descrita de la forma

(10.31) Q=A{(z,2) e R: z< ¢(x)}.

La curva z = ¢(z), frontera libre del problema, es una incégnita del problema, lo mismo
que son 7, p y u. Nos encontramos pues con un problema de dominio variable, o por usar
la terminologia usual, de frontera libre.

Procedamos ahora al examen de las condiciones de contorno que determinen univocamen-
te . En los trozos de frontera fija procedemos de la forma usual e imponemos condiciones
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del tipo Dirichlet o Neumann. A través de la separacion de los medios aplicaremos la ley de
continuidad de la presién. Asi, en la pared vertical izquierda, 'y = {x =0, 0 < z < H},
impondremos la continuidad de la presién a través del cambio de medio, lo que implica
que

(10.32) 7(0,2) = pgH para 0<z < H.

Esto también nos dice que ¢(0) = H. En la pared izquierda, I's ={z =a, 0 < 2z < H},
tendremos por un razonamiento analogo

(10.33) m(a,z) = pgh para 0 <z < h.

Por otra parte hemos de prevenir la posibilidad (que se demuestra correcta) de que ¢(a) >
h, es decir que haya una parte de pared externa mojada. En esa parte, I's = {z = a, h <
z < ¢(a)}, la presion p es cero, de forma que

(10.34) m(a,z) = pgz si h <z<¢(a).

En el fondo: Ty = {0 < z < a, z = 0}, impondremos condiciones de flujo deslizante (o
no penetracién), w = 0, que por la ley de Darcy lleva a

0
(10.35) 8—7;:0 si 0<z<a, z=0.
Finalmente, examinamos la frontera libre I' = {(z, #(z))}. Dado que la presién por encima

es cero tenemos por la hipdtesis de continuidad de la presion
(10.36) ™= pgd(z),

CONDICION EXTRA EN LA FRONTERA LIBRE. Hemos completado asi un conjunto sufi-
ciente de condiciones de contorno que permite calcular 7 si I' es conocida. Pero habiamos
dicho que I' es desconocida. Necesitamos pues nuevos datos que determinen I'. Estos to-
man la forma de una condicién de contorno extra sobre I', que en este caso es la condicion
de flujo tangencial: u ha de fluir tangente a la curva z = ¢(z), o usando Darcy,

on
10.37 — =0,
(10.37) "
donde v es la normal a I, en otras palabras —m,¢'(z) + 7, = 0. Un problema de Laplace
en que damos a la vez datos de Dirichlet y Neumann estd sobredeterminado y no tiene en
general solucién. El hecho crucial es que existe un unico dominio €2 en que tal casualidad
se da y este dominio es el que buscamos.

Teoria. La teoria rigurosa demuestra que el problema (10.30)-(10.37) estd bien propuesto
en el marco de las soluciones débiles utilizando como técnica las desigualdades variaciona-
les introducidas por G. STAMPACCHIA en los anos 60, cf. [KS]. La solucién fue obtenida en
1972 por C. BA1occHI, [Ba]. Los principales resultados mateméticos pueden consultarse
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en [F] o [KS]. Diversas cuestiones de unicidad en geometrias generales y para el problema
de evolucién fueron resueltas por nuestro colega J. CARRILLO, cf. [Ca).

Modelizaciéon y aproximacion. El estudio del problema anterior ilustra el modo de
operar de la matematica aplicada. Problemas cuya modelizacién matematica ajustada
a los principios fisicos conduce a dificultades inabordables se reducen mediante hipdtesis
razonables a problemas abordables por el andlisis matematico. Estos problemas son en
algunos casos resolubles por métodos ya conocidos, pero en otros casos como el presente
abren nuevos campos de investigaciéon matemadtica. Terminado el andlisis de uno de tales
modelos es preciso evaluar la adecuacién de los resultados obtenidos a la situacién que se
describe y la justeza de las aproximaciones dentro del modelo propuesto. Si el resultado no
es satisfactorio se procede a revisar la deduccién, introduciendo en el modelo las mejoras
necesarias a la luz de las conclusiones obtenidas y los defectos observados, lo que da lugar a
un nuevo modelo y a una nueva teoria. En un proceso iterativo se obtiene ante exigencias
crecientes una jerarquia de modelos de creciente complejidad.

Tras un somero anéalisis de su experiencia en la vida diaria no le costara al lector
convencerse de los siguientes principios filosoficos que rigen la matematica aplicada: un
modelo teéricamente mas correcto puede no ser mas 1til, incluso nada 1til, si es demasiado
complejo, un buen modelo simple puede pagar con creces en intuicion y eficacia de cdlculo
por los errores que comete, la eleccién del modelo 6ptimo es un proceso delicado que
depende de la aplicacion prevista.

EJjERrcICcIO 10.2. Hacer un listado de las hipétesis simplificadoras realizadas en la mode-
lizacién anterior y examinar sus consecuencias tanto fisicas como matemaéticas.

10.8 Filtraciones en el suelo. Ecuacion de Boussinesq

Modelizacién. Examinemos ahora la teoria de la filtracién de un liquido (en el caso
tipico, agua) a través de un estrato poroso en régimen no estacionario. De nuevo impon-
dremos hipétesis simplificadoras, a saber:

1) el estrato, de altura H, se asienta sobre un lecho impermeable horizontal que supo-
nemos es z = 0,

2) ignoramos la variable transversal y, y

3) la masa de agua que se filtra ocupa una regién del tipo

(10.38) Q={(z,2) e R: z < h(z,t)}.

Este es un modelo de evolucién. Se tiene por supuesto 0 < h(z,t) < H y la frontera
libre h es también una incognita del problema. En estas condiciones llegamos atin a un
sistema de 3 ecuaciones con incégnitas u,w y p en un dominio variable, innecesariamente
complicado: ecuacion para la conservacion de la masa de un fluido incompresible mas las
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dos ecuaciones de Euler para la conservacién del impulso en z y z, todo ello junto con las
condiciones iniciales y de contorno.

El célculo practico es mucho mas sencillo tras unas simplificaciones que se adaptan
bien a la realidad. Para ello introducimos la hipdtesis de pequena inclinacion, es decir
suponemos que h tiene pequenos gradientes, lo que se traduce en que el flujo tiene veloci-
dad casi horizontal u ~ (u,0), de forma que en la componente vertical de las ecuaciones

del impulso
du, _ Op
g TV =5, 0

se desprecia el término inercial (el primer miembro) e integrando en z se tiene en primera
aproximacién p + pgz = constante. Calculamos esta constante en la superficie libre
z = h(z,t) en que p = 0 para obtener

(10.39) p=pg(h— 2).

En otras palabras, la presion se determina por la aproximacién hidrostatica y nos resulta
un gradiente de presiones vertical en primera aproximaciéon. El lector objetara que este
método no es exacto y tendra razon. Pero habra de admitir que la aproximacion comete
errores minimos a la hora de calcular la altura h(x, t), que es nuestro objetivo, y simplifica
el sistema hasta hacerlo facilmente integrable. Este dificil equilibrio es precisamente el
meollo de la modelizacion.

Reescribamos ahora la ley de conservacién de masa. Tomamos una seccién S = (z, x +
a) x (0,C). Se tiene

o z+a h
(10.40) m—/ / dydz = —/ u-ndl,
ot Jq 0 a5

donde m es la porosidad del medio, fraccién de volumen disponible para el paso del fluido,
y u es la velocidad dada por la ley de Darcy

k
(10.41) u= —;V(p + pgz).

En la superficie lateral derecha u-n =~ (u,0) - (1,0) = u que es —(k/p)p,, mientras en la
izquierda da —u. Utilizando la formula para p y diferenciando en z se tiene

_ pgk 0 / 0
(10.42) e hdz.

Obtenemos asi la ecuacion de Boussinesq
(10.43) hy = K (h?) e

con la constante k = pgk/2mu. Esta ecuacién fundamental en el estudio del fluir de aguas
subterraneas fue propuesta por J. BOUSSINESQ en 1903. Es una variante no lineal de la
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ecuacion del calor. Hemos realizado la proeza de simplificar el problema consistente en
un sistema de ecuaciones planteado en un dominio variable obteniendo una sola ecuacion
que determina la frontera libre. A partir de h calculamos la presién p mediante (10.39) y
luego la velocidad u mediante la ley de Darcy.

La ecuacién de Boussinesq se generaliza a varias dimensiones de espacio como
(10.44) hy = k A(R?).

En dos dimensiones representa el movimiento de una capa de agua sobre un lecho im-
permeable horizontal sin la hipétesis de simetria a lo largo del eje z. Cuando existen en
el estrato entradas de agua (por recarga, natural o artificial) o salidas (por bombeo), la
ecuacion toma la forma

(10.45) hy = k A(K?) + f,
donde la funcién f(z, z, t) refleja estos efectos, siendo positiva la contribucién de la recarga,

negativa la del bombeo, f = R — P. En un contexto idealizado podemos suponer efectos
puntuales, lo que da lugar a masas de Dirac, con la consiguiente dificultad matematica.

Notas. 1) La hipdtesis de pequena inclinacién, con la consiguiente férmula hidréstatica
para la presién, es atribuida al cientifico francés DupurT, [Du] . Como hemos visto,
implica que las lineas equipotenciales son verticales, lo que es experimentalmente correcto
salvo en situaciones extremas. La aproximacion de Dupuit es un 1til fundamental en
el estudio de los flujos de aguas subterraneas, pues el sistema original es de muy dificil
analisis.

2) Notese el curioso hecho de que hemos encontrado en un problema de filtracién de
fluidos el mismo tipo de ecuacién del calor no lineal que encontramos en el transporte
de calor a altas temperaturas, cf. capitulo 4, un contexto totalmente distinto. De nuevo
vamos a encontrar tal modelo con exponente general a continuaciéon en el estudio de los
fluidos compresibles. Una prueba mas de la versatilidad de los modelos matematicos.

EJercicio 10.3. Escribir el sistema completo de ecuaciones de la filtracion en un estrato
horizontal y sus condiciones adicionales.

EJErcICIO 10.4. Deducir la ecuacién (10.44) con h = h(z,y,t) cuando se considera un
estrato horizontal tridimensional.

10.9 Fluido compresible en un medio poroso

Modelizacién. Utilizamos las leyes de los medios porosos para describir el flujo de un
gas en un medio poroso despreciando la gravedad. Se tienen las ecuaciones

0
a(mp)—i—V-(pu) =0,
(10.46)
u=-——Vp.
,u
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Este es un sistema atun indeterminado. Lo cerramos mediante una hipdtesis termo-
dindmica, que en el caso mas simple es una 7y-ley para el gas:

(10.47) p=cp’, v>1L

Recordemos que v = 1 para procesos isotermos y v > 1 para procesos adiabaticos. En los
gases podemos despreciar el término de gravedad. Con m, k y u constantes queda:

9 _

ke
= — . —_ . Y
(10.48) m o ==V (pu) . V- (pVp),

ap ckry

(10.49) F ey

A(pth)

Las constantes no influyen ya que podemos hacerlas desaparecer por cambio de escala en
las variables. Asi llegamos a
dp

10.50 — = A(p™).

(10.50) 2PN
Se tiene m = v+ 1 > 1. En el caso isotermo v = 1 de modo que m = 2 y volvemos a
encontrar la ecuacién de Boussinesq. En el caso adiabdtico tenemos v ~ 1,4 de modo que
m = 2,4, aun mayor. Desde el punto de vista mateméatico no hay ningin inconveniente
en tomar un m cualquiera mayor que 1 (algunas propiedades menos esenciales dependen
desil<m<2,m=26m>2). En general esta ecuacién con m > 1 recibe el nombre
de ecuacion de los medios porosos,

Extension. El modelo anterior puede generalizarse atin a la llamada ecuacion de filtracion

(10.51) up = Ad(u),

donde ® es una funcién real continua y creciente. Recuérdese que la ecuacioén es clasificada
como tipo parabdlico siempre que ®'(u) > 0. En general aparecen funciones ® que no
son estrictamente crecientes e incluso pueden tener discontinuidades de salto. Atn asi se
mantiene en cierto sentido el tipo parabdlico ya que ®'(u) > 0, y se dice que la ecuacién
es degenerada parabdlica.

EJercicio 10.5. Deducir una ecuacién de filtracién del tipo (10.51) con un término
suplementario cuando en la derivacién anterior: 1) no se desprecia el término de gravedad,
2) se supone que el gas tiene de ley barotrépica general, p = p(p), y 3) se supone que p
es funcion de p.

Teoria. En el capitulo 17 se expondran los principales resultados y caracteristicas del
analisis matematico de esta ecuacion, cuyo caso m = 2 es la ecuacién de Boussinesq de la
seccién precedente.
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10.10 Filtracion de dos fluidos inmiscibles. Ecuacio-
nes utilizadas en la extraccién de petrdleo

Los problemas en medios porosos tienen una gran variedad de aplicaciones y dan lugar a
diversos tipos de problemas mateméaticos. Veamos a continuacién un modelo multifase de
interés en la ingenieria, a saber, el flujo de agua y aceite en los sedimentos petroliferos.
Mas en general, el modelo se aplica al flujo de mezclas de dos fluidos inmiscibles, uno que
moja y otro que no, a través de un medio poroso.

Modelizaciéon. La situacion se puede describir por medio del esquema de Muskat y
Leverett (propuesto por M. MUSKAT y M. C. LEVERETT en los afios 30), que se basa
en las leyes fisicas siguientes:

(i) La ley de conservacién de masa para las dos fases, que se escribe
(10.52) Oy(m py s1) +div(p;uy) =0, 0¢(m pg $9) + div (pug) = 0,

donde los indices 1 y 2 corresponden respectivamente al agua y al aceite y la nueva variable
s; es la saturacion de la fase i, i = 1,2, que se define como el volumen relativo ocupado
por cada fase dentro del volumen de los poros. Se tiene pues que

(10.53) s1+s=1,

de modo que podemos tomar s = s; como incognita y despejar s, = 1 — s. Las u;
son las descargas especificas q; y m es la porosidad. Ademads si suponemos los fluidos
aproximadamente incompresibles podemos cancelar las densidades p;, p, de las ecuaciones,
que quedan asi para m constante:

(10.54) mos +div (ug) =0, m0y(1 — s) +div (ug) = 0.
(ii) Una ley de Darcy generalizada
K K
(10.55) u; = —,u—fl(Vpl +p19V2), uz = —/L—fg(Vpg +p29V2),
1 2

donde p; es la viscosidad dindmica, p; la presion, K la permeabilidad absoluta del medio
poroso, f; la permeabilidad relativa.

(iii) La relacién de capilaridad entre las presiones

[m
(10.56) P2 — P1 = Pe, Pe =7 EJ=P0J,

donde 7 es la tension interfacial y J es la presion capilar adimensional. La capilaridad
es un fenémeno importante en la teoria de los fluidos en medios porosos que tiene aqui su
primera aparicion.
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Suponemos que el medio es homogéneo y que todos los pardametros son constantes.
En el modelo cldsico de MUSKAT y LEVERETT de fluidos bifasicos, cf. [BER], se supone
que tales funciones son universales, es decir que son funciones idénticas de la saturacion
s para todos los procesos en el mismo medio poroso:

(1057) f1 = fl(S), fQ = fQ(S), J = J(S)

Tales funciones universales pueden entonces ser halladas mediantes experimentos adecua-
dos, dado que no existe una teoria que deduzca tales funciones de los principios funda-
mentales de la fisica. Este es un paso fundamental en la modelizacion que se da con cierta
frecuencia en la ingenieria. Cuando se adopta tal aproximacién al problema es pues de
crucial importancia disponer de la suficiente evidencia experimental sobre las leyes cons-
titutivas postuladas. En este caso el lector puede consultar tal evidencia en la literatura,
cf. [Be], [BER].

Una vez conocidas estas funciones, el sistema de ecuaciones queda cerrado y permite en
principio hallar las velocidades, presiones y saturacién. Por supuesto necesitamos algunos
datos iniciales y de contorno. Asi se pide la condicién inicial para la saturacion del agua

(10.58) s(x,0) = so(x)

junto con condiciones de contorno para la saturacién y una de las presiones o componentes
normales de las velocidades de filtracion.

Transformacién matematica. Ecuaciones medias. Para simplificar los célculos
despreciamos los efectos de gravedad. De las ecuaciones (10.54)-(10.56) se obtiene un
sistema de ecuaciones para un fluido ficticio medio que se mueve con velocidad

(10.59) u = uy + us.

La presién media es definida como

(10.60) P=pF(s)+p(1—F(s)) — /lpc(s)F'(s) ds,
(10.61) F(s) = — 1) =n

— fi(s) + pfals)’ s e

en vez de la eleccién mas natural, p = p; s+ po(1 —s). La expresién (10.60) es complicada
pero resulta ser la eleccién conveniente para continuar el calculo. La funcion de flujo
fraccional F'(s) tiene una forma caracteristica en S con un punto de inflexién, y derivadas
con cero multiple en s = s, y s = s*. Entonces se tiene que

p =P+ / Pe(8)F'(s) ds — pel(s) (1 — F(s)),

py = P + /1 pe(8)F'(s) ds + p.(s)F(s).
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Llegamos asi a las ecuaciones para las variables medias. De (10.54) se sigue que u es
incompresible

(10.62) V-u=0.
De (10.55), (10.56) y (10.60) se deriva una “ley media de Darcy”

_ho b

(10.63) u=—-Ko(s) VP, B(s) R

A ello se anade la ley de evolucién para la saturacién que toma la forma,

(10.64) 9,(m s) + div (F(s)u) = %A(I)(s),

especie de ecuacion del calor no lineal, mas precisamente una ecuacion de filtracién con
conveccion, donde la no linealidad

(10.65) 5(s) = - [ FER(OI©d

es una funcién monétona no decreciente, idénticamente igual a cero para 0 < s < s,, que
tiene multiples derivadas nulas en s = s, y s = s*. De este sistema podemos eliminar u
del modo siguiente. De (10.62) y (10.63) se deduce que

(10.66) div (K¢(s)VP) = 0.
Por otra parte, de (10.63) y (10.64) se tiene que

K fi

(10.67) Oy(ms) =div] . Kpo
1

VP]+ IA‘I’(S).

Queda pues reducido el problema a resolver el sistema (10.66), (10.67) para P y s, deno-
minado sistema saturacion-presion, que combina ecuaciones de tipo eliptico y parabdlico
degeneradas.

Situacion limite. Normalizando la funcién ® y pasando a variables adimensionales, de
modo que

(10.68) o(s) = u==-V, ==, (=

reducimos el sistema (10.62), (10.64) a la forma

(10.69) m% + V- -VF(s) =eAp(s),

(10.70) divV =0,
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donde los operadores V y A son expresados via variables adimensionales y el parametro
adimensional ¢ esta determinado como

(10.71) = B(s").

Las estimaciones muestran que € es un parametro pequeno lo que da lugar a capas limite.
En el resto del dominio tendremos en el limite € = 0 una ecuacién hiperbdlica de primer

orden del tipo
(10.72) m% +V-VF(s) =0,

como las encontradas en la cinética de gases. Se puede ver entonces (10.66) como una
regularizada por viscosidad.

Caso de velocidad media nula. En circunstancias especiales se puede suponer que
la velocidad media es nula, como en los flujos que proceden por embebimiento capilar.
Entonces la ecuacién (10.67) queda en la forma

(10.73) Oi(ms) = %A@(s),

que es otra forma de la ecuacidn de filtracion aparecida en la seccién anterior.

REFERENCIAS: [BER], [CJ], [Ewl], [GMT].

10.11 Ecuaciones del medio no saturado

Queremos ahora analizar un tipo de flujo bifasico en que podemos simplificar notablemente
el planteamiento matematico, dada la diferencia de comportamiento de los dos medios.
Se trata de un problema que se origina en estudio del flujo de aguas subterraneas, a
saber, la filtracién de aguas en el medio no saturado. El flujo de agua en los acuiferos se
suele distribuir en dos zonas diferenciadas, una inferior llamada zona saturada en que el
medio poroso estda completamente ocupado por el agua y de cuya descripcion nos hemos
ocupado, y una superior llamada la zona no saturada en que coexisten el aire y el agua.
Esta tltima es una zona de gran importancia para las ciencias aplicadas porque en ella
suceden fenémenos fisicos, quimicos y biolégicos de gran interés para la vida.

Modelizacién. Se desea describir una filtracién no estacionaria considerando al agua
como incompresible. Despreciamos los posibles efectos energéticos debidos a diferencias
de temperatura. La coexistencia de ambas fases da lugar a fenémenos de diferencia de
presion en las interfases entre ambos medios, la presién capilar, de modo que, como ya
hemos visto,

(10.74) Paire — Pagua = Pc
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y pe > 0 depende de las curvaturas del menisco formado. Se sigue de ello que la presién
intersticial es menor que la atmosférica. A la hora de describir el medio se introduce
la variable 6, contenido de agua del medio, que es el tanto por ciento de agua en cada
volumen elemental representativo

_ Volumen de agua en un VERMP

10. =
(1075) 0 Volumen total del VERMP
y se relaciona con la saturacién de agua por la formula
60— 0,
10.76 =
(10.76) =50,

con 6, contenido de humedad del medio saturado y #, humedad en saturacion irreductible.
A efectos matematicos la diferencia no es esencial. Evidentemente, en el medio no saturado
0 < # < 1. De acuerdo con las hipdtesis fundamentales del medio continuo de que
hablamos en las seccién 1.1 y 10.4, suponemos idealmente que # es una funcién continua
definida en todo el medio no saturado. Se tiene la ley de continuidad

00

donde r es un posible término de fuente o sumidero. Tenemos ademds una ley de Darcy
(10.78) q=-K(§)VH, H=-9+¢

donde K () es la conductividad hidrdulica, H es el potencial total, que es suma del
potencial capilar de succion —® y del potencial gravitacional. El sistema se cierra con
una ley de dependencia entre ® y s llamada curva de retencion,

(10.79) s = F(®),

derivada del estudio de la influencia de las presiones capilares, que junto con (10.76)
permite relacionar # y ®. Asi se llega a ecuacién de Richards
06(®) 0

= V- (K(@0(®)) V) + a(K(G(@)) +,

que es una generalizacién de la ecuacién de filtracién (10.51), la cual se obtiene cuando se
desprecia el término convectivo de gravedad, el término fuente y escribimos ® en funcién

de 0:
00

(10.81) 5 = V- (K(6)Vo(9)) = V - (D(6)V6)) = AF(6),

con D(f) = K(0)®'(0) y F'(#) = D(#). Con respecto al tratamiento de los flujos bifésicos
que se ha expuesto en la seccion precedente, la ecuacién de Richards puede verse como
un limite cuando suponemos que el aire estd a presién constante (atmosférica), p; = 0.

(10.80)

El concepto de potencial capilar para medios no saturados fue introducido por Buc-
KINGHAM, fisico americano, en 1907. La definicién del potencial total como suma del
potencial del potencial capilar y del gravitacional se debe a L.. RICHARDS, 1931, quien
escribif el sistema de ecuaciones.

REFERENCIAS: [Be], [R], [Sm].
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10.12 Transporte de contaminantes

Veamos para terminar un sistema simple que describe el transporte de un contaminante
disuelto en agua que fluye a través de un medio poroso (el suelo) en régimen saturado.
En condiciones estacionarias tenemos las ecuaciones de conservacion de masa y de Darcy
para el flujo de agua

K
(10.82) V-(pu) =F, u= —;(Vp—ngz),

donde las notaciones son como en secciones precedentes, con F' una fuente o sumidero de
fluido. El transporte de contaminante disuelto en el agua estd gobernado por una ecuacién
de difusion que escribimos en términos de la variable ¢, concentracién de contaminante:

d(fc)
ot

(10.83) +V-.(puc)—V-(0DVe)+ fbc=Gle),

Aqui § = m p con m la porosidad, D es el tensor de dispersion, 3 es la velocidad de reaccion
y G es un término fuente/sumidero. El sistema se resuelve afiadiendo condiciones iniciales
y de contorno adecuadas.

Para més detalles ver [Ew2|, también [BV]. Estas referencias discuten los métodos numéricos
empleados en la practica.

10.13 Sistemas con interaccion flujo-energia

Como es de rigor en la mecanica de fluidos compresibles, las ecuaciones dinamicas han
de ser acopladas con las leyes termodinamicas para obtener un sistema completo de ecua-
ciones que describa los flujos cuando la variaciéon de temperaturas y presiones implica
que existe una interacciéon no despreciable entre el transporte de masa y el de energia.
Planteamos a continuacién un modelo que describe tal interaccion. Tomamos la ley de
conservacion de masa usual

0

(10.84) a(m p)+V-(pu) =0,
y la ley de Darcy

k
(10.85) u=—-—VP,

1
y les anadimos la ley de conservacion de la energia

or

(10.86) (pCyp) e +u-VT | =V-(AVT),

donde T'(z,t) es el campo de temperaturas; C), es el calor especifico a presién constante y
A es la conductividad térmica y ambos pueden ser funciones de T'. Finalmente, el sistema
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se cierra mediante la ley de estado
(10.87) P=pRT,

donde R es la constante de los gases. Este modelo es de utilidad en la industria aeronaritica
y espacial para describir el flujo compresible con transferencia de calor en un medio poroso
sometido a presurizacion y despresurizacién. Se supone por mor de la simplicidad que los
materiales son isotrépicos, homogéneos y no deformables y que los gases son ideales.

Existen asimismo modelos incompresibles en que la ley de conservacién (10.84) se
escribe V-u = 0 y el acoplamiento entre la ecuacion de la energia y la ley de Darcy sucede
a través de la dependencia de los parametros, especialmente u, respecto a la temperatura,
quedando por ejemplo en forma normalizada

(10.88) uw(T)u=—-K(Vp—Rap(T)e,),
donde Ra es el nimero de Rayleigh de la filtracién y e, es el vector unitario vertical.

REFERENCIA: [BPB].

10.14 Limites de validez de la ley de Darcy

La ley de Darcy es una ley experimental y su deduccién racional sucede bajo hipétesis de
gran simplificacién. Siendo sus aplicaciones variadas es natural que los estudiosos de los
fluidos se pregunten por sus limites de validez. Se descubre que ello depende de los valores
relativos de la velocidad, la viscosidad y el tamano medio de los granos, cantidades que
se combinan para dar un nimero de Reynolds adaptado al flujo en un conducto poroso.
segun la férmula

__apu

(10.89) Re = ——,
7

siendo a el tamano medio de los granos y v = |ul, cf. (6.14). Se observan entonces fuertes
desviaciones respecto a la dependencia lineal de q respecto a V7 para valores de Re desde
100 en adelante, que se suelen explicar por la aparicién de un régimen turbulento. Se han
propuesto entonces formulas del tipo

(10.90) V= —% f(Re,m)u

en que f ~ c para Re~ 0 mientras f ~ u para Re — oo (ley cuadritica del flujo
turbulento). Un ejemplo es la llamada ley de FORCHHEIMER

BE?p

k
(10.91) —;Vp =u+ uu.

De hecho, las anomalias empiezan para Re del orden de 10 en adelante, zona de transicion
entre el flujo laminar y el turbulento. Por el contrario, para Re menores el flujo es
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laminar, las fuerzas viscosas predominan y la ley de Darcy describe perfectamente al
flujo. Por tltimo, en el extremo inferior del rango de niimeros de Reynods, para Re ~ 0,
vuelven a presentarse anomalias en forma de un gradiente hidrdulico minimo por debajo
del cual el flujo es practicamente nulo. La correspondencia u — V7 tiene la forma de
una discontinuidad de salto en u = 0.

REFERENCIAS: [BER], [Be].

Comentario final

Cuando estos problemas fueron formulados en clave matemadtica en la primera mitad del
siglo pasado faltaban los métodos tedricos y practicos para atacar tal tipo de dificultades,
y s6lo los avances de las matematicas a lo largo del siglo los han hecho accesibles. Es de
senalar que los problemas de la mecanica de fluidos como los que estamos apuntando han
sido una motivacién importante en el desarrollo de diversas ramas de las matematicas,
notablemente las Ecuaciones Diferenciales, el Andlisis Funcional y el Calculo Numérico,
y han dado ademas lugar a subdisciplinas con gran vigor como los Problemas de Frontera
Libre.
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Resumen

e Nuevas variables y conceptos:
volumen elemental representativo del medio poroso: VERMP.
Permeabilidad: k, K, se mide en cm? (sistema c.g.s), en darcy = 9.87 x 107° cm?2.
porosidad: m, 0 <m < 1.
descarga especifica: q.
saturacion: s, 0 < s <1.

potencial hidraulico: ®.

e Ecuaciones:

K
Ley de Darcy general: q = —%(Vp +pgVz2), q= —;VCI).

Ecuacién de Boussinesq: hi = k A(R?), hy =k A(R?) + f.

Ecuacién de los medios porosos: % =A(p™).
. y ou
Ecuacién de filtracién: 5 = A(D(u)).
)
Ecuacién de Richards: % =V-(K((®)) V) + %(K(G(@)) + 7.

Sistema saturacién-presion:

K K
Lo p) - EPopgs),

d = di
K s) = div i1 iz

div (K¢(s)VP) = 0.



