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RESUMEN

El articulo es una aproximacién a los problemas matematicos de la teoria de los flu-
jos en medios porosos, presentada desde el punto de vista de la matematica aplicada
y enfocada hacia la investigaciéon actual. Consta de dos capitulos, uno centrado en la
modelizacion, el otro en algunos aspectos de la teoria matemética.

Mas en concreto, en el primer capitulo se considera la descripcion mecdnica de los
flujos a través de medios porosos. Se sustituye la ley dindmica usual de Navier-Stokes por
una ley de origen experimental, la llamada ley de Darcy, que tiene en cuenta la interaccion
con el medio a través del cual fluye el fluido. Se estudian diversas aplicaciones, se de-
ducen los modelos adecuados y se formulan los correspondientes problemas matematicos
cerrados. Hemos considerado tutil hacer un amplio elenco de los problemas que aparecen
con mayor frecuencia en la literatura aplicada y en la investigacién. El lector no especia-
lizado es invitado a seleccionar los modelos mas de su gusto, quiza los primeros, que son
conceptualmente mas simples.

En el segundo capitulo se estudian algunas de las propiedades matematicas de uno de
los modelos mas representativos y estudiados, la llamada “ecuacién de los medios porosos”,
lo que permite discutir los conceptos de solucién generalizada, régimen autosemejante y
frontera libre. Se presentan algunas de las lineas de investigaciéon matematica.

Siendo el presente un campo en plena actividad, existen sin duda multitud de aspectos
de interés que escapan a estas notas y a los conocimientos del autor. El texto se ha
orientado mas hacia la presentacién y coherencia de la teoria matematica que hacia el
analisis de su efectividad y en el calculo concreto, aspectos que en ningin modo deben
ser descuidados y que el lector habituado al estilo de trabajo e intereses de la ingenieria
echara en falta. En todo caso el autor agradece los comentarios y sugerencias y espera
que el texto sea util como invitacién a lecturas més detalladas y profundas.



Capitulo 1

ECUACIONES DE LOS MEDIOS
POROSOS

1.1 Introduccion

La ecuacién de Navier-Stokes es la ley fundamental que describe la dindmica de los fluidos
viscosos mas usuales, los fluidos newtonianos, y junto con las leyes de conservacién de masa
(v de conservacién de la energia y de estado si el fluido es compresible) permite describir
su movimiento a partir de unas condiciones iniciales y de contorno determinadas. Esta ley
se aplica a una enorme variedad de situaciones practicas de fluidos reales. Sin embargo,
no es de aplicacién inmediata para describir la dindmica de los fluidos que discurren a
través de medios porosos, pues el fluido avanza por los huecos que deja la estructura (o
matriz) sélida y es preciso tener en cuenta la muy compleja geometria y la resistencia
ofrecida por la estructura. Los fluidos en medios porosos son de gran importancia en
diversos problemas de interés industrial o social, como son la extraccion de petréleo o
gas, el control y distribuciéon de las aguas subterraneas, la hidraulica de los diques, los
problemas de contaminacién o tratamiento de residuos y la construccién de filtros de
diversos usos. Dada la gran irregularidad que ofrece la matriz sélida en muchos de los
ejemplos anteriores, el analisis del flujo segin las leyes clasicas de los fluidos suplementadas
con la interaccion fluido-estructura resulta impracticable y atin irreal. Se plantea asi una
nueva problematica dentro de la mecdnica de fluidos, a saber, hallar un procedimiento
alternativo que permita describir de forma eficaz tales flujos. Pretendemos en estas notas
dar unas ideas sobre el estado de la cuestion y los progresos habidos en su vertiente
matematica.

La descripcién del flujo en el medio poroso, que como hemos dicho es muy complicada
a escala inferior a los poros (pongamos a escalas del orden de 10~ °cm para fijar ideas), se
torna mas facil cuando se consideran escalas grandes con respecto al tamano de los poros,
pues se da un fenémeno de promedio. Por otra parte tales flujos, o filtraciones, suceden a
tan pequenas velocidades que los términos de inercia son despreciables en comparacion con
los de presién y viscosos. La fuerza externa es usualmente la gravedad y se tiene en cuenta



cuando el fluido es un liquido y el movimiento no es horizontal. El ingeniero francés HENRI
DARcCY (1803-1858), que trabajaba para el consorcio de aguas de la ciudad francesa de
Dijon, propuso en 1856 una ley basada en sus experimentos en las “fuentes piblicas de la
villa”, como dice la memoria. Esta ley, que describe adecuadamente la dinamica del flujo
de un fluido incompresible en un medio poroso, abrié el camino al analisis racional de los
flujos de las aguas subterraneas y otros fluidos que fluyen a través de medios porosos. La
ley ha sido ampliada posteriormente para cubrir las diversas situaciones que aparecen en
la teoria de la filtracion.

1.2 Ley de Darcy

Supongamos pues que un fluido incompresible, por ejemplo el agua, fluye por un medio
poroso. La ley propuesta por DARCY relaciona en forma lineal las dos magnitudes fun-
damentales del flujo, la velocidad, u = u(x,t), y la caida de presién, p(x,t) segin la
formula

k
(1.2.1) uZ—EV@+w@,

hoy dia llamada ley de Darcy. Aqui x = (z,y,2) es la posicién, z es la coordenada
vertical, V es el operador gradiente espacial, g es la aceleracion de la gravedad, p es
la densidad, aqui supuesta constante, u es la viscosidad dindmica, una magnitud tipica
de cada fluido viscoso. Todas ellas son magnitudes estandar en el estudio de los fluidos
viscosos. Por el contrario, k£ es un nuevo parametro fisico, tipico del medio poroso, llamado
coeficiente de permeabilidad del medio, en general se piensa en el suelo pero también puede
ser un filtro artificial. Los coeficientes p y k& pueden ser en principio variables, pero es en
muchos casos aceptable suponer un medio homogéneo y entonces ambos son constantes,
que se determinan experimentalmente, lo cual preocupa poco al matematico aunque no
asi al ingeniero. Mientras que p tiene dimensiones de gr/em X sg, k tiene dimensiones
de 4rea, se mide en e¢m?. El significado fisico de & es un poco complicado, es una especie
de area efectiva del poro, es extremadamente variable con el medio y su determinacién es
uno de los temas de debate en el estudio practico de los fluidos en medios porosos. Tales
conceptos vienen discutidos en detalle en textos como [BER], [Be], [BV], [Mu] 6 [PK].

Suplementada por adecuadas leyes complementarias y condiciones iniciales y de con-
torno, la ley de Darcy permite plantear los principales problemas de filtracién en los
dominios de la ingenieria antes mencionados, en forma de sistemas cerrados de ecuaciones
en derivadas parciales no lineales. Cuando estos problemas fueron formulados en clave
matemadtica en la primera mitad de este siglo faltaban los métodos tedricos y précticos
para atacar tal tipo de problemas, que sélo los avances de las matematicas a lo largo del
siglo han hecho accesibles. Hablando mas en general, es de senalar que los problemas de
la mecanica de fluidos han sido una motivacién importante en el desarrollo de diversas
ramas de las matematicas, notablemente las ecuaciones diferenciales, el andlisis funcional



y el célculo numérico, y han dado ademas lugar a subdisciplinas con gran vigor como los
problemas de frontera libre.

En cuanto a la aplicacion a la mecénica de fluidos, una dilatada evidencia experimental
permite afirmar que la ley de Darcy sustituye ajustadamente a la de Navier-Stokes en los
medios porosos aunque solo en circunstancias adecuadas. En particular, se aplica a flujos
con bajo nimero de Reynolds, en que los efectos de inercia son despreciables frente a los
viscosos. Como es bien sabido en mecanica de fluidos, el nimero de Reynolds, Re, es un
nimero adimensional que representa una especie de inverso de la viscosidad normalizado
por la densidad y la velocidad y longitud tipicas del medio, Re = U [ p/pu. Continuaremos
esta discusion de este tema en la seccién 1.14.

1.3 El experimento de Darcy

El montaje experimental consiste en una columna vertical de seccién A y longitud L
rellena de un medio poroso (arena) por el que se hace pasar agua. Se mide el volumen
de agua () que atraviesa la columna por unidad de tiempo y las alturas piezométricas
medidas por un mandémetro en los extremos de la columna, h; y hs. El famoso resultado
de DARCY se expresa en la forma

KA(hy — hy)

(1.3.1) Q=—"1—".

El punto importante de la férmula es que K es una constante, llamada conductividad
hidraulica. La altura piezométrica es un medida de la llamada presion no hidrostatica,
m(z,t) = p(z,t) + pgz,

normalizada para que tenga dimensién de longitud, h = 7/(pg). Utilizando estas defini-
ciones podemos transformar (1.3.1) a la forma (1.2.1) pues

A
(1.3.2) hy — hy = —W, (A = incremento).
Y.

Se supone que el incremento varia linealmente, con lo que el gradiente hidraulico

_hi—h

(1.3.3) J -

se identifica con —V7/pg. Por otra parte, Q/A = ¢ es la llamada descarga especifica,
que es una forma de medir la velocidad media del fluido. Se llega asi a (1.2.1) con

_Fkprg

(1.3.4) K==0



Un montaje similar se realiza en una columna inclinada, cf. [Be|, [BV].

El lector comprobara que K se mide en unidades de m/sg 6 em/sg. Como dijimos,

k se mide en e¢m? en el sistema c.g.s. En honor al gran ingeniero francés en ingenieria

hidrdulica se utiliza como unidad el darcy= 9.87 x 1072 e¢m?.

s

d—

Figura 1.1. Montaje experimental para la ley de Darcy

1.4 Revision de las magnitudes y ecuaciones basicas

Como es bien sabido, la mecanica de fluidos se basa en la hipétesis del continuo espacio-
temporal y las magnitudes bésicas: densidad, velocidad, presién, temperatura, etc., estan
definidas como promedios idealizados del comportamiento del fluido en un volumen ele-
mental representativo del fluido, VER, que se asimila idealmente a una particula fluida.
En el estudio de los flujos en medios porosos la escala del VER resulta demasiado fina, de
modo que se sustituyen estos promedios por los promedios en un volumen elemental rep-
resentativo del medio poroso, VERMP, que se supone mucho mayor y abarca un nimero
suficiente de poros para que tenga sentido el nuevo promedio.

Para empezar, se introduce una nueva magnitud media local, la porosidad m, que
se define como el cociente del volumen ocupado por los poros V), (o volumen vacio) por
el volumen total V' de un VERMP tomado en torno a un punto x. Es decir, m es la
fraccion del volumen no ocupado por la matriz sélida y disponible para el paso del fluido.
Este valor ha de entenderse como un limite cuando el VERMP 2(x) es pequeno dentro
del orden de magnitud que escogemos. Asi pues, por definicion 0 < m < 1 y depende
del punto, m = m(x). En un medio poroso compresible depende también de t. En
primera aproximacion podemos suponer que la porosidad es constante, lo que simplifica
notablemente las matematicas, pero esta hipotesis no es realista en muchos casos dado



que los suelos son altamente heterogéneos. Para algunos medios porosos m es funcion de
la presién media p.

En cuanto a las magnitudes “clasicas”, la densidad del fluido en el medio poroso se
define como el cociente entre la masa de fluido M, contenida en el espacio vacio €,(x) de
un VERMP con respecto al volumen V), de ese espacio,

M,  Jo, P (X,1)ax
Vo Jo dx"

(1.4.1) p(x) =

donde indicamos con p' la magnitud densidad tal como es definida y utilizada en la
mecénica de fluidos estindar (a un nivel de escala inferior, pues). De nuevo se supone que
la cantidad del segundo miembro tiene un limite cuando ©2(x) es un VERMP pequeno en
torno a x. En cuanto a la velocidad, ésta es un promedio en el volumen que podemos
definir mediante el flujo de masa a través de una superficie S. Se suele tomar como
referente el area total de la superficie A y entonces se define la velocidad de filtracion
(seepage flow velocity) o descarga especifica (specific discharge) mediante la férmula

1

A /S p(x') W' (') - n(') dS(a"),

donde n es la normal a la superficie. De nuevo la primas indican cantidades definidas
al nivel de escala inferior. El hecho de que existe la cantidad q funciéon de x y t en el
sentido de limite para S pequeno en la escala de los VERMP es una hipétesis de la teoria
idealizada, cuya justeza ha de ser comprobada experimentalmente. También se utiliza la
velocidad intrinseca v que estd referida al drea A, ocupada por los poros,

(1.4.2) q-n=

]‘ ! ! ! !
(1.4.3) von= m/sp(x)u(x ) -n(z')dS(a").

Recordemos que ambas son conceptos medios y no representan la velocidad de ninguna
particula (incluso en el sentido de particula fluida habitual en mecanica de fluidos). Entre
ambas velocidades se tiene la relacion

(1.4.4) q=mv,

pues se demuestra que la relacién de areas es la misma que la relacion de volimenes. En
los procesos de filtracién es mas conveniente utilizar q, el volumen de agua que atraviesa
una cierta superficie total por unidad de tiempo, y en términos de q se escribe la ley
de Darcy. Por otra parte, v es conveniente para expresar el movimiento de las fronteras
libres y otros fenémenos que se pueden ver como movimiento de “particulas”. En todo
caso, para porosidad constante la diferencia es matematicamente irrelevante, pero el lector
quedara prevenido de diferencias notables de notacién en los textos, que hacen su lectura
laboriosa. De manera similar la presion se define como

(1.4.5) p(x, 1) = V}jx) / YD,
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y del mismo modo la temperatura. Con estas definiciones la conservacién de la masa se
deduce en la forma habitual en la mecanica de fluidos (ver referencias) y se llega a la
férmula

(1.4.6) 9 mp) + V- (pa) = 0,

con la novedad de la m. Esta ley basica admite una variante de interés practico cuando
existen fuentes o sumideros de fluido distribuidos, de intensidad r = r(x,t). Entonces

0
(1.4.7) a(mp) +V-(pq) =r.
A la ley de conservacién de masa se anade la ley dindmica de Darcy. Esta, originalmente
formulada para fluidos incompresibles, ha sido extendida a los fluidos compresibles en la
forma,

k
(1.4.8) q= —;(Vp+ngz).

Esta es la forma usual con campo de fuerzas gravitatorio. Obsérvese que al ser p variable
el ultimo sumando toma una forma un tanto distinta de la enunciada en (1.2.1). Las leyes
anteriores se escriben suponiendo que el medio es homogéneo, anisétropo e indeformable,
hipdtesis de gran utilidad a la hora de simplificar el problema matemaético pero que no
siempre se ajustan a la realidad. La falta de homogeneidad se refleja mediante la depen-
dencia de k,u yp respecto a x. La falta de isotropia se tiene en cuenta en la forma mas
general de la ley de Darcy

(1.4.9) a=—vo
1

donde la permeabilidad es ahora un tensor K= (K;;) y @ es el potencial hidraulico, que
se define por integracion de

Vo =Vp-f,

con f un campo de fuerzas exterior. Finalmente, la deformabilidad lleva a problemas
del tipo fluido-estructura que exceden el rango de estas notas. Con todo, una primera
hipétesis consiste en suponer que la porosidad depende de la presién m = m(p) en forma
aproximadamente lineal.

En cuanto a las magnitudes termodindmicas, necesarias para cerrar el sistema de ecua-
ciones en los fluidos compresibles, hemos de observar que los valores medios no cumplen
las leyes derivadas anteriormente, que son no lineales, salvo que las fluctuaciones de pre-
sién y temperatura respecto a los valores medios sean pequenas en cada elemento V,, lo
cual supondremos en lo que sigue, pero puede afectar a la validez de los razonamientos
en situaciones limite.



1.5 Significado de la permeabilidad

Los investigadores han descubierto diversas formulas que relacionan la permeabilidad k
con la geometria de la matriz sélida.

Ejemplo ilustrativo. Es relativamente facil calcular k& en el caso (tremendamente sim-
plificado, pero atin asi ilustrativo y ajustado al fenémeno) en que el medio poroso se
supone formado por tubitos horizontales puestos en paralelo en dimensién 2 6 3. El flujo
laminar correspondiente es el llamado flujo de Poiseuille. Veamos en detalle el calculo en
2D en un plano horizontal. Tomemos n tubos y sea d = 2a el didametro de cada tubo.
Bajo la hipétesis de no turbulencia se supone una velocidad laminar del tipo

(1.5.1) u = (u,0).

La incompresibilidad implica que u, = 0, luego u = u(y). Aplicando la ley de Navier-
Stokes en su componente y se obtiene p, = 0, es decir la presién ha de tener la forma
p = p(x). Para obtener la relacién entre p y u recurrimos a la componente z de las
ecuaciones del impulso que dan

0= —pz + puy, =0.
Dadas las dependencias de p y u esto lleva a la separacion de variables
(1.5.2) Pz = [y, = —c, constante.

Entonces, si L es la longitud del tubo y 2a su anchura:

(153)  po=—c, p=—cote v c=PrE =
Con datos de contorno 0 para u en y = +a queda u,, = —c/u, u(a) =u(—a) =0, lo que
lleva a .
1.5.4 — S (a2 2.
(15.4) u= gl 1P)
Se obtiene pues
ca?
(155) Umax = ﬂ; Umin = 0,

mientras que la velocidad media (a través de todos los tubos, el esquema se repite) es

a ¢
d——/ a —2)d
nd/ Y 2a —a2,u( v)dy
ca® 2
- d_—:_max-
2au/o(a v)dy 3 3u

Con ello podemos escribir

(1.5.6) U= -—c=——Vp,
7 7



que es la ley de Darcy con permeabilidad

2 2
a d
1.5.7 k=—=—.
( ) 3 12

Esta es una féormula notable. La féormula y su coeficiente aparecen en otros contextos de
los fluidos viscosos.

Se invita al lector a considerar el problema en 3D, tomando tubos tridimensionales
de seccién cilindrica o cuadrada y a hallar las férmulas tedricas correspondientes de la
permeabilidad.

Nota 1. En los ejemplos anteriores con geometria lineal la permeabilidad es funcion
del area de la seccion elemental o poro. Pero en geometrias curvilineas se observa que
la permeabilidad disminuye con la tortuosidad o enrevesamiento de las trayectorias a
disposicién del fluido, que es un parametro a tener en cuenta.

Nota 2. La teoria de la homogeneizacion permite obtener leyes de Darcy para medios con
estructura periodica, pasando al limite cuando el tamano de la “célula elemental” tiende
a cero (y con ello el nimero de células a infinito). Un trabajo pionero en esta direccién
se debe a L. TARTAR, [Ta]. Ello es de utilidad en el estudio de medios artificiales,
como los filtros, que tienen una estructura aceptablemente periédica. En los medios
naturales, con una distribucién bastante cadtica de tamanos, forma y disposicion de los
poros, un analisis estadistico del medio es necesario y la teoria correspondiente es muy
dificil y estd comparativamente poco avanzada. Matematicamente, ello se traduce en la
introduccién de métodos estocadsticos junto a las citadas técnicas de homogeneizacion. De
gran importancia es la consideracion de las fisuras, que son direcciones privilegiadas de
flujo, lo que lleva a interesantes tratamientos matematicos.

1.6 Flujo incompresible en un medio poroso

En este caso comparativamente més simple se tienen las ecuaciones (con u tomada en el

sentido de q)

k
(1.6.1) V.-u=0, u= —;Vﬂ',

donde m = p + pgz es la llamada presién no hidrostética (o presién corregida). Tenemos
4 ecuaciones con 4 incégnitas (si estamos en 3D; n + 1 ecuaciones e incégnitas en n
dimensiones de espacio). Se tiene entonces que

(1.6.2) V- (—%W) = 0.

Supongamos que k y p son constantes. Llegamos a la ecuacion

(1.6.3) Am = 0.



Asi pues, la ecuacién para la presion de un fluido incompresible en un medio poroso es
la ECUACION DE LAPLACE, la més cldsica de la ecuaciones en derivadas parciales. En el
caso en que el medio no es homogéneo ni isétropo, si sustituimos k/u por K/pu = (a;;(x))
queda

0 or
1.6.4 — | a;i(x)=— | =0.
que es un caso de ECUACION ELIPTICA que generaliza la ecuacién de Laplace y cuyo
estudio forma parte de los cursos avanzados de EDPs, cf. [GT]. De existir fuentes o
sumideros de fluido de intensidad r = r(x) llegamos a la ecuacién méas general

(1.6.5) Z a% <aij(x)g—;> = r(x).

Si las fuentes o sumideros son puntuales se representan mediante deltas de Dirac. Esta
no es la unica dificultad matematica de una teoria aparentemente simple, como veremos
a continuacion.

1.7 Filtracion en un dique. Problema de frontera
libre

El ejemplo mas tipico de aplicacion del modelo precedente sucede cuando tratamos de
describir el proceso de filtracién del agua de un embalse a través de la pared del dique que lo
cierra. Se trata evidentemente de un caso de filtracién de un fluido incompresible (el agua)
a través de un medio poroso (el cemento). Para mds sencillez tomaremos una geometria
simplificada, el “dique rectangular”, y suponemos un problema bidimensional en variables
espaciales (z,z), es decir ignoramos la anchura del frente del dique que suponemos tan
grande que no afecta esencialmente a los cdlculos. El eje x estd situado horizontalmente
perpendicular al dique, de forma que la semirrecta x < 0 corresponde al embalse, el
segmento 0 < x < a a la pared del dique y la semirrecta x > a al desagiie exterior
que también puede ser otro embalse. Suponemos ademaéas un lecho inferior impermeable
horizontal situado en z = 0 y que el dique tiene una altura L > 0. Por tltimo, nos
restringimos a describir el estado estacionario.

La situacién es (en primera aproximacién) trivial en las dos regiones (embalses) a
ambos lados del dique. Dado que la filtracion a través del dique es muy lenta podemos
suponer que la situacién fuera del dique es a efectos practicos estacionaria y por tanto la
altura del agua es constante

(1.7.1) z=H sixz <0, z="h siz>a,



donde 0 < h < H < L. Consecuentemente la presion viene dada por la férmula
hidrostatica

(1.7.2) p(x,2) + pgz = pgH +p, para x <0, 0<z<H,
(1.7.3) p(z,2) + pgz = pgh +p, para z>a, 0< 2z <h.

Podemos suponer que la presiéon atmosférica p, es constante e incluso igualarla a cero
(desplazando el origen de medicién de presiones). Pasemos ahora a describir la situacién
en la region no trivial, el dique, para 0 < x < ay 0 < z < L. Al realizar este estudio es
preciso hacer una importante observacién: a efectos hidrodinamicos el dique se compone
de dos regiones, una regién ocupada por el fluido (region mojada), que como resulta
bastante evidente no serd todo el rectangulo R = [0, a] x [0, L] sino una cierta subregién
(2, y otra region seca, en donde supondremos con aproximacion razonable que rige la
presién atmosférica, p = p, = 0 (pues los poros estan llenos de aire). Nuestro interés
se circunscribe pues a la descripcion del flujo en la regiéon €2. La variable a considerar es
T = p+ pgz, que como hemos visto en la seccion anterior ha de satisfacer la ecuacién

(1.7.4) Ar = 0.

De acuerdo con la teoria de la ecuacion de Laplace, si conocemos el dominio y damos
datos de contorno suficientes podremos hallar 7, y con ella p y u. Ahora bien, la regién
Q) puede ser descrita de la forma

(1.7.5) Q={(z,2) e R: z < ¢(x)}.

La curva z = ¢(z), frontera libre del problema, es una incégnita del problema, lo mismo
que son 7, p y u. Nos encontramos pues con un problema de dominio variable o, por usar
la terminologia usual, un problema de frontera libre.

Procedamos ahora al examen de las condiciones de contorno que determinen univoca-
mente 7. En los trozos de frontera fija procedemos de la forma usual e imponemos
condiciones del tipo Dirichlet o Neumann. A través de la separacién de los medios
aplicaremos la ley de continuidad de la presién. Asi, en la pared vertical izquierda,
' ={x=0, 0 <z <L}, impondremos la continuidad de la presién a través del cambio
de medio, lo que implica que

(1.7.6) 7(0,2) = pgH para 0<z < H.

Esto también nos dice que ¢(0) = H. En la pared derecha, Ty = {x =a, 0 < z < L},
tendremos por un razonamiento analogo

(1.7.7) w(a,z) = pgh para 0 <z < h.

Por otra parte hemos de prever la posibilidad (que se demuestra correcta) de que ¢(a) > h,
es decir que haya una parte de pared externa mojada. En esa parte, I's = {z = a, h <
z < ¢(a)}, la presion p es cero de forma que

(1.7.8) m(a,z) = pgz si h<z<¢(a).
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En el fondo I'y = {0 < z < a, z = 0} impondremos condiciones de flujo deslizante o no
penetracién, es decir la componente vertical de la velocidad es nula, w = 0, que por la ley

de Darcy lleva a

0
(1.7.9) 8—7;:0 si0<z<a, z=0.

Finalmente, examinamos la frontera libre I' = {(x, ¢(x)}. Dado que la presién por encima
es cero tenemos por la hipoétesis de continuidad de la presion

(1.7.10) T = pgp(x).

CONDICION EXTRA EN LA FRONTERA LIBRE. Hemos completado asi un conjunto sufi-
ciente de condiciones de contorno que permite calcular m si I' es conocida. Pero habiamos
dicho que I' es desconocida. Necesitamos pues nuevos datos que determinen I'. Estos
toman la forma de una condicion de contorno extra sobre I', que en este caso es la condi-
ci6n de flujo tangencial: u ha de fluir tangente a la curva z = ¢(z), o usando Darcy,

on
1.7.11 — =0
( ) ay Y
donde v es la normal a I, en otras palabras —m,¢'(z) + 7, = 0. Un problema de Laplace
en que damos a la vez datos de Dirichlet y Neumann esta sobredeterminado y no tiene en
general solucion. El hecho crucial es que existe un iinico dominio ) en que tal casualidad
se da y este dominio es el que buscamos.

Teoria. La teoria rigurosa demuestra que el problema (1.7.4)-(1.7.11) estd bien prop-
uesto en el marco de las soluciones débiles utilizando como técnica las desigualdades
variacionales introducidas por G. STAMPACCHIA en los anos 60, cf. [KS]. La solucién fue
obtenida en 1972 por C. BA1oCcCHI, [Ba]. Los principales resultados mateméticos pueden
consultarse en [F] o [KS]. Diversas cuestiones de unicidad en geometrias generales y para
el problema de evolucién fueron resueltas por nuestro colega J. CARRILLO, cf. [Ca).

1.8 Filtraciones en el suelo. Ecuaciéon de Boussinesq

Modelizacién. Examinemos ahora la teoria de la filtracion de un liquido (en el caso tipico
agua) a través de un estrato poroso. De nuevo impondremos hipétesis simplificadoras, a
saber: 1) el estrato, de altura H, se asienta sobre un lecho impermeable horizontal que
suponemos es z = 0, 2) ignoramos la variable transversal y y 3) la masa de agua que se
filtra ocupa una regién del tipo

(1.8.1) Q={(z,z) e R: z < h(x,t)}.

Este es un modelo de evolucién. Se tiene por supuesto 0 < h(x,t) < H y la frontera
libre h es también una incégnita del problema. En estas condiciones llegamos atin a un
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sistema de 3 ecuaciones con incégnitas u,w y p en un dominio variable, innecesariamente
complicado: ecuacion para la conservacion de la masa de un fluido incompresible mas las
dos ecuaciones de Euler para la conservacién del impulso en = y z, todo ello junto con las
condiciones iniciales y de contorno.

Figura 1.2. Filtracién con inyeccién lateral

El calculo practico es mucho mas sencillo tras unas simplificaciones que se adaptan
bien a la realidad. Para ello introducimos la hipdtesis de pequena inclinacién, es decir
suponemos que h tiene pequenos gradientes, lo que se traduce en que el flujo tiene veloci-
dad casi horizontal u ~ (u,0), de forma que en la componente vertical de las ecuaciones
del impulso

du, _ Op
dt +u- Vi) = o, PP

se desprecia el término inercial (el primer miembro) e integrando en z se tiene en primera
aproximacién p + pgz = constante. Calculamos esta constante en la superficie libre
z = h(x,t) en que p =0 (la presién atmosférica) para obtener

(1.8.2) p=pg(h— z).

En otras palabras, la presion se determina por la aproximacion hidrostatica y nos resulta
un gradiente de presiones vertical en primera aproximacion. El lector objetara que este
método no es exacto y tendra razén. Pero, si examina los resultados computados, habra
de admitir que la aproximacion comete errores minimos a la hora de calcular la altura
h(z,t), que es nuestro objetivo, y simplifica el sistema hasta hacerlo fiacilmente integrable.
Este dificil equilibrio es precisamente el meollo de la modelizacién. Reescribamos ahora
la ley de conservacién de masa. Tomamos una seccién S = (z,x + a) x (0,C). Se tiene

0 r+a rh
(1.8.3) ma/w /0 dydx = — /asu -ndl,

donde m es la porosidad del medio, fraccién de volumen disponible para el paso del fluido,
y u es la velocidad dada por la ley de Darcy

p(

k
(1.8.4) u= —;V(p + pgz).
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En la superficie lateral derecha u-n = (u,0) - (1,0) = u que es —(k/p)p,, mientras en la
izquierda da —u. Utilizando la férmula para p y diferenciando en x se tiene

Oh _ pgk 0 (" 0

(1.8.5) U

Obtenemos asi la ecuaciéon de Boussinesq
(1.8.6) he = K (h?)ze

con la constante k = pgk/2mu. Esta ecuacién fundamental en el estudio del fluir de aguas
subterraneas fue propuesta por J. BOUSSINESQ en 1903. Es una variante no lineal de la
ecuacion del calor. Hemos realizado la proeza de simplificar el problema consistente en
un sistema de ecuaciones planteado en un dominio variable obteniendo una sola ecuacién
que determina la frontera libre. A partir de h calculamos la presién p mediante (1.8.2) y
luego la velocidad u mediante la ley de Darcy.

Extensiéon. La ecuacién de Boussinesq se generaliza a varias dimensiones de espacio
como

(1.8.7) he = k A(R?).

En dos dimensiones representa el movimiento de una capa de agua sobre un lecho imper-
meable horizontal sin la hipdtesis de simetria a lo largo del eje z. El lector es invitado a
deducir la ecuacién de filtracién en este caso.

Cuando existen en el estrato entradas de agua (por recarga, natural o artificial) o
salidas (por bombeo), la ecuacién toma la forma

(1.8.8) hy = k A(h?) + f,

donde la funcién f(z, z, t) refleja estos efectos, siendo positiva la contribucién de la recarga,
negativa la del bombeo, f = R — P. En un contexto idealizado podemos suponer efectos
puntuales, lo que da lugar a masas de Dirac, con la consiguiente dificultad matematica.

Notas. 1) La hip6tesis de pequena inclinacién, con la consiguiente férmula hidréstatica
para la presion, es atribuida al cientifico francés DupuIT, [Du]. Como hemos visto implica
que las lineas equipotenciales son verticales, lo que es experimentalmente correcto salvo
en situaciones extremas. La aproximacion de Dupuit es un 1til fundamental en el estudio
de los flujos de aguas subterrdneas, pues el sistema original es de dificil andlisis.

2) Notese el curioso hecho de que hemos encontrado en un problema de filtracién de
fluidos el mismo tipo de ecuacién del calor no lineal que se utiliza en el transporte de
calor a muy altas temperaturas, [ZR], un contexto totalmente distinto. De nuevo vamos
a encontrar tal modelo con exponente general a continuacién en el estudio de los fluidos
compresibles. Una prueba mas de la versatilidad de los modelos matematicos.
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1.9 Fluido compresible en un medio poroso

Modelizacién. Utilizamos las leyes de los medios porosos para describir el flujo de un
gas en un medio poroso despreciando la gravedad. Se tienen las ecuaciones

(1.9.1) I

Este es un sistema atin indeterminado. Lo cerramos mediante una hipétesis termodinamica,
que en el caso més simple es una 7-ley para el gas:

(1.9.2) p=cp’, vy>1L

Recordemos que v = 1 para procesos isotermos y v > 1 para procesos adiabaticos. En los
gases podemos despreciar el término de gravedad. Con m, k y p constantes queda:

% _

ke
= —:7 . = — ;7 . §7 Y

@ = cky v+1
(1.9.4) il l)A(p ).

Las constantes no influyen, ya que podemos hacerlas desaparecer por cambio de escala en
las variables. Asi llegamos a

(1.9.5) o _

ot
Se tiene m = v+ 1 > 1. En el caso isotermo v = 1 de modo que m = 2 y volvemos a
encontrar la ecuacién de Boussinesq. En el caso adiabatico tenemos v ~ 1.4 de modo que
m & 2.4, ain mayor. Desde el punto de vista matemédtico no hay ningin inconveniente
en tomar un m cualquiera mayor que 1 (algunas propiedades menos esenciales dependen
desil <m<2,m=206m>2). En general esta ecuacién con m > 1 recibe el nombre
de ecuacion de los medios porosos, (EMP).

A(p™).

Extensién. El modelo anterior puede generalizarse atin a la llamada ecuacion de filtracion
(1.9.6) up = AD(u),

donde ® es una funcion real continua y creciente. Recuérdese que la ecuacion es clasificada
como de tipo parabdlico siempre que ®'(u) > 0. En general aparecen funciones ® que no
son estrictamente crecientes e incluso pueden tener discontinuidades de salto. Ain asi se
mantiene en cierto sentido el tipo parabdlico ya que ®'(u) > 0, y se dice que la ecuacién
es degenerada parabdlica.

Se propone al lector deducir una ecuacién de filtracién del tipo (1.9.6) con un término
suplementario cuando en la derivacién anterior: 1) no se desprecia el término de gravedad,
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2) se supone que el gas tiene de ley barotrépica general, p = p(p), y 3) se supone que g
es funcién de p.

Teoria. El segundo capitulo del presente trabajo estd dedicado a exponer los principales
resultados y caracteristicas del analisis mateméatico de esta ecuaciéon, cuyo caso m = 2 es
la ecuacién de Boussinesq de la seccién precedente.

1.10 Filtracion de dos fluidos inmiscibles. Ecuaciones
utilizadas en la extraccién de petrodleo

Los problemas en medios porosos tienen una gran variedad de aplicaciones y dan lugar a
diversos tipos de problemas matemdticos. Veamos a continuaciéon un modelo multifase de
interés en la ingenieria, a saber, el flujo de agua y aceite en los sedimentos petroliferos.
Mas en general, el modelo se aplica al flujo de mezclas de dos fluidos inmiscibles, uno que
moja y otro que no, a través de un medio poroso.

Modelizacién. La situacion se puede describir por medio del esquema de Muskat y
Leverett (propuesto por M. MUSKAT y M.C. LEVERETT en los afios 30), que se basa
en las leyes fisicas siguientes:

(i) La ley de conservacién de masa para las dos fases, que se escribe
(1.10.1) Oy(mp1 s1) +div(pyug) =0, Oy(m pe $2) + div (pyug) =0,

donde los indices 1 y 2 corresponden respectivamente al agua y al aceite y la nueva variable
s; es la saturacion de la fase i, i = 1,2, que se define como el volumen relativo ocupado
por cada fase dentro del volumen de los poros. Se tiene pues que

(1.10.2) s1+s2 =1,

de modo que podemos tomar s = s; como incognita y despejar s = 1 — s. Las u; son las
descargas especificas (las q; de la Seccién 1.4) y m es la porosidad. Adem4s si suponemos
los fluidos aproximadamente incompresibles podemos cancelar las densidades p;, ps de las
ecuaciones, que quedan asi para m constante

(1.10.3) mos +div (u;) =0, moy(1 — s) +div (uz) = 0.

(ii) Una ley de Darcy generalizada
K K
(1.10.4) u; = —M—f1(Vp1+,019VZ), u = —M—f2(Vp2+PZQVZ),
1 2

donde p; es la viscosidad dindmica, p; la presion, K la permeabilidad absoluta del medio
poroso, f; la permeabilidad relativa.
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(iii) La relacion de capilaridad entre las presiones

m
(1.10.5) P2=PL=Pe  Pe=Y\7 =D,

donde 7 es la tension interfacial y J es la presion capilar adimensional. La capilaridad
es un fenémeno importante en la teoria de los fluidos en medios porosos que tiene aqui su
primera aparicion.

Suponemos que el medio es homogéneo y que todos los parametros son constantes.
En el modelo cldsico de MUSKAT y LEVERETT de fluidos bifasicos, cf. [BER], se supone
que tales funciones son universales, es decir que son funciones idénticas de la saturacion
s para todos los procesos en el mismo medio poroso.

(1.10.6) fi=fis), fo=fals), J=J(s)

Tales funciones universales pueden entonces ser halladas mediante experimentos adecua-
dos, dado que no existe una teoria que deduzca tales funciones de los principios funda-
mentales de la fisica. Este es un paso fundamental en la modelizacion que se da con cierta
frecuencia en la ingenieria. Cuando se adopta tal aproximacion al problema es pues de
crucial importancia disponer de la suficiente evidencia experimental sobre las leyes cons-
titutivas postuladas. En este caso el lector puede consultar tal evidencia en la literatura,
cf. [Be], [BER]. Una vez conocidas, el sistema de ecuaciones queda cerrado y permite en
principio hallar las velocidades, presiones y saturacién. Por supuesto necesitamos algunos
datos iniciales y de contorno. Asi se pide la condicion inicial para la saturacion del agua

(1.10.7) s(x,0) = sp(x)

junto con condiciones de contorno para la saturacién y una de las presiones o componentes
normales de las velocidades de filtracion

Transformacion matematica. Ecuaciones medias. Para simplificar los calculos
despreciamos los efectos de gravedad. De las ecuaciones (1.10.3)-(1.10.5) se obtiene un
sistema de ecuaciones para un fluido ficticio medio que se mueve con velocidad

(1.10.8) u=u; + us.

La presion media es definida como

(1.10.9) P =p F(s)+p(1 — F(s)) — /51 pe(8)F'(s) ds,
(1.10.10) P(s) = — 1) =B

- -~ ILL —
fi(s) + pfa(s)’ 1o’

en vez de la eleccién en principio mas natural, p = p; s+p2(1—s). La expresion (1.10.9) es
complicada pero resulta ser la elecciéon conveniente para continuar el calculo. La funcion
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de flujo fraccional F(s) es monétona no decreciente y tiene una forma caracteristica

en S con un punto de inflexién, y derivadas con cero multiple en s = s, y s = 5%,

0<s.<s*<1, F(s,) =0, F(s*) = 1. Entonces se tiene que
1
pr =P+ [ ps)F/(s)ds = pe(s)(1 - F(s)),

po = P+ /81 pe(s)F'(s) ds + pe(s)F(s).

Llegamos asi a las ecuaciones para las variables medias. De (1.10.3) se sigue que u es
incompresible

(1.10.11) V-u=0.
De (1.10.4), (1.10.5) y (1.10.9) se deriva una “ley media de Darcy”
(1.10.12) u=—-K¢(s) VP, B(s) = It é
H1 o 2
1o
F(s)
< hif
0.5+—

" ]

0 0.3 5

Figura 1.3. Funciones de permeabilidad relativa y funcién de Buckley-Leverett tipicas

A ello se anade la ley de evolucién para la saturacién que toma la forma,

K
(1.10.13) d,(m s) + div (F(s)u) = %A(I)(s),
2
especie de ecuacion del calor no lineal donde la no linealidad
(1.10.14) 0(s) = — [ F()£(8)7'(6) dg

es una funcién mondétona no decreciente, idénticamente igual a cero para 0 < s < s,, que
tiene multiples derivadas nulas en s = s, y s = s*. De este sistema podemos eliminar u
del modo siguiente. De (1.10.11) y (1.10.12) se deduce que

(1.10.15) div (Ké(s)VP) = 0.
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Por otra parte, de (1.10.12) y (1.10.13) se tiene que

KN G p) 4+ BP0 ng(s).

1.10.16 O¢(m s) = di
(1.10.16) (ms) = aiv [~ 2

Queda pues reducido el problema a resolver el sistema (1.10.15), (1.10.16) para Py s,
denominado sistema saturacion-presion, problema matematico formidable que combina
ecuaciones de tipo eliptico y parabdlico degenerados.

Situacién limite. Normalizando la funcién ® y pasando a variables adimensionales, de
modo que

1.10.17 = —= =V, 0=— =
(1.10.17 o) = gk = gVe 0= €
reducimos el sistema (1.10.11), (1.10.13) a la forma

(1.10.18) m% +V - VE(s) = eAp(s).

(1.10.19) divV =0,

donde los operadores V y A son expresados via variables adimensionales y el parametro
adimensional ¢ estd determinado como

(1.10.20) e = D(s*).

Las estimaciones muestran que € es un parametro pequeno lo que da lugar a capas limite.
En el resto del dominio tendremos en el limite £ = 0 una ecuacién hiperbdlica de primer
orden del tipo

(1.10.21) m% +V-VF(s) =0,

como las encontradas en la cinética de gases. Se puede ver entonces (1.10.15) como una
ecuacién regularizada de (1.10.21) por viscosidad.

Caso de velocidad media nula. En circunstancias especiales se puede suponer que
la velocidad media es nula, como en los flujos que proceden por embebimiento capilar.
Entonces la ecuacién (1.10.16) queda en la forma

d(m s) _ Kpo
o K2

(1.10.22) AD(s),

que es otra forma de la ecuacion de filtracion aparecida en la seccion anterior.

RErFERENCIAS: [BER], [CJ], [Ewl], [GMT].
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1.11 Ecuaciones del medio no saturado

Queremos ahora analizar un tipo de flujo bifasico en que podemos simplificar notablemente
el planteamiento matematico dada la diferencia de comportamiento de los dos medios. Se
trata de un problema que se origina en el estudio del flujo de aguas subterraneas, a
saber, la filtracion de aguas en el medio no saturado. El flujo de agua en los acuiferos se
suele distribuir en primera aproximacién en dos zonas diferenciadas, una inferior llamada
zona saturada en que el medio poroso estd completamente ocupado por el agua y de
cuya descripcion nos hemos ocupado, y una superior llamada la zona no saturada en que
coexisten el aire y el agua. Esta ultima es una zona de gran importancia para las ciencias
aplicadas porque en ella suceden fenémenos fisicos, quimicos y biolégicos de gran interés
para la vida.

Modelizacién. Se desea describir una filtracién no estacionaria considerando al agua
como incompresible. Despreciamos los posibles efectos energéticos debidos a diferencias
de temperatura. La coexistencia de ambas fases da lugar a fenémenos de diferencia de
presiéon en las interfases entre ambos medios, la presion capilar, de modo que, como ya
hemos visto,

(1111) Paire — Pagua = Pc

y p. > 0 depende de la curvaturas del menisco formado. Se sigue de ello que la presion
intersticial es menor que la atmosférica. A la hora de describir el medio se introduce
la variable #, contenido de agua del medio, que es el tanto por ciento de agua en cada
volumen elemental representativo

(1.11.2) 0 — Volumen de agua en un VERMP
o N Volumen total del VERMP

y se relaciona con la saturaciéon de agua por la formula

0—0,
1.11. -
(1.11.3) il ey

con f, contenido de humedad del medio saturado y #, humedad en saturacion irreductible.
A efectos matematicos la diferencia es inesencial. Evidentemente, en el medio no saturado
0 < 0 < 1. De acuerdo con las hipdtesis fundamentales del medio continuo de que
hablamos en la Seccién 1.4 suponemos idealmente que # es una funciéon continua definida
en todo el medio no saturado. Veamos ahora el sistema de ecuaciones que rigen los flujos
en el medio no saturado. Se tiene la ley de continuidad

00
1.11.4 ov o=
( ) 5 TVa=m,

donde r es un posible término de fuente o sumidero. Tenemos ademas una ley de Darcy

(1.11.5) a=-K(@)VH, H=-®+z,
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donde K () es la conductividad hidrdulica, H es el potencial total, que es suma del
potencial capilar de succion —® y del potencial gravitacional. El sistema se cierra con
una ley de dependencia entre ® y s llamada curva de retencion,

(1.11.6) s = F(®),

derivada del estudio de la influencia de las presiones capilares, que junto con (1.11.3)
permite relacionar # y ®. Asi se llega a la ecuacion de Richards
00(P) 0
——— =V - (K0(®))VP) + — K(6(P

2V (K(0(®) VE) + - K(0(®)) +1,
que es una generalizacién de la ecuacién de filtracién (1.9.6), la cual se obtiene cuando se
desprecia el término convectivo de gravedad, el término fuente y escribimos ® en funcién

de 0:
00

(1.11.8) o = V- (K(6)Vo(9)) = V - (D(6)V6)) = AF(6),

con D(#) = K(0)®'() y F'(0) = D(#). La formulacién mas detallada tiene en cuenta los
flujos individuales de la fase liquida y la gaseosa y la deformacién de la matriz sélida. Con
respecto al tratamiento de los flujos bifasicos que se ha expuesto en la seccién precedente
la ecuacion de Richards puede verse como un limite cuando suponemos que el aire estd a
presién constante (atmosférica), p; = 0.

(1.11.7)

El concepto de potencial capilar para medios no saturados fue introducido por BuCk-
INGHAM, fisico americano, en 1907. La definicién del potencial total como suma del
potencial capilar y del gravitacional se debe a L. RICHARDS, 1931, quien escribi6 el
sistema de ecuaciones.

REFERENCIAS: [Be], [G], [R], [Sm].

1.12 Transporte de contaminantes

Veamos a continuacién un sistema simple que describe el transporte de un contaminante
disuelto en agua que fluye a través de un medio poroso (como el suelo) en régimen satu-
rado. En condiciones estacionarias tenemos las ecuaciones de conservacion de masa y de
Darcy para el flujo de agua

K
(1.12.1) V-(pu)=r, u:—;(ijLngz),

donde las notaciones son como en secciones precedentes, con r una fuente o sumidero de
fluido. El transporte de contaminante disuelto en el agua esta gobernado por una ecuacion
de difusién que escribimos en términos de la variable ¢, concentraciéon de contaminante:

d(fc)
ot

(1.12.2) +V-(puec)—V-(0DVe)+ 0c= F(c).
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Aqui # = m p con m la porosidad, D es el tensor de dispersion, 3 es la velocidad de reaccion
Y Y

y F es un término fuente/sumidero. El sistema se resuelve anadiendo condiciones iniciales

y de contorno adecuadas.

Para més detalles ver [Ew2], también [BV]. Estas referencias discuten los métodos numéricos
empleados en la practica.

1.13 Sistemas con interaccion flujo-energia

Como es de rigor, en la mecanica de fluidos compresible las ecuaciones dindmicas han de
ser acopladas con las leyes termodinamicas para obtener un sistema completo de ecua-
ciones que describa los flujos cuando la variacién de temperaturas y presiones implica que
existe una interaccion no despreciable entre el transporte de masa y el flujo de energia.
Planteamos a continuaciéon un modelo que describe tal interaccion. Tomamos la ley de
conservacion de masa usual

(1.13.1) a(mp) +V-(pu)=0,
y la ley de Darcy

k
(1.13.2) u=——VP,

1
y les anadimos la ley de conservacién de la energia

aT

(1.13.3) (pCyp) o +u-VT | =V-(AVT),

donde T'(z,t) es el campo de temperaturas; C,, es el calor especifico a presién constante y
A es la conductividad térmica y ambos pueden ser funciones de T'. Finalmente, el sistema
se cierra mediante la ley de estado

(1.13.4) P=pRT,

donde R es la constante de los gases. Estos modelos son de utilidad en la industria
aeronautica y espacial para describir el flujo compresible con transferencia de calor en
un medio poroso sometido a presurizacién y despresurizacion. Se supone por mor de la
simplicidad que los materiales son isotrépicos, homogéneos y no deformables y que los
gases son ideales.

Existen asimismo modelos incompresibles en que la ley de conservacién (1.13.1) se
escribe V-u = 0 y el acoplamiento entre la ecuacion de la energia y la ley de Darcy sucede
a través de la dependencia de los pardmetros, especialmente p, respecto a la temperatura,
quedando por ejemplo en forma normalizada

(1.13.5) u(T)u=—K(Vp—Rap(T)e,),
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donde Ra es el nimero de Rayleigh de la filtracién y e, es el vector unitario vertical.

REFERENCIA: [BPB].

1.14 Limites de validez de la ley de Darcy

La ley de Darcy es una ley experimental y su deduccién racional sucede bajo hipétesis de
gran simplificacién. Siendo sus aplicaciones muy variadas es natural que los estudiosos
de los fluidos se pregunten por sus limites de validez. Fue O. REYNOLDS (1883) quien
primero observé que el hecho de que el flujo proceda en forma ordenada, es decir en
forma laminar, depende de la velocidad, mas precisamente de los valores relativos de la
velocidad, la viscosidad y el tamano medio de los granos, cantidades que se combinan para
dar un nimero de Reynolds adaptado al flujo en un conducto poroso segin la férmula
(1.14.1) Re = %,

siendo a el tamano medio de los granos y u = |u|. En la realidad se observan fuertes
desviaciones respecto a la dependencia lineal de q respecto a V7 para valores de Re desde
100 en adelante, que se suelen explicar por la aparicién de un régimen turbulento. Se han
propuesto entonces féormulas del tipo

(1.14.2) Vi = —% f(Re,m)u

en que f ~ ¢ para Re~ 0 mientras f ~ u para Re — oo (ley cuadréitica del flujo
turbulento). Un ejemplo es la llamada ley de FORCHHEIMER

BEp

(1.14.3) —EVp:qu uu
1

De hecho las anomalias empiezan para Re del orden de 10 en adelante, zona de transicion
entre el flujo laminar y el turbulento. Por el contrario, para Re menores el flujo es laminar,
las fuerzas viscosas predominan y la ley de Darcy describe perfectamente al flujo. Por
ultimo, en el extremo inferior del rango de nimeros de Reynods, para Re ~ 0, vuelven
a presentarse anomalias en forma de un gradiente hidraulico minimo por debajo del cual
el flujo es practicamente nulo. La gréafica de la correspondencia V7 — u tiene un tramo
horizontal 0 < Vr < a con u = 0.

REFERENCIAS: [BER], [Be], [F1], [V1].
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1.15 Nota cultural

Siendo Darcy un nombre poco comiin, resulta curioso que exista otro cientifico muy famoso
de nombre andlogo (con distinta grafia). Se trata de D’ARCY WENTWORTH THOMPSON,
cuyo libro On Growth and Form, 1917, [DWT] es una piedra angular de la morfogénesis,
estudio de las formas naturales y su origen. Al contrario de nuestro Darcy de Dijon,
D.W.T., escocés, fue académico, profesor de la Univ. de St Andrews. La teoria de la
filtracién y la morfogénesis son areas de la ciencia en principio alejadas, pero ambas nos
pueden servir de ejemplo de la amplitud de intereses de la matematica actual. Estas
disciplinas estuvieron en su origen bastante lejos del mundo del analisis matematico y
han venido a ser al final del siglo XX objeto de activo interés de la matematica y el
calculo cientifico. Hace s6lo 30 anos no existian ain los métodos matematicos necesarios
para proceder al estudio eficiente de estos problemas.
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Capitulo 2

Estudio Matematico de la EMP

Dedicamos este capitulo al estudio matematico de la EMP
(2.0.1) up = A(u™), m > 1,

como modelo del que existe una extensa teoria matematica, que admite interesantes com-
paraciones con la bien conocida teoria de ecuacion del calor clasica y donde aparecen en
forma muy ilustrativa algunos de los conceptos matematicos mas interesantes y novedosos
de la problematica de fluidos en medios porosos, como las soluciones generalizadas, las
fronteras libres y la relevancia de los regimenes autosemejantes como limites asintéticos.

2.1 Primeras ideas sobre el analisis matematico.

Tomemos como paradigma el caso mas simple, el exponente m = 2, en dimensién espacial
n = 1, para tratar de mostrar los problemas y caracteristicas mas importantes. Podemos
en este caso volver al problema de Boussinesq y tratar de hallar la solucién w (altura de
la frontera libre, y a partir de ella velocidad y presién). Tras anadir datos iniciales y de
contorno convenientes para u, es de esperar que exista entonces una solucién unica. De
hecho, la ecuacién entra a primera vista dentro de la clasificacién usual de las EDPs como
ecuacion parabolica por su semejanza con la ecuacion cléasica del calor, u; = u,;, y cumple
de hecho la condicién de parabolicidad en todos los puntos en que u es positiva, lo que nos
da la esperanza de utilizar la teoria de ecuaciones parabdlicas cuasilineales desarrollada
en la segunda parte de este siglo, cf. el texto cldsico [LSU]. Lamentablemente, deja de ser
parabélica en los puntos en que u = 0, como el lector observara escribiéndola en la forma
equivalente

9.1.1 low - o (ou
(2.1.1) ot~ "oz T\ on

Ello tiene consecuencias no desdenables. Una de ellas es que no tiene en general soluciones
clasicas, aunque veremos que si las tiene generalizadas. En realidad la férmula (2.1.1)

10u 0%u <0u>2
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indica que la ecuacién degenera en una ecuacién de primer orden. El hecho de que la
ecuacion degenerada es (salvo constantes) u; = (ug)?, una ecuacién bien conocida de
primer orden que se puede integrar por caracteristicas, explica la sorprendente propiedad
de propagacion finita, que se enuncia como sigue:

“Si el dato inicial h(z,0) tiene soporte compacto también tiene soporte compacto la
solucién, h(zx,t), como funcién de = para todo ¢t > 0 fijo”.

Este soporte crece con el tiempo. Se puede definir en consecuencia una interfaz o
frontera libre I' C IR*) que separa los conjuntos {u > 0} (hasta donde se extiende la
masa de agua) y {u = 0} (la regién seca). Digamos que tal propiedad es sorprendente
en una ecuacion en principio parabdlica (pues es falsa para la ecuacién del calor, modelo
de tales ecuaciones), pero es bien natural para el problema fisico que tratamos. En
realidad la propiedad de velocidad de propagacion infinita de la ecuacién clasica del calor
es fisicamente un contratiempo en un modelo por otra parte tan bello y eficaz.

El método de andlisis que adoptamos es el siguiente: un primer nivel elemental de
estudio, previo a la construccion de una teoria general, consiste en obtener un nimero
suficiente de soluciones explicitas o casi explicitas. Para ello se recurre a soluciones de
formas especiales. He aqui los principales tipos particulares de solucién a investigar:

(A) Funciones de una sola variable: v = wu(t), v = u(z). Estas tltimas se denominan
soluciones estacionarias.

(B) Tipo separacion de variables: u = X (x)T'(t).
(C) Tipo ondas viajeras : u = f(x — ct), z € IR.
(D) Tipo soluciones autosemejantes: u =t~ f (xt=%).

Posteriormente se selecciona el tipo de problema inicial y/o de contorno que interesa,
se introduce un concepto de solucién generalizada motivado por nuestra experiencia con
las soluciones especiales y se establece la existencia y unicidad de la solucién, asi como
su estabilidad. Por tultimo se analizan las propiedades especificas de tales soluciones,
especialmente aquellas que tienen un significado de interés para las aplicaciones.

2.2 Ondas viajeras. Propiedad de propagacién finita

Dejando al lector que investigue la existencia de soluciones de los dos primeros tipos,
veamos con algin detalle la curiosa problematica planteada por las soluciones en forma
de onda viajera

(2.2.1) u=f(n), n=x,—cte R.

Este tipo de solucion representa un onda que se desplaza en el tiempo paralelamente a
si misma a lo largo de un eje coordenado, aqui el zy. El pardmetro c es la velocidad de
la onda. Podemos suponer que ¢ # 0, pues para ¢ = 0 hallamos estados estacionarios
que son mas bien triviales como habra comprobado el lector. Ademas podemos reducir
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el caso ¢ < 0 al ¢ > 0 por una simetria en la solucién (sustituyendo u(z,t) por u(—zx,t)
se haya otra solucién de la ecuacién que se desplaza en sentido opuesto). Por tltimo
senalemos que las ondas viajeras son uni-dimensionales, es decir se toma como variable
espacial uno de los ejes coordenados, por ejemplo el x;. Es evidente que mediante una
rotacion podemos hallar una onda que camine en cualquier direccién n del espacio IR".
Entonces valdria la formula (2.2.1) con n = x - n — ct.

Poniendo pues ¢ > 0 fijo y sustituyendo la forma (2.2.1) en la ecuacién wu; = Au™ se
llega a
(2.2.2) (™" +cf =0,

donde las primas indican derivadas respecto a 7. Integrando una vez se tiene
(2.2.3) (f™ +cf =K,

con constante de integraciéon K € IR. Estamos interesados en hallar un onda que avance
contra una region vacia, es decir que para 1 > 0 queremos que f = f' = 0. Esta condicién
de contorno parece imponer la condicién K = 0 con lo que (2.2.3) se reduce a

(2.2.4) mf"2f +c=0,
que se puede integrar para obtener

m
(225) mfmil = —Cn + Kl-

e Problemas inesperados. Fracaso del marco clasico. Aparentemente hemos tenido com-
pleto éxito en la tarea de integrar la ecuacién, pero este éxito se ve empanado inmediata-
mente cuando observamos que la férmula (2.2.5) es incapaz de cumplir nuestra condicién
de contorno en n = +oo. Madas atn, nuestra solucién se hace inevitablemente negativa
para todo n grande, lo cual va contra la fisica del problema. Un mateméatico conservador
se vera tentado de arrojar todo el calculo por la borda. Por el contrario, una de las ideas
motrices de la matematica aplicada es la idea de que no debemos abandonar sin mas un
buen calculo, pues las dificultades encontradas son la puerta que nos abre el camino a
un nuevo contexto en que podemos salvar lo obtenido y resolver en forma novedosa y
util el problema planteado. Abordaremos tal incursién en lo desconocido guiados por la
combinacion de la experiencia matemadtica y la evidencia que proviene de las aplicaciones
que se tienen en mente. Vemos a continuaciéon como se materializa esta tarea en el caso
presente.

La via de solucién es relativamente ficil (una vez hallada). Se denomina estrategia
del problema limite: existe un calculo proximo al nuestro que tiene sentido, realicemos
este nuevo calculo y pasemos al limite. Pasar al limite en modelos aproximados es, junto
con la integracion por partes, uno de los recursos clave de la matematica aplicada. En
concreto tomamos como condicién de contorno en (2.2.3)

(2.2.6) f(oo)=¢, f'(oc0) =0,
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con lo que obtenemos para la constante K el valor K = ec > 0. Entonces escribimos
(2.2.3) como

e—f
(2.2.7) fr= Confm—T
que es una E.D.O. de variables separadas y se puede integrar facilmente, al menos
graficamente. Para m = 2 la integracion es explicita y da

d
(2.2.8) —c77+K1:2/ff—f:2f+25 log(f —¢).

—€
Podemos poner K; = 0 sin pérdida de generalidad. Dibuje el lector la grafica para
convencerse de que hemos obtenido una onda que une los niveles f = oo para n = —oo

con f = ¢ para n = co. Podemos pues pasar el limite cuando ¢ — 0. El resultado es
sorprendente pues no obtenemos (2.2.5) sino

(2.2.9) 2 f = (—cn)+ = max{—cn, 0}.

Es evidente que este limite tiene sentido fisico. Tiene el inconveniente de no ser una
solucién de la ecuacién (2.0.1) en el sentido cldsico, pues tiene derivada discontinua en
la linea n = 0. Nosotros sostenemos que es una buena solucion y para justificar esta
pretension introduciremos en la seccién 2.4 un concepto de “solucion generalizada” o
“solucion débil” que se aplica en un contexto general y permite aceptar en particular la
férmula (2.2.9). En general para todo m > 1 la solucién limite es

(2.2.10) = () + K)o

lo cual es un poquito mas dificil de demostrar pero no imposible si se utiliza el plano
de fase adecuadamente. Es de senalar que la funcién (m/(m — 1))f™ ! coincide en
la derivacion del modelo de gases en medios porosos (seccion 1.9) con la presién y la
funcion —mf™2f' con la velocidad. Asf pues, las ondas viajeras son frentes de velocidad
constante ¢ cuando u > 0y tienen velocidad nula en la parte vacia (donde el valor asignado
por nosotros a la velocidad es en realidad irrelevante). Ello recuerda, y con razoén, las
soluciones discontinuas de la dindmica de gases, cf. [CM], [LL].

Analizada la solucién geométricamente, se observa que estamos en presencia de un
fenémeno de propagacion a velocidad finita y coexisten dos regiones, la ocupada por el
fluido y la vacia, separadas por una frontera libre sobre la cual la solucién no es regular.
Todas estas propiedades son contrarias a lo que sucede en la ecuacion del calor lineal en
que no aparece ninguna frontera libre que separe una region ocupada de una vacia. De
hecho todo el espacio estd mas o menos ocupado por las soluciones de la ecuacion lineal,
lo que impide visualizar con nitidez los frentes de propagacion que son de gran interés
para el investigador atento a la aplicacion.
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Figura 2.1. Ondas viajeras con € > 0 y su limite

2.3 Soluciones autosemejantes. Solucién fundamen-
tal de Barenblatt

Este tipo de soluciones es de estudio menos trivial. Tienen ain mayor importancia en
la teoria general, en realidad la autosemejanza es una propiedad de importancia capital
en la mecanica de fluidos. Ser autosemejantes quiere decir que se pueden escribir como
soluciones constantes en el tiempo tras un cambio de escala (o zoom), como sigue:

(2.3.1) u' = f(z') con u =ut®, x =at P

Los exponentes o y (3 se llaman exponentes de semejanza. La funcion f se llama el perfil.
Hay diversos exponentes o y (3 para los que existen soluciones, pero queremos buscar la
solucion fundamental, algo parecido a la solucién fundamental de la ecuacién del calor
lineal, que es, como todos saben:

2
(2.3.2) Uz, t) = ct ™ 2exp (—%) .

Vemos que esta férmula es autosemejante y tiene exponentes de semejanza: « = n/2 3 =
1/2. Para la solucién de la EMP los pasos para buscar la solucién son:

e Tomar u autosemejante: U(x,t) =t~“f(n), con n = xt~? y f funcién radial.

e Sustituir esta forma en la ecuacién. Dado que

s = =at™ () + ¢V 1 (n) -2t (=) = —at™" f (1) = BV 1) -
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AU™) = 7" Ay (f™) (wt™F) = 172 A (™) (),

la ecuacién U; = AU™ equivale a

(2.3.3) 7 (—af (n) — By - Vf(n) =t PAf™(n).

e Eliminar la dependencia del tiempo, para lo que es preciso imponer una 1% relacién
de exponentes, a saber
(2.3.4) a(m—1)+20=1,

lo que permite despejar un exponente (por ejemplo «) en funcién del otro. Para el perfil
f nos queda una ecuacién eliptica no lineal:

(2.3.5) Af™+Bn-V+af =0,

que depende atin del paramétro libre (8 6 «, uno de los dos).

e Es preciso determinar ain cual es el valor adecuado del exponente libre. Para ello
volvamos a la ecuacion del calor clasica, en que m = 1 y la relacién anterior da

(2.3.6) B=1/2, n=ux/Vt

Vimos més arriba que la solucién fundamental corresponde a o = n/2. ;Cémo se obtiene
esta segunda relaciéon? Observamos primero que en el caso lineal la solucién es la gaus-
siana, que es la tinica solucién no negativa de la ecuacién del calor autosemejante tal que
u — 0 cuando |z| — oo. Una propiedad més prometedora es la siguiente: satisface una
ley de variacion de la energia como sigue:

d ou
2.3.7 o[ wde= [ wde = [ Aude= [ ZEas o,
( ) dat [T T R L T
cuando 7 — oo, donde B = B, (0) es la bola de radio r. Entonces, se obtiene
% . u(z,t)de = 0.

Esta es una ley de conservacion, que quiere decir que la energia (llamada también masa)
es un invariante del movimiento:

(2.3.8) /u(x,t) de =C.
Copiamos la misma idea para la EMP:
d ou™
2.3.9 o[ ude = [ wde = [ Aurde= [ Sds -0
( ) dat Jp T T oB On -

cuando r — oo. Lo aplicamos a la solucién autosemejante y queda:
(2.3.10) / Uz, t)da = / 170 f (2t~ da = 1= / F(n)dn = const(t),
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lo que implica que necesariamente que o = (fn. Se obtienen en resumen las condiciones:
(2.3.11) am—1)+28=1, a = fn,
que determinan los exponentes:

1 n

(2312) ﬂ = m , O = m;

y la ecuacién del perfil f es siempre (2.3.5), un problema eliptico no lineal.

e Ahora hemos de calcular f resolviendo este problema con datos cero en el infinito.

Se tiene:
1

rn—l

(")) + Brf +npf =0,

es decir,
(")) A+ B+ BT f =0,
y finalmente,
(rn—ltfm)/+_6rnf)/::0‘

Esto se llama un célculo afortunado, pues integrando llegamos a:

(2.3.13) LMY 4+ B f) = C.
Dado que queremos f — 0 cuando r — oo tomamos C' = 0, llegando a
(2.3.14) (f™) +Brf=0, mf"?f = —pr

luego

(2.3.15) Mgt —§T2 Lo oA 5(727; 1) 2

e Problemas de nuevo. Observamos que f™~! es una parabola hacia abajo, lo que nos
crea una cierta angustia porque estabamos pensando en soluciones no negativas. Estamos
en la situacién que ya hemos afrontado en el estudio de las ondas viajeras. Histéricamente,
este ejemplo fue estudiado antes. Asi pues, el mundo no se hundirda y buscaremos una
salida no estandar. Revisemos la situacién: gracias a la motivacion fisica hemos detectado
que algo iba mal; recurriendo al andlisis aproximado o al calculo numérico (que permite
integrar la ecuaciéon un poco a las bravas, por diferencias finitas por ejemplo, a partir de
unos datos iniciales adecuados del tipo campana de Gauss con soporte finito) se observa
un resultado de la evolucién a largo plazo que coincide con cortar la parabola al nivel
u = 0 y quedarnos con la parte positiva. El precio que pagamos es el perder el sentido
de solucién clasica. En la seccién siguiente veremos qué es una solucién “generalizada” y
comprobaremos que la pardbola cortada es una solucion generalizada.

Dando por buena esta propuesta por el momento nuestra funcién queda
(2.3.16) f=(A=bE, b=pB(m—1)/(2m).
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Observamos que f™~! no es C'! en el punto || = ry en que se anula, lo que implica que
la solucién no es clasica. Por otra parte, f — 0 cuando  — 0o, mas atn la solucién tiene
soporte compacto. La solucion completa de u; = Au™ queda:

b 1/m—1
(2.3.17) Uz, t) = £ (A . i)
+

128

con los valores de (3 y b antedichos.

Figura 2.2. Solucién fundamental para varios valores de ¢

Como hemos dicho estas soluciones tienen masa constante en el tiempo:

(2318) M= [ Ude=[" flp)dy=A7+% [T(1—bs?)7rds,
0 0 0

de donde se deduce la relacién entre A y la masa M

(2.3.19) CAST7T = M.
Obsérvese ademds que la masa inicial es una delta de Dirac,

(2.3.20) %%U(x,t) = Mo(x),

de forma que nuestra solucién, denominada en adelante como U(x,t; M), describe la
evolucion de una distribucién de masa M concentrada en el instante inicial en un punto
(el origen de coordenadas). Por ello recibe el nombre usual en la literatura de solucién
de tipo fuente con preferencia al de solucién fundamental propuesto por nosotros. Recibe
también el nombre de solucién de Barenblatt en honor al gran cientifico ruso.

NoOTA HISTORICA. Estas soluciones fueron halladas alrededor de 1950 en Moscii por YA.
ZELDOVICH y A. KOMPANEETS [ZK] y por G. BARENBLATT [B] independientemente.
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Este realizo un estudio general y las soluciones suelen ir asociadas a su nombre. La
motivacion de Zeldévich era un problema de fisica del plasma, jnada que ver con los
medios porosos!

2.4 Concepto de solucién generalizada

Habra algunos a quienes preocupe este salto adelante, nada mas légico. Les recordaremos
que sin pagar un precio la respuesta al problema de construir una solucién especial seria:
“no hay solucién”, una manera de confesar nuestra incapacidad para comprender el prob-
lema. Pero el problema tiene perfecto sentido en la aplicacién practica de estos modelos
de la fisica de fluidos, se trata de la evolucién de un frente de onda o de una masa puntual
y la evidencia analitica aproximada, numérica y experimental apuntan a que las configu-
raciones halladas son correctas. La propuesta que se ha hecho es pues novedosa: admitir
soluciones no clasicas, admitir en particular que las pardabolas cortadas son una solucién
no-clasica admisible fisicamente. Tal propuesta abre un marco conceptual perfectamente
razonable y admitido hoy dia por la comunidad cientifica, a condicion de enmarcarse en
un contexto general. Por ello buscamos una teoria més amplia que nos proporcione solu-
ciones para una extensa clase de datos iniciales y de contorno. Siguiendo a SOBOLEV se
estudian soluciones en el sentido de las distribuciones, que estando definidas por ejemplo
en @ = {(x,t) :x € R",t € (0,00), verifican las igualdades siguientes

(2.4.1) //ugot dxdt + //umAgo dedt =0, VYo e Cy© Q)

correspondientes a verificar la ecuacion en sentido débil contra el conjunto de las funciones
test. Dado que el concepto de distribucién es muy amplio y no siempre compatible con las
no linealidades presentes, las soluciones se eligen dentro de un espacio funcional adecuado.

Olga OLEINIK (Mosci, 1958) [OKC] y sus colaboradores demuestran que existe solu-
cion tnica generalizada del tipo débil que es una funcién continua no negativa y acotada
para el problema de Cauchy en una dimensién de espacio, con datos inciales ug(x) conti-
nuos, acotados, no negativos y tales que (u§'), es acotado. Tal resultado ha sido mejorado
por estudios sucesivos y se puede enunciar asi un resultado 6ptimo

Teorema 2.4.1 Para toda funcién no negativa uy € L},.(IR") tal que

1

(2.4.2) }%grolo o

2
dr = 07 = + TR
/|:v|§R o (w) de T m—1

existe una inica funcién no negativa u € C([0,00) : L}, (IR")) tal que para todot > 0
(1 + |z|>)~Y =Y y(x,t) es acotado, que la ecuacién se verifica en el sentido de las dis-
tribuciones en IR" x (0,00) y que

(2.4.3) u(-,t) — ug en L (IR").

loc
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Resultados atin mas generales incluyen el caso en que el limite (2.4.2) es finito no nulo
y entonces la solucion existe solamente durante un tiempo finito, y el caso en que el dato
es una medida de Borel y no una funcién, siempre bajo una condicién andloga a (2.4.2),
y el resultado de existencia y la propiedades son analogas. Ademads, la solucién es una
funcién continua de las variables (z,t) para t > 0. En el caso en que el dato es integrable
entonces la solucién estd en el espacio natural u € C([0,00) : L'(IR")) y es continua y
acotada para t > 7 > 0. Estos resultados estdn expuestos en [A].

Es facil ver que toda solucion clasica seria también generalizada en el sentido anterior
y que las soluciones fundamentales son generalizadas para t > 7 > 0 (jobsérvese que para
t — 0 se hacen no acotadas!). Compruébese también que las ondas viajeras son auténticas
soluciones débiles.

Un interesante resultado senala a las soluciones fundamentales de Barenblatt como
los modelos asintéticos de todas las soluciones generalizadas con datos integrables, lo que
justifica el esfuerzo que les hemos dedicado.

Teorema 2.4.2 Sea uy € L'(IR") con ug > 0y [ug(x)ds = M > 0. Entonces para todo
p € [1,00] se tiene

n(p—1)
p(n(m —1)+2)

(2.4.4) tliglo t||u(x,t) — Uz, t; M)|l, = 0, ap,=

La demostracion, debida esencialmente a KAMIN y FRIEDMAN, puede verse completa
en esta forma en [V5]. El resultado es vélido incluso para soluciones de signo cualquiera,
cf. [KV]. Para p = oo obtenemos convergencia en la norma uniforme con exponente
a =n/(n(m — 1) 4+ 2). La velocidad de convergencia éptima (para clases de datos algo
mas restringidas) ha sido estudiada recientemente por diversos autores, cf. [CT]. Por
supuesto, también se plantea el problema de comportamiento asintético para dominios
acotados, cf. [AP], [V5], o en dominios exteriores, cf. [QV].

2.5 La frontera libre

Un resultado importante establecido también por OLEINIK y colaboradores es la propiedad
de propagacion finita, mencionada en secciones anteriores. Problemas matemaéticos funda-
mentales son entonces el determimar las forma y regularidad de estas fronteras libres y su
comportamiento cuando avanza el tiempo. Resultados clasicos sobre la primera cuestion
se deben a Luis A. CAFFARELLI y colaboradores.

En cuanto a la cuestion asintética se tiene que en el problema en todo el espacio una
solucién con soporte inicial compacto tiende a ocupar para ¢ — oo un dominio de tipo
esférico cuyo radio se puede estimar como

(2.5.1) R(t) ~ ct°,
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con un exponente de expansién dado por 0 = 1/(n(m —1) +2) < 1/2 que decrece con m.
La constante ¢ > 0 depende solo de la masa inicial M = [u(x,0) dz. En particular vemos
que el soporte se simetriza. De hecho la solucién se parece cada vez mas a la solucién
fundamental de Barenblatt también en cuanto al soporte, cf. [V5]. En dimensién espacial
n = 1 tenemos informacién mas precisa.

Teorema 2.5.1 Sea ug > 0 una distribucién de masa no negativa de soporte compacto
en IR y sean M = [wugy(x)dx > 0 la masa total y

(2.5.2) Ty = % /xug(x) dx

el centro de masas, los dos invariantes del movimiento. Entonces para todot > 1 la
solucién u(+, t) es positiva en el intervalo comprendido entre las dos fronteras libres s(t) y
se tiene el desarrollo

(2.5.3) s(t) = mo £ ¢(m) Mwsttme 4+ Ot~ w41),
en que los coeficientes son optimos.

Este resultado esta esencialmente probado en [V3]. Un resultado andlogo en precisién
es deconocido atn en varias dimensiones espaciales.

Nota final. Las teorias de regularidad de la solucion generalizada y de la interfaz o fron-
tera libre han sido objeto de investigacién de los especialistas hasta el dia presente. Gran
parte de las cuestiones basicas han sido resueltas (jpero no todas!). Entre los aspectos
mas llamativos estan las fronteras metaestables, que se mueven solamente tras un cierto
tiempo de espera, y la regularidad analitica de las interfaces de soluciones con soporte
compacto en una dimension espacial, resultado que no es conocido en varias dimensiones.
La ecuacién (2.0.1) y sus generalizaciones han sido estudiadas por numerosos investi-
gadores espanoles, siendo en particular un tema popular en las universidades madrilenas,
debiéndose los primeros trabajos a I. DiAZ, que estudi6 la propiedad de soporte compacto,
cf. [D], a M. HERRERO, que estudi6 la difusién rapida, cf. [H], y al autor. El lector puede
consultar versiones parciales del estado de la cuestién sobre esta ecuacién en [A], [K] y
V4.

El presente relato no contiene informacion sobre un aspecto crucial de la investigacién
desde su punto de vista aplicado, a saber, la implementacion numérica, de la que existe
hoy dia amplia experiencia y progreso teérico, en el marco del estudio de los problemas
llamados de difusion no lineal y cambio de fase. La presencia de una frontera libre propor-
ciona la posibilidad de utilizar métodos del tipo front tracking. La dificultad numérica de
la EMP no es considerada importante en comparacién con otros problemas del area objeto
de este estudio, pero la determinacion de la frontera libre en contextos pluridimensionales,
los problemas con tiempo de espera o con enfoque y los problemas asintéticos ofrecen in-
teresantes tests para los codigos numéricos. Dejamos este tema para otros escritores mas
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expertosy terminamos estas notas con una invitacion al lector curioso e interesado en este
tema en forma de una serie de propuestas que mezclan los célculos explicitos con las con-
clusiones basadas en la interpretacién del modelo. De hecho estos ejercicios abren lineas
de pesquisa que han sido desarrolladas por los investigadores en los tltimos decenios.

Una nueva solucién especial. (i) Se demuestra que para todo T' > 0 la funcién

1

(2.5.4) u(z, t) = ( o >m

T—1

es una solucién débil de la ecuacion de los medios porosos en el intervalo temporal 0 <
t < T si se escoge adecuadamente la constante ¢ = ¢(m, n).

(ii) Se demuestra que en n = 1 también la funcién definida por esta férmula para x < 0y
como nula para x > 0 es una solucion, con una frontera libre estacionaria x = 0 mientras
la solucién existe.

(iii) Obsérvese el comportamiento de tales soluciones cuando ¢, T'. Se trata del fenémeno
de explosiéon o blow-up.

Casos limite. Se puede estudiar el limite de la ecuacién (2.0.1) cuando m — 1 cuando
m — oo (a) formalmente en la ecuacion, (b) a través de las ondas viajeras, (c) a través
de las demas soluciones explicitas. De ahi se deducen conclusiones acerca de una teoria
general para muy gran m o para m ~ 1.

Difusién rapida. Es posible considerar procesos de filtracién regidos por la ecuaciéon
(2.0.1) con m < 1. He aqui algunas cuestiones basicas: estudiar para que valores de m se
tiene aun una teoria similar, investigando la existencia de soluciones fundamentales del
tipo Barenblatt. Explicar por que se habla de ecuacion de difusién rapida. Hallar las
ondas viajeras. Senalar con precision en base a estas exploraciones los exponentes criticos
m. para los que la teoria cualitativa sufre una alteracién esencial. [Respuesta: m =0y
m = (n — 2)/n, situaciones distintas para n = 1,2 o 3].

Ecuacién de la presion. Sea
m

u
m—1

la presién normalizada en el modelo de filtracién de gases, seccién 1.9. Se obtiene la
llamada ecuacion de la presion

m—1

m =

T = (m — 1)y + (7)%

Tomando el limite formal m — 1 se llega a una ecuacién tipo Burgers. Compruébese el
limite sobre las soluciones explicitas. Para més detalles ver [AV], [LSV].
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