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Ejemplo: consumo de vino y dolencias cardiacas

Consideramos dos variables (fichero vino.omv):

» X: Consumo anual de vino en litros por habitante

» Y: Nimero de muertes por enfermedad cardiaca, por cada
100.000 habitantes

i Qué podemos decir sobre la relacién entre las dos variables?

i Podemos afirmar que valores altos en consumo de vino estan
asociados con valores bajos en nimero de muertes por enfermedad
cardiaca?

i Podemos predecir aproximadamente el valor de la variable Y si
sabemos el valor de X7



Ejemplo: consumo de vino y dolencias cardiacas
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Ejemplo: renta y fracaso escolar en la CAM

EL PAIS, martes 18 de octubre de 2005

Fl fracaso escolar es

Fracaso escolar en la Comunidad de Madrid

Renta per capita bruta media en 2003: 13.028 euros
CURSO 2003/2004

Rents {eurcs) racaso eseolar (%)
r Parla | 2864 | 25,0
mas alto en las zonas === Loar es
Legands 0,877 En
COn menOl- renta Méstoles 0.977 J21,1
Arganda 10,082 | 26,5
Torején 10,369 | 31,0
Getafe 10.555 | 19,8
Coslada 10.736 |17.0
Pirta 10.846 | 266
Aleorcin 10.888
Alcald de Henards 10.942
Callado [ 11913 187
Colmenar Vigjo |12.587 | 225
Aroyomolinos |12.7a0 |2a7
5. Gebastian de los Reyes | 13.041 |17z
5. Lorenzo del Escarial l13.180 ] 205
Rivas | 13.002 | 119
Alcabendas |16.256 J12.0
Tres Cantos [17.362 J11.2
Tarrelodones. [18.812 | 81
Boadilla | 19,268 | 13,0
Majadahonda |10.a77 | 16.0
Pozuelo | 22.080 | 13,0
ens
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Problema de regresién

Observamos dos variables, X e Y, el objetivo es analizar la relacién
existente entre ambas de forma que podamos predecir o aproximar
el valor de la variable Y a partir del valor de la variable X.

» La variable Y se llama variable respuesta

> La variable X se llama variable regresora o explicativa

En un problema de regresién (a diferencia de cuando calculamos el
coeficiente de correlacién) el papel de las dos variables no es
simétrico.



Recta de regresion

Frecuentemente, existe entre las variables una relacién
aproximadamente lineal:

Yi%ﬁO‘f‘ﬁlxh i:]-)"'an'

» La recta y = [y + [S1x es una recta de regresion

» El pardmetro 31 es la pendiente de la recta. Indica cémo
cambia la variable respuesta cuando AX =1

» El pardmetro 5y es el término independiente de la recta.
Indica el valor de Y cuando X =0

Problema estadistico: estimar los parametros 5y y $1 a partir de
los datos (x;, Y;), i=1,...,n.



La recta de minimos cuadrados

Si estimamos [y y 51 mediante By y 1, la prediccién de la variable
respuesta Y; en funcién de la regresora x; es:

Yi = Bo + Bixi
Unos buenos estimadores deben ser tales que los errores de
prediccidn
ei=Yi—= Y=Y, —(fo+ p1x;)

sean pequenos

La recta de regresion de minimos cuadrados viene dada por los
valores By y (1 para los que se minimiza:

Z[Yi — (Bo + Bxi)]?
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La recta de minimos cuadrados

Pendiente
S, Sy
B = r§x = 57)%

Término independiente

La recta pasa por (x,¥): Bo =y — B1X

Ecuacion de la recta de minimos cuadrados

y—YZri{(X—?)

A las predicciones Y; se les llama valores ajustados
A los errores e; = Y; — Y se les llama residuos



Ejemplo: consumo de vino

Estimadores de los parametros:

.S, 68.396

Bo =Y — f1x = 191.05 — (—22.974) x 3.026 = 260.57

Recta de regresién:

y = 260.57 — 22.974x

Prediccion de Yj para xg = 4:

A~

Yo = 260.57 — 22.974 x 4 = 168.674



Diagrama de dispersion y recta estimada
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Observaciones

» La recta de minimos cuadrados pasa por el punto cuyas
coordenadas son las medias: (X, Y).

» Si la variable regresora se incrementa en una desviacidn tipica
Ax = S,, entonces la prediccién de la variable respuesta se
incrementa en r desviaciones tipicas: AY = rS,

» Puede demostrarse que la suma de los residuos siempre vale
cero.

P> La recta para predecir Y en funcién de X no es la misma que
la recta para predecir X en funcién de Y.

» Como medida de lo bien que se ajusta la recta a los datos, se
utiliza el coeficiente de determinacién (o R-cuadrado): el
cuadrado del coeficiente de correlacidn.



El modelo de regresién lineal simple

Para poder hacer inferencia (IC y contrastes) sobre los pardmetros,
suponemos que se verifica el siguiente modelo:

Yi=PBo+ Bixi+e€, i=1,...,n,

donde:

P El valor esperado de los errores ¢€; es cero.

» Todos los errores tienen la misma varianza 2.

» Los errores tienen distribucién normal y son independientes.

En resumen:

€1,...,6n = N(0,0) independientes



N(Biz3 + Bo,?)
N(Biz2 + Bo,0?)

N(Brzx1 + Bo,0?)

X T2 I3 @®



cuales de las 4 situaciones se verifica el modelo?
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Una simulacién

Supongamos que 0 =1, fp =0y 1 =1
Entonces el modelo es
»/i = X;j + €,
donde los errores ¢; tienen distribucién normal estandar y son

independientes

Fijamos x; = 1,2,...,10 (n = 10) y generamos las respuestas
correspondientes de acuerdo con este modelo

Posteriormente calculamos la recta de minimos cuadrados y la
representamos junto con la verdadera recta y = x



Repetimos 6 veces el experimento




Repetimos 6 veces el experimento

beta1= betat= betat=



Repetimos 1000 veces el experimento
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» Los estimadores van
cambiando para las
diferentes muestras

» Existen férmulas del
error tipico de BAO y
Bl que recogen esta
variabilidad

» Estas férmulas son
las que se utilizan
para calcular IC y
llevar a cabo
contrastes en lo que
sigue.



Observaciones

» ;Qué forma tienen los histogramas?

» ;Se cometen errores sistematicos (sesgos) de estimacién?
» ;De qué factores depende la variabilidad observada?

» ;i Qué diferencia hay entre los errores ¢; y los residuos ¢;?

» ;Cémo se puede estimar la varianza 27



Intervalos de confianza

Los intervalos de confianza de nivel 1 — « para los pardmetros Bi
(i =0,1) tienen la estructura habitual:

[Bi F th—2,a/2 X E-T-(ﬁAi)

En comparacién con los intervalos de confianza para la media:
» Los grados de libertad son n — 2 en lugar de n — 1.

» La férmula del error tipico es mas complicada (siempre lo
calcularemos con el ordenador).



Contrastes para los parametros

Contrastes unilaterales:
> Hipdtesis: Hp : 8; < B} frente a Hy : 3; > B7

» Regidn critica:
R= Bi — ljf > tn72,o¢ .
E.T.(6)

> Hipétesis: Hp : B; > B frente a Hy : 3; < B}
> Regidn critica:
B, — B*
R = BI él < _tn72,a .
B.T.(5;)
Contraste bilateral:

> Hipdtesis: Ho : B; = B} frente a Hy : B; # B
» Regidn critica:

1Bi — B;|
R= i .
{ B (g 2}



Ejemplo: consumo de vino
Sabiendo que el error tipico del estimador de minimos cuadrados
de la pendiente es 3.557, calcula un IC para 81 de nivel 95%:

[31 T tasase X BT.(A1)| = [~22.974 F 2.11 x 3.557]

ya que t17,0.025 = 2.11.

iAportan los datos evidencia para afirmar (o = 0.01) que un
incremento en el consumo de vino estd asociado a un menor
nimero de muertes por enfermedad cardiaca?

Queremos contrastar Hy : 51 > 0 frente a Hy : 51 < 0. Calculamos:

22974

3557 6.457 y 17,0.01 56

Como —6.457 < —2.567 estamos en la regidn critica y podemos
rechazar Hy.



Resultado con jamovi

Madel Fit Measures

Maodel R R
1 0.843 0.710
Model Coefficients
Predictor  Estimate SE t P
Intercept 260.6 13.84 18.83 < .001
Vino -23.0 56 -b.46 < .001




Ejemplo: renta y fracaso escolar

Para los datos de nivel de renta (en miles de euros) y fracaso
escolar (%) en la CAM se tiene la siguiente salida de jamovi:

Maodel Fit Measures
Model R

B

A

1 0.742 0.550

Model Cosefficients

Predictor Estimate SE t D
Intercept 3849 3.645 10.56 < .00
Renta -1.35 0.266 -5.07 < 001




Cuestiones

» Escribe la ecuaciéon de la recta de minimos cuadrados que
describe el nivel de fracaso escolar como funcién de la renta.

» Calcula intervalos de confianza de nivel 95% para la pendiente
y el término independiente de la recta de regresién.

» ;Podemos afirmar, a nivel & = 0.05 que hay relacién lineal
entre el nivel de renta y el porcentaje de fracaso escolar?

» ;Cuanto vale el coeficiente de correlacién entre el nivel de
renta y el porcentaje de fracaso escolar?

» ;i Qué porcentaje de fracaso escolar se predice en una
poblacién cuya renta es xg = 13000 euros?

» ;i Cudl es el residuo correspondiente a Colmenar Viejo?



Precauciones al aplicar el modelo de regresién simple

Siempre hay que representar graficamente los datos

Existencia de datos atipicos

>
>
» Extrapolacién
» Mezcla de poblaciones diferentes
>

Datos temporales



Siempre hay que representar graficamente los datos

Bo~3, P1~05yra~0.8
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Datos atipicos




Datos atipicos




Datos atipicos




Datos atipicos




Ejemplo: Temperatura e intensidad de luz en estrellas

Para 47 estrellas se han registrado el log de la temperatura efectiva
en la superficie (Temp) y el log de la intensidad de su luz (Intens).
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Ejemplo: Temperatura e intensidad de luz en estrellas
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Extrapolacion

Verdadera
A «— relacién
ybuena
ypr‘ediccién T~ Recta d[e
regresion
estimada

prediccidn



Mezcla de poblaciones

’ ' d
’ o/
L+ > Regresion con
todos los datos




Ejemplo: nimero de pie y estatura

’

NUMERO DE PIE

43

15 16 17 18 19 20

ALTURA

® Mujeres

® Hombres

Todos



Datos temporales (correlacién espuria)
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Cuestiones sobre regresion simple

Se dispone de tres observaciones correspondientes a dos variables:
(1,2), (2,4) y (3,3).

>
>

Representa graficamente los datos.

Calcula las medias y las cuasidesviaciones tipicas de las dos
variables.

Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacién entre las
dos variables.

Calcula la recta de minimos cuadrados y represéntala
graficamente.

Calcula los tres residuos y la varianza residual 5,%.

Determina el error tipico del estimador de la pendiente de la
recta de minimos cuadrados y calcula un intervalo de
confianza de nivel 0,9 para esta pendiente.

Contrasta Hp : $1 = 0 a nivel a = 0.05.



Cuestiones sobre regresion simple

> Si la recta de regresién de minimos cuadrados de la variable y
sobre la x es y = x + 1 y la de la variable x sobre la y es
x = (1/4)y — 1, calcula el coeficiente de correlacién entre x e
v, y las medias de ambas variables.

» La recta de regresiéon de minimos cuadrados de la variable y
sobre la x es y = x + 1. jCual es el residuo correspondiente al
punto x; =1, y; =17

» ;Cudles de las siguientes expresiones son verdaderas y cudles
falsas?
> Ji=vyite.
> yi = Po+ Bixi + €
> Ji=Po+ Pixi + e



Cuestiones sobre regresion simple

P La recta de regresién de minimos cuadrados de la variable y
sobre la x es y = x + 1.

» Si los datos de ambas variables se multiplican por 10, jcudl es
la nueva recta de regresion de minimos cuadrados?

» ;Y si solo multiplicamos la variable y por 10 y dejamos igual la
variable x7?

» i Qué relacidn existe entre los coeficientes de determinacién de
las tres rectas anteriores?

P> Responde a las mismas preguntas si sumamos 10 unidades en
lugar de multiplicar por 10.



