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Ejemplo: contaminacién por mercurio en el pescado

» El agua de los rios contiene pequeias concentraciones de
mercurio que se pueden ir acumulando en los tejidos de los
peces.

» Se ha realizado un estudio en los rios Wacamaw y Lumber en
Carolina del Norte (EE.UU.), analizando la cantidad de
mercurio que contenian 171 ejemplares capturados de una
cierta especie de peces.

» Los datos obtenidos se encuentran en el fichero
mercurio.omv (la extensién .omv corresponde al formato de

Jamovi)



Variables

Nombre variable

Descripcién

RIO
ESTACION
LONG
PESO
CONC

Cédigo del rio (0=Lumber, 1=Wacamaw)
Cédigo de la estacién (de 0 a 16)
Longitud (en cm) del pez

Peso (en g) del pez

Concentracién (en ppm) de mercurio




Datos

_—
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il 3¢ 398 % oo it ‘ : @
Exploration T-Tests ANOVA Regreszion Fraquencies Factor distrACTION R
& RIO | & ESTACION | &” LONG & PESO & CONC
1 0 [ 470 1616 160
7 0 0 187 1862 150
3 0 0 557 2055 170
7H 0 [} 452 1199 073
5 0 0 447 1320 056
6 0 0 138 1225 051
7 0 0 385 270 048
8 0 0 158 1455 095
3 [ 0 440 1220 140
10 0 0 404 1033 050
11 0 1 477 3378 0.80
12 0 1 451 2020 034
13 0 1 25 2674 054
14 0 1 474 3675 069
15 0 1 410 1904 0.90
16 0 1 337 1080 048
17 0 1 335 1145 057
13 0 1 322 1002 041
19 0 1 320 804 061
20 0 1 205 754 038
21 0 1 349 174 051




Problemas de interés relacionados con estos datos

» Resumir la informacién que contienen con unas pocas cifras o
graficos.

» ;Que valores toma cada variable? ;Cudles son los mds
frecuentes? jHay grandes diferencias entre ellos?
L

» ;Existe algiin modelo que permita saber la proporcién de /a
poblacion de peces que tiene una concentracion de mercurio
superior a 3 ppm?

» ;Es significativamente mas alta la concentracién de mercurio
en un rio que en otro?

» ;Existe relacién entre la concentracién de mercurio y la
longitud o el peso del pez?



Temario

1. Andlisis exploratorio de datos

2. Nociones elementales de inferencia estadistica.
3. Contrastes de hipétesis.

4. Regresion lineal simple.

5. Analisis de la varianza.
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Estructura del Tema 1
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Tipos de variables.
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Medidas numéricas para resumir la distribucién.
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Covarianza y correlacion.



Introduccidn

La estadistica tiene por objetivo extraer conocimiento a partir de
informacién (principalmente) numérica.

La estadistica descriptiva tiene por objetivo identificar las
principales caracteristicas de un conjunto de datos mediante un
ndmero reducido de gréficos y/o niimeros.

Los conjuntos de datos que vamos a considerar proceden de medir
una o mdas variables en un conjunto de individuos.

Para describir un conjunto de datos se comienza con un analisis
individual de cada variable y posteriormente se estudian las
relaciones entre variables.

Se suele comenzar con representaciones graficas y posteriormente
se calculan resiimenes numéricos.



Tipos de variables

1. Variables cualitativas: Describen cualidades o atributos (ej.
color del pelo).

2. Variables cuantitativas discretas: Toman un nimero
pequefio de valores, normalmente enteros (ej. nimero de
hijos).

3. Variables cuantitativas continuas: Toman valores en un
intervalo (ej. tiempo hasta que llega un autobus).

En los datos sobre contenido de mercurio, jde qué tipo es cada
una de las variables?

En general, la técnica estadistica adecuada para analizar una
variable depende de su tipo.



Datos ordenados

Tidy data definition

Ina tidy
data set:

Each variable is saved Each observation is

in its own column

Wickharm, H

saved in its own row

(2014). Tidy Data. Journal of Statistical Scftware

Sample_iD [ Ca Mz | Na | cl
P 2343 123 | 43 33.5
P-2 4322 | 223| 24| 123
Gather ﬁ

U Spread
Long format
Sample_ID | Key | Value
P-1 Ca 234.3
Pl Mg 198
P-1 Na 43
P-1 cl 335
P-2 Ca 432.2
P-2 Mg 223
P-2 Na 2.4
P-2 cl 12.3




Distribucidon de una variable

La distribucion de una variable viene determinada por los valores
que toma esa variable y la frecuencia con la que los toma.

La frecuencia absoluta de un valor (o de un intervalo) es el ndmero
de individuos para los que la variable toma ese valor (o pertenece a
ese intervalo).

La frecuencia relativa es igual a la frecuencia absoluta dividida por
el nimero de datos n. Siempre es un nimero entre 0 y 1.

En ocasiones nos encontraremos con datos agrupados en intervalos
o clases A1, ..., Ak. Los valores xi, ..., xx que representan cada
clase (generalmente los puntos medios de los intervalos) se llaman
marcas de clase.



Aspectos interesantes de una distribucién

» Su posicion: en torno a qué valor central toma valores la
variable.

> Su dispersion: el grado de concentracién de los valores que
toma la variable alrededor de su posicién central.

» Su forma: por ejemplo, la simetria, es decir, si los valores se
reparten de la misma forma a uno y otro lado del centro.

Piensa en dos conjuntos de 5 datos que tengan:

(a) La misma posicién y distinta dispersidn.

(b) La misma dispersién y distinta posicién.



Sectores o barras (sélo variables cualitativas o discretas)

factor(RIO)
o

1

Numero de observaciones en cada rio

4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14

ESTACION

20

counts
>

o

0 1 2 3



Histogramas (sélo variables continuas)
» Se divide el rango de los datos en un nimero adecuado de
intervalos.
» Sobre cada intervalo se dibuja un rectdngulo cuya area es
proporcional a la frecuencia (relativa o absoluta) de datos en

el intervalo.

density

mm

CONC



Aspectos a tener en cuenta para interpretar un histograma

> Si la base de todos los rectangulos es la misma la altura es
proporcional a la frecuencia.

» ;jCuantas modas hay?

» ;Hay algin dato atipico en relacién al resto?

» ;Es simétrica la distribucién?

» En caso de asimetria, jes asimétrica a la izquierda o a la
derecha

» ;En torno a qué valor aproximado estan centrados los datos?

» jEstan muy dispersos los datos en torno a este centro?



Tipos de simetria

50 40
40 1 ]
30
30 1
20
20 1
10
10 1
Distribucién simétrica unimodal Distribucion simétrica bimodal
100 100
80 ] 80 ]
60 1 60
40 1 40
20 1 20

0
Distribucién asimétrica a la derecha Distribucién asimétrica a la izquierda



La forma depende del nimero de intervalos
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Medidas numéricas de posicion: la media aritmética

n
_ ox1+-+x, 1
X:7:,E Xj.
n n 4
i=1

Algunas propiedades:
» La suma de las desviaciones a la media siempre es igual a cero:
a—X)+0e—X)+ -+ (x, — X) =0.

» Si la distribucién es muy asimétrica, la media puede
distorsionar nuestra percepcién de cémo son los datos.
> La media es muy sensible a la existencia de datos atipicos en

los datos.
Para datos agrupados, si xi,...,xx son las marcas de clase y
fi,..., fr son las frecuencias relativas

X=xif+ -+ xfi.



Posicién de la media en un histograma




Medidas numéricas de posicién: la mediana

Una medida alternativa de posicién es la mediana. Para calcular
la mediana:
» Se ordenan los datos de menor a mayor.
> Si el nimero de datos es impar, la mediana es el dato que
ocupa la posicién central.
» Si el ndmero de datos es par, la mediana es la media de los
dos datos centrales.

La mediana es mds robusta que la media pero hace un uso menos
eficiente de la informacién contenida en los datos.

Relacién entre la simetria de una distribucién y la posicién relativa
entre la media y la mediana.

Mediana para datos agrupados.



Media y mediana




Media y mediana
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Media y mediana

Distribucidon del salario bruto anual. 2014

6500.000 -

Salario mas frecuente (16.490,80 €)
500.000 4

\‘ Salariomediano (19.263,78 €)
Salario medio (22.858,17 €)
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Medidas de dispersién: rango intercuartilico

Una medida de dispersién muy sencilla es el rango o recorrido de
los datos: el valor maximo menos el minimo.

El rango sélo depende de los datos extremos por lo que no es muy
conveniente.

Mejores propiedades tienen los cuartiles y el rango intercuartilico:
» El primer cuartil, 1, es la mediana de los datos menores que
la mediana.

» El tercer cuartil, Q3, es la mediana de los datos mayores que
la mediana.

» El rango, recorrido o amplitud intercuartilica es la
diferencia entre los dos cuartiles anteriores: Q3 — Q1.



De acuerdo con las anteriores definiciones, responde a las
siguientes cuestiones:

i Qué porcentaje de datos hay...
(a) ... entre Q1 y Q37

(b) ... alaizquierda de @7
(c) ... ala derecha de Q3?
(d)

d) ... entre el minimo y Q37

Una descripcién dtil de un conjunto de datos viene dada por los
cinco nlimeros siguientes:

Minimo, @1, Mediana, @3, Mdximo

El cuantil p (o percentil 100p) es el valor que deja a su
izquierda una proporcién p (o porcentaje 100p) de los datos.



Ejemplo: salarios en Espana

Encuesta de estructura salarial, Ano 2006
MEDIAS Y PERCENTILES. Resultados Nacionales

Ganancia media anual por trabajador por sexo, estudios y media y percentiles.

Unitlaties: euros

Media  Percentil10 Percentil25 Percentil50 Percentil75 Percentil90
Total
Todoslos estudios 1255038 820107 109035 502 IR0 MBI
Varongs
Todoslosestudios 2205108"  10emets  134mE 2T mEMAD 3N
Mujeres

Todoslos estudios 1624517 62813 9gmes  raens’ 1970 mmanm’



Cuestiones

> La media y la mediana de los salarios en Espaiia en 2006
fueron ... y ...

» ;Cudl es la forma de la distribucién de salarios?
» ;Cuanto vale el rango intercuartilico?

» Un 10% de las mujeres ganaba mas de ...

» Un 80% de los hombres ganaba entre ... y ...

» Un ... % de las mujeres ganaba mds de 6258.13 euros.



Medidas de dispersion: la (cuasi)varianza y la
(cuasi)desviacién tipica

Son las medidas de dispersién mas utilizadas.

La varianza es el promedio de las desviaciones al cuadrado de los
datos a su media.

Datos X1y .y Xn
Desviaciones X1 — Xy yXn— X
Desviaciones al cuadrado | (x; — %)%, ..., (x, — X)?

La varianza es el promedio de las desviaciones al cuadrado:

(x1 — %)%+ ...+ (xn — X)?

Vx =



La cuasivarianza

Como
a—X)+0e—X)+ -+ (x,— X) =0,

dadas n — 1 desviaciones, podemos despejar la restante.
En realidad sélo disponemos de n — 1 desviaciones independientes.
Como consecuencia, es mas correcto dividir por n — 1 que por n.

La cuasivarianza muestral es

X1 —X)? 4. A (X — X)?
n—1 '

52:(



Férmulas alternativas

La varianza se puede escribir como la media de los datos al
cuadrado, menos el cuadrado de la media de los datos.

Por lo tanto,

><12+---+x3_)_<2
n
2 2

n—1 n

Vy =

Estas férmulas suelen ser mas rapidas para calcular v, y S2.



Cuasidesviacion tipica

La cuasidesviacién tipica es la raiz cuadrada de S

S:\/(Xl—f()2—|—...+(x,,—>_<)2

n—1

S se usa mas que S2 porque mide la dispersién en la misma escala
que los datos originales.

Una medida adimensional relacionada es el coeficiente de
variacion:
S

CV:T
X]



Cuestiones

1. Siempre S? > 0. Da un ejemplo de un conjunto de datos tal que
S2=0.

2. Dado un conjunto de observaciones medidas en kg, supongamos que
cambiamos las unidades y las pasamos a gramos (es decir,
multiplicamos por mil). Determina si son verdaderas o falsas las
siguientes afirmaciones:

» Tanto la media como la mediana de los nuevos datos se
multiplican también por mil.
» La varianza se multiplica también por mil.

i Cémo cambiaria la desviacién tipica?

3. Ahora sumamos 100 a todos los datos. Determina si son verdaderas
o falsas las siguientes afirmaciones:

» Los cuartiles no cambian.
» El rango intercuartilico no cambia.
> La desviacidn tipica no cambia.

4. ;Cuél es la férmula de la varianza para datos agrupados?



Descripciéon numérica

Descriptives

LONG PESO CONC
N 17 17 1M
Missing 4] 0 0
Mean 40.0 1148 1.19
Std. error mean 0.651 67.0 0.0582
Median 39.0 a73 0.930
Standard deviation 8.52 878 0.762
Variance 72.5 766556 0.580
Range 39.8 4308 349
Minimum 25.2 203 0.110
Maxirum 65.0 4511 3.60
25th percentile 333 491 0.600
50th percentile 380 873 0.930
75th percentile 45.2 1455 1.60




Cuestiones

v

Comparando los valores de la media y la mediana, jqué
podemos decir sobre la simetria de las distribuciones?

Verdadero o falso: Al menos para 100 peces, la concentracién
de mercurio es superior a 0.93 ppm.

Verdadero o falso: La longitud de aproximadamente 42 peces
es mayor que 25.20 cm y menor que 33.3 cm.

i Cudl es el rango intercuartilico de la variable que mide el
peso de los peces?



Estandarizacion o tipificacién

Consiste en restarle a cada observacion la media de todos los datos
y dividir por la desviacién tipica:

Representa la distancia de x; a la media expresada en desviaciones
tipicas (el signo indica si el dato es mayor o menor que la media).

Utilidad de la tipificacion
» Eliminar los efectos de las unidades de medida.

» Detectar posibles valores atipicos en los datos.

> Realizar comparaciones de los valores de una variable en
diferentes poblaciones.

i Cudnto vale la media y la desviacién tipica de los datos
estandarizados?



Ejemplo

En un examen la nota media de los alumnos fue de 50 puntos y la
cuasidesviacién tipica fue de 10.

» Estandariza las notas siguientes: 60, 45, 75.

» Si la nota estandarizada de un alumno fue -2, el alumno
obtuvo ... en el examen.

» Una nota de 60 en este examen equivale después de
estandarizar a otra de ... en otro examen cuya media fue 40 y
cuya cuasidesviacién tipica fue 5.



Efecto de estandarizar un conjunto de datos

. o . .o . o .
T T T T T T
-4 -2 o 2 a 6
Datos originales

. . . .o . . .
T T T T T T
-4 -2 o 2 a 6

Datos centrados (media cero)
o e m oo

T T T T T T
-4 -2 o 2 a 6

Datos estandarizados (media cero y varianza uno)




Diagrama de cajas

4,00

Ultima obseracion
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1,00 Ultima
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i Para qué sirven?

Los diagramas de cajas son especialmente utiles para comparar
varios conjuntos de datos.

Ademds, proporcionan informacién sobre:
» La posicién (mediana) y la dispersidn (rango intercuartilico)
de los datos.
» La simetria de la distribucién (comparamos el tamafio de las
cajas).
» La existencia de datos que se desvian del patrén general
(datos atipicos).



Concentraciéon de mercurio y rio

CONC

RIO



Concentraciéon de mercurio y rio
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Concentraciéon de mercurio y estacién
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N
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Relaciona cada histograma con su diagrama de cajas

- .




Diagrama de dispersion: Concentracién frente a peso
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Interpretacion de un diagrama de dispersion

» Es importante fijarse en las unidades de cada eje

> ;Se observa alguna asociacién entre las variables?

» ;Como es de estrecha la asociacidn entre las variables?

> ;Cudl es la "direccién” de la asociacién entre las variables?

» ;Hay alglin punto o coleccién de puntos que no siga el patrén
general del resto?

» Si hay una tercera variable cualitativa, resulta conveniente
utilizar simbolos o colores diferentes para cada valor de esta
tercera variable.



Concentracién frente a peso (color segtn rio)
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Matriz de diagramas de dispersion
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Covarianza

Se dispone de un conjunto de n pares de observaciones

(X17Y1)7 sty (Xn7yn)~

La covarianza entre x e y es una medida numérica para cuantificar
el grado de asociacidn lineal entre x e y:

Xi | Yi|Xi—X|Yyi—
X1 |y1|X1—X|y1—

(xi =X)(vi =)
(1 =X)(y1 = 7)

<<

Xn | Yn | Xn—X | Yn— Y (Xn_)_()(yn_)/)

Sy = 1100 = D)1~ )+ + (a2~ 7)]




Interpretacién de la covarianza

Covarianza positiva Covarianza negativa

Covarianza aprox. cero Covarianza aprox. cero



Covarianza

Férmula alternativa:

n

1 _ _ n 1< __
Sx = n_lz(Xi—X)(Yi—Y)— n—1 (n;XIYI_Xy>

i=1

Propiedades:

> S = Syx-

» S, es la cuasivarianza de x.

v

S,y depende de las unidades en que se midan x e y.

v

También a veces se define la covarianza dividiendo por n en
lugar de n — 1. En este caso, Syx = vx.



Coeficiente de correlacidn

Resulta conveniente disponer de una medida de relacién lineal que
no dependa de las unidades. Para ello, se normaliza S,, dividiendo
por el producto de desviaciones tipicas, lo que lleva al coeficiente

de correlacion:
_ Sy

Iy = sty.

Propiedades del coeficiente de correlacién:

v

No depende de las unidades.

v

i Cudnto vale ry?

v

Siempre toma valores entre -1 y 1. Sélo vale 1 6 -1 cuando los
puntos estan perfectamente alineados.

» Su signo se interpreta igual que el de la covarianza.



Ejemplos de correlaciones

r=0.1 r=0.3 r=0.7 r=0.9

r=-0.1 r=-0.3 r=-0.7 r=-0.9



Covarianzas y correlaciones de los datos

Correlaciones

LONG PESO CONC
LONG Correlacion de Pearson 1 ,900 ,650
Sig. (bilateral) ,000 ,000
?‘Orgﬁc‘:sscéﬁif;:; Y l12332,114 | 1141004 | 716,835
Covarianza 72,542 6711,790 4,217
N 171 171 171
PESO Correlacion de Pearson ,900 1 ,5654
Sig. (bilateral) ,000 ,000
Suma de cuadrados
oroductos cruzados y 1141004 1E+008 |62786,546
Covarianza 6711,790 766555,9 369,333
N 171 171 171
CONC Correlacion de Pearson ,650 ,5654 1
Sig. (bilateral) ,000 ,000
Suma de cuadrados y 716,835 |62786,546 98,622
productos cruzados ’ ’ ’
Covarianza 4,217 369,333 ,580
N 171 171 171




Cuestiones

» ;Cudanto vale la cuasivarianza de la longitud?

» Verdadero o falso: si multiplicamos por -1 una de las
variables, la correlaciéon no cambia.

» Verdadero o falso: Si r = 0, no hay relacién entre las dos
variables.

» En los siguientes conjuntos de puntos determina, si es posible,
el valor ¢ de forma que r = 1. Si no es posible explica por
qué:

» Conjunto 1: (1,1), (2,3), (2,3 ,C).
» Conjunto 2: (1,1), (2,3), (3,4), ( c)



Tomar logaritmos

Si las observaciones x; son positivas, a veces es conveniente

trabajar con sus logaritmos log x; en lugar de con las variables
originales.




Efecto del logaritmo en la forma de la distribucién

density

30 40 50 60
LONG

density

-2 -1 0 1
logCONC



Efecto del logaritmo en el diagrama de dispersion
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Siempre hay que representar graficamente los datos

X Mean: 54.26
Y Mean: 47.83
X 8D : 16.76
YR SOEN 8 26593
Corrc. : -0.06
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Calorias y contenido en sodio en salchichas

» Se ha considerado la cantidad de calorias y de sodio en
salchichas de varias marcas de cada uno de los tipos

siguientes:

» Carne de ternera
» Mezcla (hasta 15% de carne de pavo)
» Carne de pavo

Nombre variable

Descripcién

tipo
calorias
sodio

Tipo de carne (1=ternera, 2=mezcla, 3=pavo)
Cantidad de calorias
Cantidad de sodio




Medidas descriptivas numéricas

calorias sodio
N Vélidos 54 54
Perdidos 0 0
Media 146,6111 | 424,8333
Error tip. de la media 3,95691 | 13,04440
Mediana 146,0000 | 405,0000
Desv. tip. 29,07727 | 95,85637
Varianza 845,487 | 9188,443
Minimo 86,00 144,00
Maximo 195,00 645,00
Percentiles 25 132,0000 | 359,7500
50 146,0000 | 405,0000
75 173,5000 | 506,2500




Diagramas de cajas
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Histogramas: cantidad de calorias
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Histogramas: cantidad de sodio
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Diagrama de dispersion
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Covarianzas y correlaciones

Correlaciones

calorias sodio
calorias  Correlacién de Pearson 1 516
Sig. (bilateral) ,000
Suma de cuadradosy {4640 a33 | 76233 500
productos cruzados : ’
Covarianza 845,487 1438,368
N 54 54
sodio Correlacion de Pearson 516 1
Sig. (bilateral) ,000
Suma de cuadradosy {2553 500 | 486987 50
productos cruzados ’ ’
Covarianza 1438,368 | 9188,443
N 54 54




Cuestiones

» (V 6 F) Aproximadamente 27 marcas de salchichas tienen
entre 132 y 173 calorias.

> ;Cudl es el rango intercuartilico de la cantidad de sodio?
» Calcula el coeficiente de variacién de ambas variables.

» (V 6 F) Aproximadamente 13 marcas de salchichas tienen un
contenido de sodio entre 506.25 y 645.

» (V 6 F) Con la informacién disponible en la tabla de medidas
descriptivas numéricas es posible calcular la correlacién entre
ambas variables.

» (V 6 F) Al menos el 75% de las marcas de salchichas de
mezcla tienen mas sodio que la mediana de las marcas de
ternera.

> Identifica en el diagrama de dispersion el dato atipico que se
observa en los diagramas de cajas.



