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Medidas de distancia

Especie SL SW PL PW
Iris setosa 5.8 4.0 1.2 0.2
Iris versicolor 5.1 2.5 3.0 1.1
Iris virginica 6.3 2.8 5.1 1.5

,000 2,606 4,312
2,606 ,000 2,470
4,312 2,470 ,000

1:setosa
51:versicolor
101:virginica

1:setosa 51:versicolor 101:virginica
 Distancia euclídea

d1,51 =
√

(5.8− 5.1)2 + (4.0− 2.5)2 + (1.2− 3.0)2 + (0.2− 1.1)2

=
√

6.79 = 2.6057.



Medidas de similitud

i / j 1 0 Total

1 a b a + b
0 c d c + d

Total a + c b + d p = a + b + c + d

I Coeficiente de concordancia simple: mij = a+d
a+d+b+c

I Coeficiente de Jaccard: mij = a
a+b+c



Resultados de la observación de la presencia (1) o ausencia (0) de
tres especies de prado en 15 parcelas del experimento de Park
Grass.

d3 a3 d8 a8 d7 a7 d17 a17 d16 a16 d14 s14 d1 c1 d18
A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1
B 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
C 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

Tabla de contingencia de Agrostis tenuis frente a Briza media:

A / B 1 0 Total
1 a = 6 b = 6 a + b = 12
0 c = 0 d = 3 c + d = 3

Total a + c = 6 b + d = 9 p = 15



I Coeficiente de concordancia simple: Supongamos que estamos
interesados en contar cuantas veces las dos especies conviven
y cuantas veces las dos especies no se desarrollan. En el
primer caso, serán parcelas que tienen condiciones favorables a
las dos especies y en el segundo caso serán parcelas que tienen
condiciones desfavorables a las dos especies. En el ejemplo:

mA,B =
9

15
= 0.600.

I Coeficiente de Jaccard: Supongamos que sólo queremos tener
en cuenta las parcelas que tienen condiciones favorables a
alguna de las dos especies. En el ejemplo:

mA,B =
6

12
= 0.500.



La especie Briza media es más parecida a Cynosurus cristatus que
a Agrostis tenuis utilizando:

1,000 ,600 ,333
,600 1,000 ,733
,333 ,733 1,000

Caso
1:Agrostis tenuis
2:Briza media
3:Cynosurus cristatus

1 2 3
 Medida de emparejamiento simple

La especie Agrostis tenuis es más parecida a Briza media que a
Cynosurus cristatus utilizando:



Agrupación jerárquica y no jerárquica
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Métodos de agrupación jerárquicos

d3 a3 d8 a8 d7 a7 d17 a17 d16 a16 d14 s14 d1 c1 d18
A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1
B 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
C 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
F 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

La matriz de similitudes (con el coeficiente de Jaccard) es:

1,000 ,500 ,167 ,600 ,857
,500 1,000 ,333 ,500 ,429
,167 ,333 1,000 ,167 ,143
,600 ,500 ,167 1,000 ,733
,857 ,429 ,143 ,733 1,000

Caso
1:Agrostis tenuis
2:Briza media
3:Cynosurus cristatus
4:Dactylis glomerata
5:Festuca rubra

1 2 3 4 5
Medida de Jaccard



Un método jerárquico general tiene los siguientes pasos:

1. Comenzamos con n clusters (cada uno contiene una
observación), y con una matriz de similitudes. En el ejemplo,
comenzamos con n = 5 clusters y la matriz de similitudes

M =


1.000 0.500 0.167 0.600 0.857
0.500 1.000 0.333 0.500 0.429
0.167 0.333 1.000 0.167 0.143
0.600 0.500 0.167 1.000 0.733
0.857 0.429 0.143 0.733 1.000

.

2. En la matriz de similitudes buscamos la pareja de clusters más
parecidos. En el ejemplo, es la pareja formada por las
especies: Agrostis tenuis y Festuca rubra que denotaremos por
A y F , respectivamente.



3. Unimos la pareja de clusters del paso anterior y actualizamos
la matriz de similitudes del siguiente modo:

3.1 Eliminamos las filas y las columnas que corresponden a la
pareja de clusters.

3.2 Añadimos una fila y una columna que contendrá las similitudes
del nuevo cluster con los restantes clusters.

En el ejemplo, unimos A y F en un nuevo cluster AF y actualizamos M:

3.1 M−A,−F =

 1.000 0.333 0.500
0.333 1.000 0.167
0.500 0.167 1.000

.

3.2 M = M+AF =


1.000 mAF ,B mAF ,C mAF ,D

mAF ,B 1.000 0.333 0.500

mAF ,C 0.333 1.000 0.167

mAF ,D 0.500 0.167 1.000

.

4. Los pasos 2 y 3 se repiten n − 1 veces.



Método del encadenamiento simple o vecino más próximo: La
similitud entre el nuevo cluster y los restantes clusters se calcula
por la máxima similitud de los miembros del nuevo grupo con los
miembros de los restantes clusters. En el ejemplo:

M =


1.000 0.500 0.167 0.600 0.857
0.500 1.000 0.333 0.500 0.429
0.167 0.333 1.000 0.167 0.143
0.600 0.500 0.167 1.000 0.733
0.857 0.429 0.143 0.733 1.000


(i) mAF ,B = max{mA,B , mF ,B} = max{0.500, 0.429} = 0.500.

(ii) mAF ,C = max{mA,C , mF ,C} = max{0.167, 0.143} = 0.167.

(iii) mAF ,D = max{mA,D , mF ,D} = max{0.600, 0.733} = 0.733.

La nueva matriz de similitudes es

M =


1.000 0.500 0.167 0.733
0.500 1.000 0.333 0.500
0.167 0.333 1.000 0.167
0.733 0.500 0.167 1.000

.



Ahora debemos repetir el paso 2 del algoritmo aglomerativo, es
decir buscar la pareja de clusters más parecidos, que resulta ser la
formada por el cluster AF y D. Unimos los dos clusters en un
nuevo AFD y actualizamos la matriz

M =


1.000 0.500 0.167 0.733
0.500 1.000 0.333 0.500
0.167 0.333 1.000 0.167
0.733 0.500 0.167 1.000


(i) mAFD,B = max{mAF ,B , mD,B} = max{0.500, 0.500} = 0.500.

(ii) mAFD,C = max{mAF ,C , mD,C} = max{0.167, 0.167} = 0.167.

La nueva matriz de similitudes es M =

 1.000 0.500 0.167
0.500 1.000 0.333
0.167 0.333 1.000

.



Repetimos el paso 2 del algoritmo aglomerativo: al cluster AFD se

le une B y actualizamos la matriz M =

 1.000 0.500 0.167
0.500 1.000 0.333
0.167 0.333 1.000


(i) mAFDB,C = max{mAFD,C , mB,C} = max{0.167, 0.333} = 0.333.

La nueva matriz de similitudes es M =

[
1.000 0.333
0.333 1.000

]
.

Historial de conglomeración

1 5 ,857 0 0 2
1 4 ,733 1 0 3
1 2 ,500 2 0 4
1 3 ,333 3 0 0

Etapa
1
2
3
4

Cluster 1 Cluster 2
Cluster que se combina

Coeficientes Cluster 1 Cluster 2

Etapa en la que el
cluster aparece por

primera vez Próxima
etapa



Otra manera de presentar el historial de agrupamiento es un árbol
jerárquico o dendograma:



Método del encadenamiento completo o vecino más lejano: La
similitud entre el nuevo cluster y los restantes clusters se calcula
por la ḿınima similitud de los miembros del nuevo grupo con los
miembros de los restantes clusters. En el ejemplo:

M =


1.000 0.500 0.167 0.600 0.857
0.500 1.000 0.333 0.500 0.429
0.167 0.333 1.000 0.167 0.143
0.600 0.500 0.167 1.000 0.733
0.857 0.429 0.143 0.733 1.000


(i) mAF ,B = min{mA,B , mF ,B} = min{0.500, 0.429} = 0.429.

(ii) mAF ,C = min{mA,C , mF ,C} = min{0.167, 0.143} = 0.143.

(iii) mAF ,D = min{mA,D , mF ,D} = min{0.600, 0.733} = 0.600.

La nueva matriz de similitudes es M =


1.000 0.429 0.143 0.600
0.429 1.000 0.333 0.500
0.143 0.333 1.000 0.167
0.600 0.500 0.167 1.000

.



Historial de aglomeración y Dendograma basado en el método del
vecino más lejano:

Historial de conglomeración

1 5 ,857 0 0 2
1 4 ,600 1 0 3
1 2 ,429 2 0 4
1 3 ,143 3 0 0

Etapa
1
2
3
4

Cluster 1 Cluster 2
Cluster que se combina

Coeficientes Cluster 1 Cluster 2

Etapa en la que el
cluster aparece por

primera vez Próxima
etapa



Método de agrupación de centroides: La distancia entre dos
clusters se mide como la distancia eucĺıdea al cuadrado entre los
centros de los clusters. En el ejemplo:

Historial de conglomeración

1 5 2,000 0 0 3
2 3 4,000 0 0 4
1 4 4,500 1 0 4
1 2 6,333 3 2 0

Etapa
1
2
3
4

Cluster 1 Cluster 2
Cluster que se combina

Coeficientes Cluster 1 Cluster 2

Etapa en la que el
cluster aparece por

primera vez Próxima
etapa



Cuestiones sobre métodos jerárquicos

Datos de temperaturas y cosechas en 8 localizaciones geográficas y
la correspondiente matriz de distancias eucĺıdeas:

  

 
 
where  are the empirical variances of the  variables. Mahalanobis 

distance is defined as follows in matrix notation  
 

  

 
 
where  and  are the vectors  and  , 

respectively and  the empirical variance-covariance matrix of the  variables. Both 

distance measures are scale invariant: Multiplication of all values of a variable does not 
change the distances. 

 
 

The tiny example introduced in this sub-section will serve as illustration of the 
clustering techniques discussed in this chapter.  
 
Consider a data set consisting of measurements of the variables temperature and 
yield for 8 different geographical locations. The data set used is represented by the 

 data matrix  

 

  

 
 
Interest in this data set lies in finding groups of locations that exhibit similar features as 

2.2.1 Example: temperature and yield  
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Consider the single linkage method to the example data set. This initial dissimilarity 
matrix (given in Section2.2) is  
 

  

 
 
The steps in the algorithm are as follows: The dissimilarity matrix for the individual units 
is already calculated, hence Step 1 of the algorithm is done. The single linkage method 
uses the minimum distance, and therefore Step 2 amounts to inspection of the 
dissimilarity matrix in search for the smallest positive number (not 0). This number is 

 , the distance between units 6 and 8. Consequently we join the units 6 

and 8 into one group  .  

 
In Step 3 the dissimilarities between the group  and the remaining units are 

calculated as the minimum of the distances between the group  and the 

remaining units 

 

2.4.4 Example: temperature and yield (continued 2)  
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1. ¿Cuál es el valor de la distancia rectangular entre x1 y x2?

2. ¿Qué dos observaciones son las que primero se unen en un
método de agrupación jerárquico usando encadenamiento
simple? ¿Y usando encadenamiento completo?

3. Calcula las distancias entre el grupo formado en la primera
iteración y el resto de grupos si se utiliza encadenamiento
simple.

Una vez concluye el algoritmo el resultado se representa mediante
un dendograma



For example at height 1.12 we find a horizontal line segment joining the two units 6 and 
8, and at height 32.8 we find the cluster containing all units. The two clusters previously 
identified on the the scatter plot are clearly visible as there are two edges with large 
heights. 

Note that the dendrogram is not unique as there are several ways to arrange the 
clusters. In the above dendrogram subject 1 and subjects 2 and 4 could change places 
without changing the clustering structure.  
 
In order to have some measure to help deciding on or help confirming our impression 
about the number of clusters, the RMSSTD and RS statistics can be employed.  

Consider again the cluster obtained by the first step of the clustering algorithm (joining 
units 6 and 8, yielding 7 clusters). The value of RMSSTD for 7 clusters is calculated 
using the formula  
 

   RMSSTD(7)   

 
 
with sums of squares based on the units joined (units 6 and 8) only. Insertion the 
relevant numbers yields  

 
Figure 2.3: Dendrogram of a single-linkage 
Euclidean distance based cluster solution.
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1. ¿Cuántos grupos
relativamente homogéneos
hay en estos datos?

2. ¿Qué grupos se unieron en la
segunda iteración?

3. ¿Qué grupos se unieron en la
última?

4. ¿Cuál es la distancia
aproximada entre los grupos
{5, 7} y {6, 8} ?



Método de las k medias: esquema

2 THEORY 2.3 Clustering algorithms used

• Step 0: set the number of clusters K

• Step 1: initialize cluster centroids (µ1, . . . , µK)

• Step 2: classify the samples according to the nearest µk

• Step 3: recompute (µ1, . . . , µK) until there is no significant change.

This method is illustrated in figure 4. At a given iteration (top left), points are distributed
in two clusters. Their centroids are computed (top right). Then data points are reallocated
to the cluster whose centroid is nearest (bottom right) and the new cluster centroids are
computed (bottom left).

Figure 4: Illustration of the K-means algorithm

The computational complexity of the algorithm is O(NdKT ), where N is the number
of samples, d the dimensionality of the data set, K the number of clusters and T the
number of iterations.

In general, K-means does not achieve a global minimum over the assignments. In fact,
since the algorithm uses discrete assignment rather than a set of continuous parameters,
the minimum it reaches cannot even be properly called a local minimum. In addition,
results can greatly depend on initialization. Non-globular clusters which have a chain-like
shape are not detected with this method. Despite these limitations, the algorithm is used
fairly frequently as a result of its ease of implementation (see [3])

2.3.2 Fuzzy K-means

In every iteration of the classical K-means procedure, each data point is assumed to be
in exactly one cluster. This condition can be relaxed by assuming each sample xi has
some graded or fuzzy membership in a cluster ωk. These memberships correspond to the
probabilities p(ωk|xi) that a given sample xi belongs to class ωk.

9
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Comparación con los métodos jerárquicos
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Ejemplo: tortugas

La siguiente tabla presenta tres medidas (longitud, ancho y altura)
del caparazón de 4 tortugas pintadas. Aplicamos el algoritmo
K -medias con K = 2:

Id. Longitud Ancho Altura
m1 120 89 40
m2 119 93 41
f1 159 118 63
f2 155 115 63

1. Se asignan aleatoriamente n/K = 2 elementos a cada grupo.
Supongamos que m1 y f1 se asignan al primer grupo y m2 y
f2 se asignan al segundo grupo.



2. Calculamos el vector de medias de cada grupo x̄1 y x̄2 y
efectuamos la asignación secuencial de cada observación:

Id. Grupo Dist. a Dist. a Grupo Nueva Nueva
Inicial x̄1 x̄2 Final x̄′1 x̄′2

m1 1 26.8 25.7 2 [159.0 118.0 63.0] [131.3 99.0 48.0]
m2 2 52.0 15.4 2 [159.0 118.0 63.0] [131.3 99.0 48.0]
f1 1 0.0 36.8 1 [159.0 118.0 63.0] [131.3 99.0 48.0]
f2 2 5.0 32.3 1 [157.0 116.5 63.0] [119.5 91.0 40.5]

3. Repetimos el paso 2 como sigue:

Id. Grupo Dist. a Dist. a Grupo Nueva Nueva
Inicial x̄1 x̄2 Final x̄′1 x̄′2

m1 2 51.5 2.1 2 [157.0 116.5 63.0] [119.5 91.0 40.5]
m2 2 49.8 2.1 2 [157.0 116.5 63.0] [119.5 91.0 40.5]
f1 1 2.5 52.9 1 [157.0 116.5 63.0] [119.5 91.0 40.5]
f2 1 2.5 48.4 1 [157.0 116.5 63.0] [119.5 91.0 40.5]


