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Estructura de este tema

Definicién. Propiedades basicas.

Teorema de unicidad y férmulas de inversién.

°
°
@ La funcién caracteristica y los momentos de una v.a.
@ Funcidn caracteristica de vectores aleatorios.

°

La distribucién normal multivariante.



Variables aleatorias complejas

Z:(Q,F,P) — C aplicacion.

Sean X = Re(Z), Y = Im(Z) parte real e imaginaria de Z, es decir
X, Y:(QFP)—Ry

Z=X+iY
Z se dice variable aleatoria compleja si es medible cuando en C se
considera la o-algebra boreliana asociada a la topologia usual.

Nota: Z v.a. compleja siy solo si (X, Y) es un vector aleatorio
bidimensional (es decir, si X e Y son v.a. unidimensionales).

Diremos que Z es integrable si X e Y son integrables. En tal caso, la
esperanza de Z se define

EZ = E(X) + iE(Y).



Esperanza de variables aleatorias complejas

(1) Si Z integrable, entonces EZ € C.
(2) Z integrable si y solo si E|Z| < .

(3) Linealidad: Si Z;, Z» v.a. complejas integrables y a, b € C, entonces
aZi + bZ, es integrable y

E(aZy + bZy) = aE(Z1) + bE(Z).
(4) Si Z es integrable, entonces |E(Z)| < E|Z|.

(5) Teorema de convergencia dominada: Si Z, — Zy |Z,| < Y v.a.
integrable, entonces Z, y Z son integrables y

E(Z) = lim E(Z).
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(6) Si Zy,...,2Z, son v.a. independientes e integrables en C, entonces
E(Z1---Z,) =E(Z)---E(Z).



Definicidn de la funcidon caracteristica

Sean X una variable aleatoria sobre (2, F,P).
La funcién caracteristica (f.c.) de X se define como

ox(t) 1= E(e™) = /R e dF (x).

Se verifica,

ox(t) = /R cos(x)dFx(x) + i / sen(x)dFx (x).

R

@ Estrechamente relacionada con la transformada de Fourier.
e Si X =B(1,1/2), jcudl es su f.c.?



Propiedades basicas

(1) ¢x(0) =1y |px(t)] <1 para todo t € R.

(2) ex(=t) = px(t) = p_x(1).
(3) ¢x(t) es uniformemente continua.

(4) Si Xi,...,X, son v.a. independientes, entonces:

n
90X1+-~'+Xn(t) = HSDX,-(t)a teR"
i=1

(5) Si Y = aX + b, entonces ¢y (t) = ey x(t).



Funciones caracteristicas de algunas distribuciones

1) X = c cs. (degenerada),  @x(t) = €.

qge’t
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(1) X~ UGab),  ex(t) = S
En particular,
S X~UELD, () =T
sin tc

- X~U(co) px(t) =



Funciones caracteristicas de algunas distribuciones

(8) X con densidad triangular f(x) = max{1 — |x|, 0},
1—cost
(px(t) =2 < )

-1
©) x~B(a).  ext) = (1-5)
1 1 It
w14 x2' - '
(11) X ~ Gamma(a, ) (o, 8 > 0)

onflefﬁxﬁa _ _Lt -«
T @) (x > 0), px(t) = (1 5) :

(10) X Cauchy, f(x) =

f(x) =

1
(12) X ~ N(u,a?), ox(t) = exp {it,u - 2021.“2}.



Férmulas de inversion

La funcién caracteristica caracteriza la distribucidn de una v.a.

Teorema de unicidad
Sean X e Y dos v.a. tales que px = py. Entonces Fx = Fy.

Es consecuencia de las férmulas de inversién:
Proposicion

Sea X una v.a. con funcién de distribucién F y funcién caracteristica ¢,
con valores en Z. Entonces, para todo n € Z,

P(X = n) 1 / i e o(t)dt.
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Férmulas de inversion

Teorema

Sea X una v.a. con funcién de distribucién F y funcién caracteristica ¢.
Para a < b,

Teorema

Si [%_ l¢(t)|dt < oo, entonces X es absolutamente continua con funcién
de densidad f continua y acotada dada por

f(x) = % /Oo e~ ™y (t)dt.
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Sumas de v.a. independientes

X, Y independientes
X ~ B(n; p) — X+ Y ~B(n+ m;p).
Y ~ B(m; p)
X, Y independientes
X ~P(X) = X+ Y ~P(A+p).
Y ~ P(u)
X, Y independientes
X ~ BN(r; p) = X+ Y ~ BN(r +s; p).
Y ~ BN(s; p)
X, Y independientes
X ~ Gamma(ag; ) = X+ Y ~ Gamma(ai + az; f).
Y ~ Gamma(ap; )
{ X, Y independientes

X ~ N(u1;0%) }=>X+Y~N(u1+uz:af+<f§)-
Y ~ N(u2; 03)



Funcién caracteristica y momentos de una v.a.

o |X|n+1 2‘X|”
min
- (n+1)1" n!

Lema

~ (ix)*
ki

eX _
k=0

(Gut, p. 556 o Resnick, p. 297)

Proposicién
Sea X una v.a. tal que E|X|" < 0o. Sea ¢ la f.c. de X. Entonces,

o) Z (’t)kfl(xk) <E [min {(|;X+|n1+)1!’ 2\t:!<|" }] .

Corolario
Si E|X|" < oo para todo n > 1y ademds limp_, %E]X]" =0, para todo
t € R, entonces



Funcién caracteristica y momentos de una v.a.

Observacién: Una condicidn suficiente para que se cumplan las hipétesis
del corolario es
E(e™) < o0, paratodo t € R.

Ejemplo: Si X = N(u,0?), entonces E(e'X) = exp{tu + t?02/2} < cc.

Proposicion
Sea X una v.a. tal que E|X|" < co. Sea ¢ la f.c. de X. Entonces ©(¥), Ia
derivada k—ésima de ¢, existe para k=1,...,ny

pl(1) = E[(iX)*e™].

En particular, ¢(K)(0) = iE(X*).



Funcidn caracteristica de un vector aleatorio

Sean X = (X1, ..., X,) un vector aleatorio sobre (2, F,P). La funcién
caracteristica (f.c.) de X se define como

ox(t, ..., ty) := E(e/(XatFtaXa)y
Sit= (tlv ) tn), (en columna), (px(t) = E(eit,x).
Observacidn: El teorema de unicidad también es valido para vectores

aleatorios, es decir, la funcién caracteristica de un vector aleatorio también
caracteriza su distribucién.



Dos aplicaciones

Caracterizacion de la independencia mediante la f.c.

Proposicién
Las componentes del vector aleatorio X = (Xi,..., X,) son independientes
siy solo si ox(ti,...,tn) = [17_1 ¢x;(ti), para todo ti,...,t, € R.

Caracterizacion de la distribucién mediante proyecciones
Proposicion

Sean X e Y dos vectores aleatorios en R"”. Entonces, X =4 Y siy solo si
aX =43V paratodo a € R".



Distribucion normal multivariante

Proposicién

Sea p(t) = exp{it'u — (1/2)t'Lt}, donde u,t € R" y ¥ es una matriz

n x n simétrica y semidefinida positiva. Entonces existe un vector aleatorio
X, cuya f.c. es ¢.

Definicién

Se dice que el vector aleatorio X tiene distribuciéon normal multivariante
con vector de medias p y matriz de covarianzas ¥ (simétrica y
semidefinida positiva) si su funcién caracteristica es

o(t) = exp{it’u — (1/2)t'Tt}. (Notacién: X = N,(u, X).)

Observaciones: Si X = (Xi,...,X,) = Np(p, X),

(a) iCudl es la distribucién de X;?
(b) iCual es la distribucién del vector (Xi, X;)', i # j?
(c) §Cudl es la distribucién de la combinacién lineal a1 X1 + - - - + a,X,,?



Distribucion normal multivariante
Proposicion

Sea X = N,(u, X) y supongamos que |X| > 0, donde |X| denota el
determinante de ¥. Entonces X es un vector aleatorio absolutamente
continuo con funcién de densidad:

fe(x) = 22 exp{ 5 (x — nY T x — )}

Densidad de X ~ N(p,X) con = (0,0) y X = ( O18 OiS )




