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Evaluación

La calificación final de la asignatura se calculará con la siguiente
fórmula:

Nota final =

{
F si F < 4
5 + 5

7 (F + C − 5) si F ≥ 4
,

donde

I F es la nota obtenida en el examen final (sobre 10 puntos).

I C es la nota obtenida en un control que se realizará hacia la
mitad del curso (sobre 2 puntos).



Hilbert

Traducción al inglés de la conferencia de Hilbert en el Congreso de
Matemáticos de Paŕıs de 1900

El sexto problema de Hilbert

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/hilbert/toc.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/hilbert/toc.html


Kolmogorov

Kolmogorov, A. (1933). Los fundamentos de la teoŕıa de la
probabilidad.

http://www.bdigital.unal.edu.co/15298/1/9899-17823-1-PB.pdf
http://www.bdigital.unal.edu.co/15298/1/9899-17823-1-PB.pdf


Espacios de probabilidad

Espacio de probabilidad (tema 1):

(Ω,F ,P)

I Ω es un conjunto arbitrario.

I F es el conjunto de sucesos (subconjuntos de Ω que forman
una σ-álgebra).

I P es una medida tal que P(Ω) = 1.

En comparación con teoŕıa de la medida:

I Se añade un concepto fundamental nuevo: la idea de
independencia (tema 2).

I Otras σ-álgebras diferentes de F representarán papeles
importantes.



Objetivo 1. Leyes de los grandes números (LGN)

Si X1,X2, . . . son los resultados que se obtienen al realizar de
forma independiente un experimento aleatorio,

X̄n :=
X1 + · · ·+ Xn

n
→ µ.

I ¿Que tipo de objeto matemático es Xi? (tema 1)

I ¿Qué significa la expresión de forma independiente? (tema 2)

I ¿En qué sentido una sucesión de valores aleatorios converge a
un ĺımite? (tema 5)

I ¿Cuándo existe el ĺımite? (tema 5)

I Si existe el ĺımite µ, ¿cuál es? (temas 3 y 5)



Objetivo 1. Leyes de los grandes números (LGN)

Una posible definición de convergencia (LFGN):

P

[ ∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

{
|X̄m − µ| <

1

k

}]
= 1.

I La unión numerable y la intersección numerable de conjuntos
de F debe pertenecer a F .

I F tiene que ser una σ-álgebra.

I Sin embargo, F = P(Ω) es demasiado grande en la mayoŕıa
de ejemplos de interés.



Objetivo 2. Teorema central del ĺımite (TCL)

Si an es una sucesión de números reales, estudiar el
comportamiento cuando n→∞ de

an(X̄n − µ)

I Tipo de convergencia (tema 6)

I Velocidad de convergencia ¿Cuál es la sucesión an adecuada?
(tema 6)

I ¿Cuál es la distribución ĺımite? (tema 6)



Objetivo 3. Esperanza condicionada

Si X e Y son los resultados de dos experimentos aleatorios, definir
de forma adecuada y completamente general E(Y |X ), el valor
esperado de Y dado que se conoce el valor de X . (Tema 7, en
función del tiempo disponible).

I Es un concepto fundamental en problemas de predicción.

I También importante para definir distintos tipos de procesos
estocásticos:

I Procesos de Markov:

P(a < Xn+1 ≤ b|X1,X2, . . . ,Xn) = P(a < Xn+1 ≤ b|Xn).

I Martingalas:

E(Xn+1|X1,X2, . . . ,Xn) = Xn.



Temario

1 Espacios de probabilidad
Álgebras y σ-álgebras, π-sistemas, λ-sistemas. Espacios de
probabilidad. Propiedades elementales. Sucesiones de sucesos.
Función de distribución. Probabilidad condicionada. Variables
y vectores aleatorios.

2 Independencia.
Independencia de sucesos y de σ-álgebras. Criterio básico de
independencia. Ley 0-1 de Kolmogorov. Lemas de
Borel-Cantelli. Independencia de variables aleatorias.

3 Esperanza.
Esperanza y momentos de variables y vectores aleatorios.
Algunas desigualdades importantes.



4 Función caracteŕıstica.
Propiedades básicas. Fórmulas de inversión. Función
caracteŕıstica y momentos.

5 Convergencias estocásticas y leyes de los grandes
números.
Convergencia casi segura, en probabilidad y en media.
Relaciones entre los distintos conceptos de convergencia.
Leyes fuertes y débiles de los grandes números.

6 La convergencia en distribución y el teorema central del
ĺımite.
Caracterizaciones de la convergencia en distribución. Teorema
de continuidad. Teoremas centrales del ĺımite.

7 Esperanza condicionada.
Esperanza condicionada a una σ-álgebra. La esperanza
condicionada como proyección. Aplicaciones.
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