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Evaluacién

La calificacién final de la asignatura se calcularad con la siguiente
férmula:

F si F<4

Notaflna|:{ 5+%(F+C—5) siF>4"

donde

» F es la nota obtenida en el examen final (sobre 10 puntos).

» C es la nota obtenida en un control que se realizard hacia la
mitad del curso (sobre 2 puntos).



Hilbert

Traduccién al inglés de la conferencia de Hilbert en el Congreso de
Matematicos de Paris de 1900

El sexto problema de Hilbert

6. Mathematical treatment of the axioms of physics

The investigations on the foundations of geometry suggest the problem: To trear n the same manner, by means of axioms,

those physical sciences i which mathematics plays an important part; [ the first rank are the theory ofpmbabi!m'ﬁand
mechanics.

As to the axioms of the theory of [erba‘bililies=H it seems to me desirable that their logical investigation should be

accompanied by a rigorous and satisfactory development of the method of mean values in mathematical physics, and in
particular in the kinetic theory of gases.
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Kolmogorov

Kolmogorov, A. (1933). Los fundamentos de la teoria de la
probabilidad.

PROLOGO A LA PRIMERA EDICION

El objetivo del trabajo expuesto es fundamentar axiomd-
ticamente la teoria de las probabilidades. La idea central del
autor fue la inclusifn natural de los fundamentos de la teo-
ria de las probabilidades, consideradas afin no hace mucho, com
pletamente peculiares, en la serie de conceptos generales de
la matemdtica moderna. Antes del surgimiento de la teorfa de
la medida y la integral de Lebesgue, este problema era casi
desalentador. Después de las investigaciones de Lebesgue que-
d6 clara la analogia entre la medida de conjuntos y la proba-
bilidad de un suceso, como tambi&n entre la integral de funcio
nes y la esperanza matemftica de la variable aleatoria. Esta
analogfa permite una continuacidn: asf, por ejemplo, muchas
propiedades de las variables aleatorias independientes soncom
pletamente andlogas a las correspondientes propiedades de las
funciones ortogonales. Para que a partir de esta analogia se
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Espacios de probabilidad

Espacio de probabilidad (tema 1):
(Q,F,P)

»  es un conjunto arbitrario.

» F es el conjunto de sucesos (subconjuntos de © que forman
una o-algebra).

» P es una medida tal que P(Q2) = 1.

En comparacién con teoria de la medida:

» Se afade un concepto fundamental nuevo: la idea de
independencia (tema 2).

» Otras o-dlgebras diferentes de F representardn papeles
importantes.



Objetivo 1. Leyes de los grandes nimeros (LGN)

Si X1, X5, ... son los resultados que se obtienen al realizar de
forma independiente un experimento aleatorio,

— X1+ -+ X
n

» ;Que tipo de objeto matemético es X;? (tema 1)

» ;i Qué significa la expresién de forma independiente? (tema 2)

» ;En qué sentido una sucesidn de valores aleatorios converge a
un limite? (tema 5)

» ;Cuando existe el limite? (tema 5)

» Si existe el limite p, jcudl es? (temas 3y 5)



Objetivo 1. Leyes de los grandes nimeros (LGN)

Una posible definicién de convergencia (LFGN):

P[ﬁ N {I%—uki}] _

k=1 n=1 m=n

» La unién numerable y la intersecciéon numerable de conjuntos
de F debe pertenecer a F.

» F tiene que ser una o-dlgebra.

» Sin embargo, F = P(2) es demasiado grande en la mayoria
de ejemplos de interés.



Objetivo 2. Teorema central del limite (TCL)

Si a, es una sucesion de nimeros reales, estudiar el
comportamiento cuando n — oo de

an(Xn — 1)

» Tipo de convergencia (tema 6)

» Velocidad de convergencia ; Cudl es la sucesién a, adecuada?
(tema 6)

» ;Cual es la distribucién limite? (tema 6)



Objetivo 3. Esperanza condicionada

Si X e Y son los resultados de dos experimentos aleatorios, definir
de forma adecuada y completamente general E(Y|X), el valor
esperado de Y dado que se conoce el valor de X. (Tema 7, en
funcién del tiempo disponible).

» Es un concepto fundamental en problemas de prediccién.

» También importante para definir distintos tipos de procesos
estocdsticos:

» Procesos de Markov:
P(a < Xpp1 < b|X1, X, ..., Xs) = P(a < Xpi1 < b|X,).
» Martingalas:

E(Xn+1|X1, XQ, [N 7Xn) = Xn~



Temario

1 Espacios de probabilidad
Algebras y o-algebras, w-sistemas, A-sistemas. Espacios de
probabilidad. Propiedades elementales. Sucesiones de sucesos.
Funcién de distribucién. Probabilidad condicionada. Variables
y vectores aleatorios.

2 Independencia.
Independencia de sucesos y de o-algebras. Criterio basico de
independencia. Ley 0-1 de Kolmogorov. Lemas de
Borel-Cantelli. Independencia de variables aleatorias.

3 Esperanza.
Esperanza y momentos de variables y vectores aleatorios.
Algunas desigualdades importantes.



Funcidn caracteristica.
Propiedades basicas. Férmulas de inversién. Funcidn
caracteristica y momentos.

Convergencias estocasticas y leyes de los grandes
nimeros.

Convergencia casi segura, en probabilidad y en media.
Relaciones entre los distintos conceptos de convergencia.
Leyes fuertes y débiles de los grandes nimeros.

La convergencia en distribucion y el teorema central del
limite.

Caracterizaciones de la convergencia en distribucién. Teorema
de continuidad. Teoremas centrales del limite.

Esperanza condicionada.
Esperanza condicionada a una o-algebra. La esperanza
condicionada como proyeccién. Aplicaciones.
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