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Introduccién

i Qué tipo de problemas tratamos?

N
Z d(n) = Nlog N + (2y — 1)N + error
n=1

Problema del divisor (Dirichlet)
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Introduccién

i Qué tipo de problemas tratamos?

N
Z d(n) = Nlog N + (2y — 1)N + error
n=1

Problema del divisor (Dirichlet)
N

Z r(n) = wN + error

n=1
Problema del circulo (Gauss)
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Introduccién
i Qué tipo de problemas tratamos?

N
Z d(n) = Nlog N + (2y — 1)N + error
n=1

Problema del divisor (Dirichlet)

Z r(n) = wN + error

n=1
Problema del circulo (Gauss)

m 3
h(—d) = N3/2 - =N
dz_l (—d) 18C(3) 52 + error

Promedio del nimero de clases (Gauss)
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Andlisis arménico

Analisis armdnico

i Teoria analitica de nimeros? Andlisise~Aritmética«Algebra

i Andlisis«=continuo, Algebra«discreto?
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Andlisis arménico

Analisis armdnico

i Teoria analitica de nimeros? Andlisise~Aritmética«Algebra

i Andlisis«=continuo, Algebra«discreto?

OH/OL)\’UO'LQ‘. liberacidn, disolucién, fin, muerte; solucidn. J
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Andlisis arménico

Analisis armdnico

i Teoria analitica de nimeros? Andlisise~Aritmética«Algebra

i Andlisis«=continuo, Algebra«discreto?

OH/OL)\’UO'LC. liberacidn, disolucién, fin, muerte; solucidn. J

El andlisis arménico permite descomponer (analizar) funciones
complicadas en arménicos sencillos (tonos puros).
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Andlisis arménico

Analisis armdnico

i Teoria analitica de nimeros? Andlisise~Aritmética«Algebra

i Andlisis«=continuo, Algebra«discreto?

OH/OL)\’UO'LC. liberacidn, disolucién, fin, muerte; solucidn. J

El andlisis arménico permite descomponer (analizar) funciones
complicadas en arménicos sencillos (tonos puros).

Los arménicos muchas veces forman un conjunto discreto.
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Andlisis arménico

Ejemplos de anélisis armdnico

Espacio

Armonicos (caracteres)

1-periédicas, L2

e27rinx nez

LZ(Rn) eZTri§~x é— cR"
f:Z/mZ— C e?minx/m
f:(Z/mz)x — C X(x)

SLy(Z)-periédicas, L2(H)

formas de Maass, E(z,s)

f: A — C, adeles

2mAEX) () =3 £Trk,/0,(t)
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Andlisis arménico

El tipo de andlisis depende de la estructura del problema.
Ejemplo: f(x) =1si x =1 (mod m)y 0 en el resto.
Andlisis en Z/mZ y en (Z/mZ)*

F(x) = %Z ¢2min/m g2minx/m f(x) = (ﬁ(lm) Zx(x)

n=1
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Andlisis arménico

El tipo de andlisis depende de la estructura del problema.
Ejemplo: f(x) =1si x =1 (mod m)y 0 en el resto.
Andlisis en Z/mZ y en (Z/mZ)*

f(X) _ %Z e—27rin/me27rinx/m’ f(X) _ ZX(X)
X

n=1

1

oe [0 —toe [T - 520 2 om0 52
)

log (L(s, x0) H L(s,x)) -y log (mg(i(n—ql) .
XFX0

cte# 0) — 00
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Andlisis arménico

El tipo de andlisis depende de la estructura del problema.
Ejemplo: f(x) =1si x =1 (mod m)y 0 en el resto.

Andlisis en Z/mZ y en (Z/mZ)*

F(x) = %Z ¢2min/m g2minx/m f(x) = (ﬁ(lm) Zx(x)

n=1 X

0s [T M2 — o TTTT (1= X)) 2 sy 3 112

~1* ¢(m)
jog (L(s,x0) [T L(s:x)) “= tog (—27L_.
m(s —1)
X7FX0
= Hay infinitos primos en progresiones aritméticas
(similar para x = a (mod m) con a, m coprimos).

cte# 0) — 00
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F. de sumacion

Formulas de sumacion

H discreto < G abeliano localmente compacto

Sumacién de Poisson — |G/ H| Z f(h)= Z ?(c)
heH ccC/H
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F. de sumacion
Férmulas de sumacion

H discreto < G abeliano localmente compacto

Sumacién de Poisson — |G/ H| Z f(h)= Z ?(c)
heH ccC/H

> " f(n) > F(m), (€)= / f(x)e 2" dx

neZ l meZ

—an? _ 2
E:eﬂnx X1/2§:e7rn/x

A(s) A1 —=5), A(s)=m"%2T(s/2)((s)

Il
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F. de sumacion

Formulas de sumacion

H discreto < G abeliano localmente compacto

Sumacién de Poisson — |G/ H| Z f(h)= Z ?(c)

heH ccG/H
STy = D F(m), f(e)= / f(x)e 2" dx
neZ l meZ
ZefﬂnQX — Xfl/ZZefﬂ'n2/x
]
As) = M1—s), A(s)=n""2T(s/2)¢(s)

férmulas de sumacidn < formas modulares — ec. funcionales
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

#— Longitud — =
/'TV e onda A 'T\\
N\
\/\
v<oo, A>0
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

#— Longitud — =
/'TV e onda A 'T\\\
v <100, A>0,01
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

#— Longitud — =
/'TV e onda A 'T\\\
v <50, A>0,02
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

-::7 Longitud —=
/ eonda A 'T\\
AN
—— N % 777,\

<20, A>0,05
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

#— Longitud — =
r<10, A>0,1
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

#— Longitud — =
r<5 Xx>02

Fernando Chamizo Lorente Problemas de puntos del reticulo




P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A\ < 1/v

#— Longitud — =

r<2 Ax>05
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P. de incertidumbre

Principio de incertidumbre

Con ondas de frecuencia < v vemos borroso en longitudes A < 1/v

#— Longitud — =

r<2 Ax>05

Los detalles a escala \ sélo afectan a los armdnicos de frecuencia
mayor que 1/\
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.

N =S (7)) = (@) =Y [ f(RX)e 2mm3dx
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.

N =S (7)) = (@) =Y [ f(RX)e 2mm3dx

f es radial
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.

N =S (7)) = (@) =Y [ f(RX)e 2mm3dx

f es radial
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.

N =S (7)) = (@) =Y [ f(RX)e 2mm3dx

-,

 es radial, f(m) = O(RY?||m||=%/?), £(0) = nR?

pero RY23" ||m|~3/2 = oo si m recorre Z2.
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Perfiles

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.
oo f
= () = () = X0 ] (R 2™ Fdx T

f es radial, 7(m) = O(RY2||m||~3/2), (0) = =R* 1, :S

pero RY23" ||m|~3/2 = oo si m recorre Z2.

o

Principio de incertidumbre = el anélisis arménico no ve la
regularizacién hasta las frecuencias H™1.
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Perfiles

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.
oo f
N =3 f(rA)=> f( f Zf f(xX _2””"'Xd>_<’ T ®r

f es radial, 7(m) = O(RY2||m||~3/2), (0) = =R* 1, :S

£
pero RY23" ||m|~3/2 = oo si m recorre Z2. K
Principio de incertidumbre = el anélisis arménico no ve la
regularizacién hasta las frecuencias H™1.
N =m(R+O(H)?+O(RYV2Y " ||m| /%)= "rR2 £ O(R?3).

[l <H—
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P. de incertidumbre

El analisis basico

Ej. f = f. caracteristica del circulo de radio R.

N =S (7)) = (@) =Y [ f(RX)e 2mm3dx

f es radial, f(m) = O(RY2||m||~3/2), F(0) = 7R \

pero RY23" ||m|~3/2 = oo si m recorre Z2.

Principio de incertidumbre = el anélisis arménico no ve la
regularizacién hasta las frecuencias H™1.

N =m(R+O(H)?+O(RYV2Y " ||m| /%)= "rR2 £ O(R?3).
]| <H=

Cuerpo convexo en RY = N = Volumen + O(R(d-1)d/(d+1))
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Cuatro problemas

i Como superar el principio de incertidumbre?

e Estudiar las interferencias debidas a las fases de ?(ﬁ“))
Ej. RV2Y ||| 732 — RY2Y ||m||~3/2e2m I

Método de sumas trigonométricas
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Cuatro problemas

i Como superar el principio de incertidumbre?

e Estudiar las interferencias debidas a las fases de ?(ﬁ“))
Ej. RV2Y ||| 732 — RY2Y ||m||~3/2e2m I

Método de sumas trigonométricas
(ausencia de resonancias < consideraciones diofdnticas

Ej. [ —p/al <q 2 N>q= X, ™" < CN/\/q)
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Cuatro problemas

i Como superar el principio de incertidumbre?

e Estudiar las interferencias debidas a las fases de ?(Iﬁ)
Ej. RV2Y ||| 732 — RY2Y ||m||~3/2e2m I

Método de sumas trigonométricas

e Utilizar otras interpretaciones aritméticas
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Cuatro problemas

i Como superar el principio de incertidumbre?

e Estudiar las interferencias debidas a las fases de ().
Ej. R1/2 Z ||r77H—3/2 ., R1/2 Z ||r71H—3/2e27riRHﬁ1H
Método de sumas trigonométricas

e Utilizar otras interpretaciones aritméticas

Ejemplos en dimensién 3 (trabajos con E. Cristébal y A. Ubis)

1. Ndmero de clases 2. Puntos en esferas
3. Puntos visibles 4. Elipsoides racionales
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

Art. 302, 304, Disquisitiones arithmeticae (1801)

Hemos encontrado por una investigacion tedrica que el promedio del
nimero de clases hasta determinante —D puede ser expresado
aproximadamente por vv/D — & donde = 0,7467183115 = %—: donde e
es la suma de la serie 1 + % -+ 2—17 + 6—14 + etc. 6 = 0,2026423673 = %
[...] el décimo millar es 72549 por la tabla, 72572 por la férmula.
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

Art. 302, 304, Disquisitiones arithmeticae (1801)

Hemos encontrado por una investigacion tedrica que el promedio del

nimero de clases hasta determinante —D puede ser expresado
aproximadamente por vv/D — & donde = 0,7467183115 = %—’; donde e
es la suma de la serie 1 + % + 2—17 + 6—14 + etc. § = 0,2026423673 = %

[...] el décimo millar es 72549 por la tabla, 72572 por la férmula.

Para discriminantes positivos, multiplicando por logep

el promedio de este producto se expresa aproximadamente por una
férmula como mv/ D — n. Sin embargo hasta ahora no hemos sido
capaces de determinar el valor de las constantes m, n tedricamente.
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

Art. 302, 304, Disquisitiones arithmeticae (1801)

Hemos encontrado por una investigacion tedrica que el promedio del

nimero de clases hasta determinante —D puede ser expresado
aproximadamente por vv/D — & donde = 0,7467183115 = %—’; donde e
es la suma de la serie 1 + % + 2—17 + 6—14 + etc. § = 0,2026423673 = %

[...] el décimo millar es 72549 por la tabla, 72572 por la férmula.

Para discriminantes positivos, multiplicando por logep

el promedio de este producto se expresa aproximadamente por una
férmula como mv/ D — n. Sin embargo hasta ahora no hemos sido
capaces de determinar el valor de las constantes m, n tedricamente.

Primeras pruebas publicadas:
—D — Lipschitz 1865 +D — Vinogradov 1919 (Siegel 1944)
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

% Sr S= Zh - 5
bt ec. funcnonal >~ h(—d)d—* (Shintani)
f _\27i/Dd
D S — Y h(-d)e
d<H-1
- Zzze%iﬁm
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

% Sr S= Zh - 5
bt ec. funcnonal >~ h(—d)d—* (Shintani)
f _\27i/Dd
D S — Y h(-d)e
d<H-1
- Zzze%iﬁm

H mayor =- Suma trigonométrica mas corta —
= mayor diferencia entre Sy 5, ~
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

% Sr S= Zh - 5
bt ec. funcnonal >~ h(—d)d—* (Shintani)
f _\27i/Dd
D S — Y h(-d)e
d<H-1
- Zzze%iﬁm

H mayor =- Suma trigonométrica mas corta —
= mayor diferencia entre Sy 5, ~

S—5,=>L(1,xn) — sumas cortas de caracteres
(Burgess, H. de Riemann sobre )
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Cuatro problemas

1. Promedio del nimero de clases

% Sr S= Zh - 5
bt ec. funcnonal >~ h(—d)d—* (Shintani)
f _\27i/Dd
D S — Y h(-d)e
d<H-1
- ZZZeMﬁm

H mayor =- Suma trigonométrica mas corta —
= mayor diferencia entre Sy 5, ~

S—5,=>L(1,xn) — sumas cortas de caracteres
(Burgess, H. de Riemann sobre )

Nuevos arménicos —  nueva forma de atacar al principio
de incertidumbre
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Cuatro problemas

2. Puntos en esferas y funciones L

Error = T+ C (Poisson, férmula del ndmero de clases)
= Z ondas + Z b,L(1, xn)
|ml|<H-1 R<v/n<R+H
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Cuatro problemas

2. Puntos en esferas y funciones L

Error = T+ C (Poisson, férmula del ndmero de clases)
= Z ondas + Z b,L(1, xn)
|ml|<H-1 R<v/n<R+H

T «<Acotacién de sumas trigonométricas
C < Acotacién de sumas de caracteres
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Cuatro problemas

2. Puntos en esferas y funciones L

Error = T+ C (Poisson, férmula del ndmero de clases)
= Z ondas + Z b,L(1, xn)
|ml|<H-1 R<v/n<R+H

T «<Acotacién de sumas trigonométricas ‘
C «—Acotacién de sumas de caracteres s

I :

Distribucion de ceros de funciones L

LL(Ppy)=0 === Re P =172 ?
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Cuatro problemas

2. Puntos en esferas y funciones L

Error = T+ C (Poisson, férmula del ndmero de clases)
= Z ondas + Z b,L(1, xn)
|ml|<H-1 R<v/n<R+H

T «<Acotacién de sumas trigonométricas ‘
C «—Acotacién de sumas de caracteres $ .3
) .

Distribucion de ceros de funciones L

0 =distancia a s = 1 del cero mas alejado ’
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Cuatro problemas

2. Puntos en esferas y funciones L

Error = T+ C (Poisson, férmula del ndmero de clases)
= Z ondas + Z b,L(1, xn)
|ml|<H-1 R<v/n<R+H

T «<Acotacién de sumas trigonométricas ‘
C < Acotacién de sumas de caracteres s 3

1 .

Distribucion de ceros de funciones L

0 =distancia a s = 1 del cero mas alejado ’

d > 2/25 = mejora !
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Cuatro problemas

3. Puntos visibles

Puntos visibles =  todos — miltiplos de 2 — muiltiplos de 3
+ mudltiplos de 6 — ...
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Cuatro problemas

3. Puntos visibles

Puntos visibles =  todos — miltiplos de 2 — muiltiplos de 3
+ mdltiplos de 6 — ... ~ %R‘?’

R .
Error — Z gu(d) r3E1n) e27”§ﬁ
d, n
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Cuatro problemas

3. Puntos visibles

Puntos visibles =  todos — miltiplos de 2 — mL'IItiplos de 3
+ mudltiplos de 6 — ... 34(3) R3

727TIR\/7
Error — E 27”d‘[ func. sencilla — z vm
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Cuatro problemas

3. Puntos visibles

Puntos visibles =  todos — miltiplos de 2 — muiltiplos de 3
+ mudltiplos de 6 — ... 32‘&) R3

727TIR\/7
Error — E 27”d‘[ func. sencilla — z vm

Error - func. sencilla —> ZZR 3/2

n d2?|n
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Cuatro problemas

3. Puntos visibles

Puntos visibles =  todos — miltiplos de 2 — muiltiplos de 3
+ mudltiplos de 6 — ... 32‘&) R3

727TIR\/7
Error — E 27”d‘[ func. sencilla — z vm

Error - func. sencilla —> ZZR 3/2

n d2?|n

5 g () = 12(n)
> w2(n) A7)

diverge
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Cuatro problemas

3. Puntos visibles

Puntos visibles =  todos — miltiplos de 2 — muiltiplos de 3
+ mudltiplos de 6 — ... 32‘&) R3
727TIR\/7

Error — E 27”d‘[ func. sencilla — z vm

Error - func. sencilla —> ZZR 3/2

n d2?|n

Sy () = #2(0) o
> 2() () = Error # o(R(log R)*/<)

diverge
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Cuatro problemas

4. Elipsoides racionales

ra(n) = r(ngen) + 2 |

Fernando Chamizo Lorente Problemas de puntos del reticulo



Cuatro problemas

4. Elipsoides racionales

ra(n) = r(ngen) + 2 |

ro(n,gen) —  producto de factores locales 7\
suma de caracteres
an coef. de f € S3/5(I"). Duke:

an < Cn'3/28+< 5i u(n) £ 0 '

— error aceptable si p(n) #0 —

§

l
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Cuatro problemas

4. Elipsoides racionales

ra(n) = r(ngen) + 2 |

T T

ro(n,gen) —  producto de factores locales
suma de caracteres
an coef. de f € S3/5(I"). Duke:

an < Cn'3/28+< 5i u(n) £ 0 '

— error aceptable si p(n) #0 —

§

l

f = fi + f» con Sh(f;) (corresp. de Shimura) parabdlica, fi L f,
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Cuatro problemas

4. Elipsoides racionales

ra(n) = r(ngen) + 2 |

T T

ro(n,gen) —  producto de factores locales
suma de caracteres
an coef. de f € S3/5(I"). Duke:

an < Cn'3/28+< 5i u(n) £ 0 '

— error aceptable si p(n) #0 —

§

l

f = fi + f» con Sh(f;) (corresp. de Shimura) parabdlica, fi L f,

~ f» muchos coeficientes cero
a, < Cnl3/28+e
cota de Deligne para Sh(f)

Mejor control
de la capa
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