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n poco de filosofia

I. Newton (1643-1727) ice de la gravitacién)

No sé como me vera el resto del mundo; pero
yo me considero como un nifio jugando en
la playa que se alegra de vez en cuando al
encontrar un guijarro mas liso o un concha
mas bonita de lo normal, mientras delante
de mi, sin que me diera cuenta, se extiende
el vasto océano de la verdad.

(Fuente: MacTutor)

iLa ciencia es una recopilacion de observaciones?
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Introduccién e El problema

Saturno Su polo norte

Hiperién Japeto Encélado

Fuentes, APOD 20241102, 20130220, 20110227, 20230226, 20250610
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Introduccién

~

La ciencia, y muy especialmente la fisica, busca primeros principios que
expliquen los ejemplos (experimentos) y permitan hacer predicciones.

(Uno de los grandes motores de la revolucién cientifica fue la mecanica
celeste, la explicacién de los movimientos de los astros a través de la ley
de gravitacién universal. La obra de Newton, Principios matematicos de
la filosofia natural mostraba el cosmos funcionando como un mecanismo
kde relojeria.
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(Fuente: Wikipedia)
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Introduccién

Las matematicas han estado desde la antigliedad muy ligadas a la
astronomia.

El quadrivium agrupaba las cuatro “artes liberales” relacionadas
con las matemaéticas: aritmética, geometria, misica y astronomia.

Galileo Galilei (1564-1642) (Defensor del heliocentrismo)

“[El universo| no puede leerse hasta que no
hayamos aprendido el lenguaje y nos sean
familiares los caracteres en que esta escrito.
Estd escrito en lenguaje matematico y las
letras son triangulos, circulos y otras figuras
geométricas, sin las cuales es humanamente
imposible entender ni una palabra”. (Fuente: MacTutor)
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Introduccién

Las matematicas tienen un poder increible para formular modelos
fisicos que funcionen como primeros principios y para extraer
conclusiones a partir de ellos.

E.P. Wigner (1902-1995) (Premio Nobel de Fisica en 1963)

“La enorme utilidad de las matematicas en
las ciencias naturales es algo que roza el mis-
terio y que no tiene explicacién racional.

“El milagro de lo apropiado que es el lengua-
je de las matematicas para la formulacién de
las leyes de la fisica es un regalo maravilloso
(Fuente: MacTutor) que ni entendemos ni merecemos".
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El problem
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Trayectoria Cometa (Fuente: ESA)

La sonda espacial Rosetta de la ESA aprovechd el tirdn gravitacional de varios astros
durante 10 afios para encontrarse con el cometa Churyumov-Gerasimenko. jEsto
requiere un montén de ecuaciones y calculos!
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R. Hamming (1915-1998)

No es que la ciencia explique “por qué” las
cosas son como son —la gravitacién no expli-
ca por qué las cosas caen—sino que la ciencia
da tantos detalles del “cémo” que tenemos
la sensacién de que entendemos el “porqué”.

(Fuente: MacTutor)

Aspiramos a que haya pocos principios, pero por el hecho de ser
principios no sabemos deducirlos, no entendemos por qué existen.

[ No sabemos deducir la gravitaciéon de primeros principios ]
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Introduccién

[ Las teorias cientificas siempre estan sujetas a revision ]

s N\

percurio

Teoria (Newton) Teoria (Einstein)

Descontando el efecto del resto de los planetas, la “circunferencia”
de la 6rbita de Mercurio gira alrededor del Sol como un hula hoop.

Es un efecto muy débil: un giro completo cada 3 millones de afios.
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Bases de mecénica

Kepler nos engana

Primera ley de Kepler (1609)

Los planetas describen 6rbitas elipticas con el Sol en uno de los
focos.

Kepler (Fuente: MacTutor) E|Ipse Newton (Fuente: MacTutor)

Newton probd para las érbitas periddicas:

=

Ley de Gravitacién universal <

orbitas elipticas
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Bases de mecénica

Esto es un poco engaiioso, las érbitas de los 8 planetas son
circunferencias casi perfectas.

Medida matematica de la redondez de una elipse:

e = excentricidad
e~ 0 — muy redonda, e~ 1 — muy oblonga.

e=0,1 e=0,95
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Bases de mecénica

Matematicas Cuenta de la vieja (e pequerio)
Largo=Anchov1 — €2 50e2 ~ % de reduccién
§ Mercurio 9 Venus 6 Tierra " Marte

Planetas interiores

e | 0.2056 | 0.0068 | 0.0167 | 0.0934

7+ Jupiter h Saturno 6 Urano g Neptuno

e | 0.0484 | 0.0542 | 0.0472 | 0.0086

Caso extremo: Mercurio — 2%
Caso medio: Japiter, Urano — 0,1%
Nuestra casa: Tierra — 0,01 %

Las orbitas de los cometas si son muy elipticas.
Cometa Halley: 75 %
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Bases de mecénica

Orbita de Mercurio a escala iAlguien no la ve redonda?

ercurio

+ O
Sol

Los tamafios del Sol y Mercurio no estan a escala.
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Dos fuerzas que mueven los mundos

Protagonistas de la mecanica

@ Fuerza — lo que causa aceleraciones

F=m-a

@ Aceleracion — variacién de la velocidad con el tiempo

a=v (a:%)

@ Velocidad: Todos sabemos qué es eso

Son vectoriales: r
tienen una magnitud V F —

y una direccién
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Bases de mecénica

\

Ley de gravitacion universal
Masa puntual M — aceleracién a

masa de
GM prueba
a— 7
d
dirigida hacia la masa
¢ masa M

-

\

d = distancia
G = constante de gravitacién 6,67430 - 10~ m3/(kg - s2)

Newton — la ley también es cierta cuando en vez de una masa
puntual tenemos una masa esférica y consideramos la distancia al

centro.
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Bases de mecénica

Fuerza centrifuga

Experimentada por particulas al obligarlas a girar

particula

radial hacia afuera

R = radio
w = 2w vueltas/tiempo  (velocidad angular)

Para movimientos no circulares, la
fuerza centrifuga se calcula aproxi-
mando por una circunferencia.
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Bases de mecénica

{('_Por qué no medimos w en vueltas/tiempo? ]

En matemaéticas es comdn medir el nimero de vueltas multiplicadas por 27, de

este modo
longitud = n? vueltas x radio.

Gente de a pie | Matematico
Porcién « 1/8 de pizza | /4 de pizza
Una pizzaen 1 h w=1/h w=2r/h
Longitud borde 2raR aR
Area TaR? aR?/2
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Bases de mecénica

Uno igual a dos

Problema circular de un cuerpo

7 I .
, \ e“’(,(
2 gxV N —GM = w?d
! N masa de 42
\
! PY ,, prueba (3
\
\ 1
' masa M ) W2 = GM
\ / - d3
\ //

Parte de la tercera ley de Kepler.

Estacién espacial: d = 6798 km — w = 2 - 15,5 vueltas/dia.
Telescopio Hubble: d = 6918 km — w = 27 - 15,1 vueltas/dia.
Satélite geoestacionario: d = 36000 km — w = 27 - 1 vuelta/dia.
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Bases de mecénica

i Qué ocurre al considerar dos masas, cada una ejerciendo una gravedad

no despreciable?

Problema de un cuerpo

Problema de dos cuerpos

flaco

gordo

¢ = centro de masas.

o medio flaco
2 My

. medio gordo
my

di, d» = inversamente proporcionales a my, ms.

Ambos problemas son “iguales” cambiando el centro a ¢

Los puntos de Lagrange
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Bases de mecénica

N @ medio flaco
’ m2
N
- \
- N \
e flaco \
e N \
// N \
‘ d '.
! \ ,
|I ! !
| gordo | N , ;
\ 1 .7
\ / \ . medld gOI’dO S/
\ / \ = - - ;
\ / \ ml /
\ / N\ ,
AN 7/ \\ //
E E

Distancia mayor — frecuencia menor
Masa mayor — frecuencia mayor

(d crece = w decrece)
(m crece = w crece)
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Bases de mecanica

Radio del Sol: 695700 km.
Centro de masas Sol-Jupiter: 742370 km.
Centro de masas Sol-Tierra: 449 km.

Estrictamente, el Sol no esta fijo,
se mueve con respecto al centro

de masas del Sistema Solar.
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El problema

Cuando tres no es multi

[Estudiar tres cuerpos bajo la accién gravitatoria es complicadl'simo.]

r \

Simulacién Solucién especial Solucién especial

(Fuente: Wikipedia) Chenciner, Montgomery 2000 Lagrange 1772

\ J

Euler (1765) — soluciones masas alineadas.

Lagrange (1772) — soluciones masas en tridngulo equilatero.
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El problema

Problema circular restringido de tres cuerpos

Suponemos que en el problema circular de dos cuerpos afiadimos
una tercera masa ms muy pequeiia.

[Incluso asi las orbitas generales son complicadas. ]

Algunas 6rbitas para un observador en la linea que une my y mp

\ J

En general:

@ m; y mp — giro con velocidad angular w alrededor de ¢

@ ms — Orbitas raras si no estd muy cerca de m; o mp
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El problema

iEs posible que m3 siga una trayectoria circular con la misma w

que my y mp?

Aplicacion: Situar telescopios, observatorios, estaciones espaciales,
etc. que conserven la posicién relativa sin gastar combustible.

\

1
\ 1
¢ ' m
ms i 3
/ o Sol Tierra I
Sol m; Tierta my
ms3 cerca, w3 > w m3 lejos, w3 < w

[Desfase con la Tierra — problemas de comunicacién y accesibilidad]
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La solucién

Hay cinco posiciones relativas que permiten que ms siga una 6rbita circular con
la misma w que m; y ma. Las tres masas se moverian como unidas con barras

rigidas, conservando las distancias.

[ Estos son los puntos de Lagrange ]
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“Faciles” fisicamente
(intuitivos)

Ly, Ls
3

“Faciles” matematicamente
(con ecuaciones)

A mymy Ly, AmymLs

triangulos equilateros
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Sistema Sol-Tierra

(La distancia de la Tierra al Sol es 150 millones de kilémetros.

)

// N
N
// L4 N
7 N
7 \
7 \
/ \
/ \
/ \
Il \
\
Ls, L\ L
& - - - - - - - - - - == O ————————— e -0--0
1 .l
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\ /
\ /
\ /
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\ 7/
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Respecto de la
orbita terrestre
Mkm = mill. de km

o Ly:1.5Mkm
por dentro

[ LQZ 1,5 Mkm
por fuera

. L3Z 0,026 Mkm
por fuera

(] L4, L5 en la
6rbita (150 Mkm)

Anécdota: Un objeto en L3 estaria siempre tapado por el Sol. En ciencia ficcién es una

excusa para una antiTierra.

Los puntos de Lagrange
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Objetos actualmente en puntos de Lagrange Sol-Tierra

e (L1) DSCOVR (antes llamado Triana). Satélite climatico.
e (L1) Aditya-L1. Observacién solar.

o (L2) JWST. Telescopio espacial.

@ (L2) Euclid. Observacién de galaxias.

° (

° (

L4) (alrededores) 2010 TKy7. Asteroide (= 0,3 km).
L4) (alrededores) 2020 XLs. Asteroide (=~ 1,2 km).

Objetos anteriores importantes en L,
o WMAP. Medicién de la radiacién de fondo.

@ Gaia. Estudio de las estrellas.
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Introduccion Bases de mecanica El problema La solucién Ecuaciones

Asteroides en el Sistema Solar interior (Wikipedia)

"Trojans’

® Jupiter
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Explicacion de L; (balance de aceleraciones sobre m3)

<l D |-
« Ll
o % .
m ms3 d my
<>

Gravedad de m; = Gravedad de my + centrifuga

Gm1 Gm

2 2
= 4+ wd
(D —d)? d?
d=~0 — ganaellado derecho
d~ D — gana el lado izquierdo

4

A cierta distancia (L1), se compensan
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Explicacion de L, (balance de aceleraciones sobre m3)

#’é
o —x
m my ms3

Gravedad de m; + Gravedad de my = centrifuga

Gm1 sz

2
— W2d
D1d2 & “

d~0 —  gana el lado izquierdo
d grande — gana el lado derecho

¢

A cierta distancia (L2), se compensan
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Explicacion de L3 (balance de aceleraciones sobre m3)

4%4—»#»
* @ ]
m3 my ma

Gravedad de m; + Gravedad de my = centrifuga

Gm1 + sz
(D+d)?> (2D +d)?

= w?d

d~0 —  gana el lado izquierdo
d grande — gana el lado derecho

¢

A cierta distancia (L3), se compensan
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Para decir toda la verdad. ..

-~

(Mateméticamente, L1, Ly y L3 son puntos inestables: Minimas
perturbaciones de un objeto alli, acabaran alejandolo.

En la practica, son poco inestables, hay érbitas (de Lissajous, de
halo) que permiten estar cerca de ellos con poco gasto de
| combustible. |

Telescopio James Webb Orbita (Wikipedia)

La y Ls son puntos estables: Pequefias perturbaciones de un
objeto alli, no lo alejan significativamente.
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Ecuaciones

i Cémo sabemos que existen Ly y Ls?

i Cémo sabemos que no existen otros puntos de Lagrange?

i Coémo simular las trayectorias (con ordenador)?

oY o Y o Y G
A/ \__J O\ \J

i Cémo deducir sus propiedades?

Ecuaciones
Matematicas
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La clave para obtener ecuaciones razonables es ponerse en el lugar de un
observador que esta en c y gira con my y my.

dgray = aceleracién gravitatoria
debida a my y mp

as

= aceleracién de m3

d3(obs) = para el observador

Ecuacién fundamental: | a3 = agray m ¢

La posicién de m3 para el observador es r = (x, y). Indicando con un punto la
tasa de variacién con respecto del tiempo:

a3(obs) = V= (Xa}/) = (Xa.y) =¥

Problema: a3 # as(,ps) porque el observador gira y también sufre aceleraciones.
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[ i Como afectan los giros a las aceleraciones? ]

[ i Qué relacién hay entre as y as(obs)? ]

Para estudiar este problema, definimos
G, = Giro con velocidad angular w partiendo del angulo «

y consideramos tres hechos geométricos:

v
w\ g

Gogo (h,v)=(—v,h) Ga=wGg 4000
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Ecuaciones

G, = Giro con velocidad angular w partiendo del angulo «

-

(Gol’)- = Gol’ + Got + Gor
w Gggo ¥ + Gopf w \‘ Py

Ga=wGa 1900 Gigoo=—Go

(Gor)" = w(Goger)” + (Gof)’ k 90°

= w? Gigoor + wGggoF + w Gggo ¥ + Gyt
=— W2 Gor + 2wGgpot + GoF
N—— N—— ~~

a. centrifuga  a. de Coriolis  ag(cps) girada Gogo (h,v)=(—v,h)

a3z = (Gol’)" = —OJ2(X,_)/) +2w(_}77)‘<) + (X7.y)
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Ecuaciones

Ecuacion fundamental

—w?(x,y) 4+ 2w(—y, %) + (%, 7) = agrav

m3

rn p
La férmula para agray es un

rn .
Mo poco complicada porque hay
que sumar la debida a my y

c a moy.

my
Cambiando las unidades para que w = 1 = distancia de m; a my, se

puede probar

3 ) 3 3
i

(p—D)x+mp) px+p—1) (M—l))/_@)
3

a —
grav ( .3 r
1 2

con = (14 my/my)~ L.
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Ecuaciones desarrolladas tras el cambio de unidades

xt 2y ey = WD E)  ptp—1)

P P
-1

ypoxgy =Wy o
ri s

iRealmente sirven de algo ecuaciones tan complicadas?

Si

Desde el punto de vista practico, los ordenadores pueden resolver con
mucha precisién ecuaciones (diferenciales) que contienen x, X, y, y
esencialmente aproximando estas cantidades por incrementos.
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Ecuaciones

-

~

Cxt 2y ey = WD E)  pbtp—1)

R 3
—1
ytoxyy =Wy
I f

rAdemés, sabiendo matematicas, permiten un tratamiento teérico del
problema. Por ejemplo, prueban la existencia de L4 y Ls.
.

Puntos de Lagrange — x, y constantes - x=X=y =y =0

Ecuaciones de los puntos de Lagrange

—1)(x + +tp—1 —1
(1 )gx 1) px i )+X=u_%+y=0
rl r2 I’l r2
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Ecuaciones

Si y # 0, no estamos en la situacién de Ly, Ly y Ls.

Ecuaciones de los puntos de Lagrange con y # 0

-1 -1 -1
(w )gx+u)_u(x+éz )+X:u3 Ay
L i f £ f )

Es facil ver que con r = r, = 1 se cum-
plen estas ecuaciones

4

my, my y ms a la misma distancia

4
Se obtienen Ly y Ls
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Ecuaciones
~

El estudio matematico de las ecuaciones permite extraer otras
conclusiones, por ejemplo, deducir la estabilidad de Ly y Ls y la
kinestabilidad de L3, Lo y Ls.

( .7 - 7
También permite abordar el problema de cudndo ms3 es
“capturada” por alguna de las masas.
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Hay una copia de las diapositivas en

https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/

iGracias por la atencién!
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