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Resumen

Este trabajo pretende ser una prueba no efectiva del teorema de las S-
unidades. Para un cuerpo de numeros cualquiera, este resultado afirma que
la ecuacion x + y = 1 tiene una cantidad finita de soluciones para x,y € OF,
donde OF denota el grupo de S-unidades. La razén de ser de este teorema
es su gran cantidad de aplicaciones en el terreno de las ecuaciones diofanti-
cas. Para poder probarlo, necesitaremos introducir multitud de herramientas
algebraicas, entre las que destacan el anillo de enteros de un cuerpo de niime-
ros, los conceptos de S-entero y S-unidad, y la nocién de altura en un cuerpo
de nimeros. Ademas del teorema de las S-unidades, otros resultados de gran
relevancia que veremos seran el Teorema de las Unidades de Dirichlet, el Teo-
rema de Ostrowski para valores absolutos no arquimedianos y el Teorema de
Northcott.

Abstract

This dissertation aims to be a non-effective proof of the S-units theorem.
For any number field, this result states that the equation  + y = 1 has
a finite number of solutions for z,y € OF, where Og denotes the group of
S-units. The only purpose of this theorem is its vast number of applications
in the area of Diophantine equations. To be able to prove it, we will need to
introduce a multitude of algebraic tools, among which are the ring of integers
of a number field, the concepts of S-integer and S-unit, and the notion of
height in a number field. In addition to the S-units theorem, other highly
relevant results we will see include Dirichlet’s Unit Theorem, Ostrowski’s
Theorem for non-archimedean absolute values, and Northcott’s Theorem.
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Introduccion

La Teoria de Numeros y el Algebra son dos de los mayores campos de
estudio de las Matematicas, y seran también los dos protagonistas de este tra-
bajo. Nuestro objetivo principal serd demostrar el teorema de las S-unidades,
resultado clave en Teoria de Ntumeros y con infinidad de aplicaciones en areas
més especificas como las ecuaciones diofanticas. Nuestro acercamiento a este
campo sera casi completamente algebraico, y por lo tanto emplearemos mul-
titud de herramientas relativas a diferentes estructuras algebraicas (grupos,
anillos, cuerpos y médulos, principalmente) y de Teoria de Galois.

Este trabajo pretende ser dos cosas: una revision de los contenidos ele-
mentales de Teoria Algebraica de Numeros y una demostracién del teorema
de las S-unidades. Si bien nuestro objetivo principal es acabar probando
dicho teorema, serd necesario introducir multitud de objetos de naturaleza
algebraica con gran interés intrinseco y en los cuales nos detendremos lo
necesario para comprenderlos en profundidad.

En el primer capitulo introducimos todos los conceptos elementales de
Teoria Algebraica de Nimeros que usaremos durante todo el trabajo. El ob-
jeto mas importante serd el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros K, que
denotaremos por Q. Veremos en profundidad muchas de sus propiedades, y
enunciaremos y demostraremos el Teorema de las Unidades de Dirichlet, que
nos permitira entender la estructura de Oj.. Para acabar el capitulo veremos
algunas aplicaciones en casos especificos. En concreto analizaremos la estruc-
tura de todos los cuerpos cuadraticos y estudiaremos un ejemplo particular
de cuerpo cubico.

El segundo capitulo estard dedicado a los ideales primos del anillo O, lo
que se conoce comunmente como su espectro. Veremos que existe una corres-
pondencia entre los ideales primos no nulos de Ok y los valores absolutos
no arquimedianos de K (teorema de Ostrowski). Introduciremos también
los conceptos de S-entero y S-unidad, y enunciaremos el teorema de las S-
unidades. Si bien todavia no estaremos preparados para probarlo, veremos
algunas de sus aplicaciones en el terreno de las ecuaciones diofanticas.

Finalmente llegaremos al tercer y ultimo capitulo. Nuestro objetivo serd

probar el resultado estrella del trabajo: el teorema de las S-unidades. Para
ello, introduciremos el concepto de altura en un cuerpo de ntimeros junto con



2 Introduccién

muchas de sus propiedades. Requeriremos de ellas para ser capaces de dar una
demostraciéon completa del teorema. La prueba pasard por cierto resultado
fundamental cuya demostracion dejaremos para el final por escaparse un
poco de los contenidos del trabajo.

Cabe destacar que la prueba que veremos del teorema de las S-unidades
no es efectiva. Esto quiere decir que solo probaremos la finitud del nimero
de soluciones de la ecuacién z +y = 1 en Og, sin dar ningtin tipo de cota.
Historicamente la prueba original era de este tipo, pero actualmente existen
otras que si afinan mas este resultado y son efectivas en este sentido.



Capitulo 1

Cuerpos de niimeros y
unidades

En este primer capitulo veremos todas las nociones elementales de Teoria
Algebraica de Numeros a las que apelaremos durante todo el trabajo.

1.1. Cuerpos de nimeros

Definicion 1.1. Un cuerpo de numeros es cualquier extensién finita del
cuerpo de los niimeros racionales Q.

Si K/Q es una extensién, un elemento o € K se dice algebraico sobre Q
si es raiz de un polinomio con coeficientes racionales. Si K es un cuerpo de
nimeros entonces todo elemento es algebraico sobre Q. Nos interesaremos
exclusivamente por un caso particular de elemento algebraico que definimos
a continuacion.

Definiciéon 1.2. Diremos que un nimero o € C es un entero algebraico si
existe un polinomio ménico f € Z[z] con f(a) = 0.

Recordamos también la siguiente definicion.

Definiciéon 1.3. Dado a € C un entero algebraico, el polinomio minimo de
a sobre @, es un polinomio ménico f € Q[z]| del menor grado posible que
satisfaga f(a) = 0.

Sabemos también que para cualquier elemento algebraico a € C, el poli-
nomio minimo siempre existe y es unico, ademaés de ser irreducible y dividir
a cualquier otro polinomio con coeficientes racionales que tenga a « como
raiz. Esto se aplica también al caso de los enteros algebraicos.

Lema 1.4. Si a € C es un entero algebraico, su polinomio minimo tiene
coeficientes enteros.
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Demostracion. Sea f € Q[z] el polinomio minimo de a y sea g € Z[z] ménico
con g(a) = 0. Sabemos entonces que existe h € Q[z] con g = fh. Si f ¢
Z[z], entonces existe un p primo que divide al denominador de alguno de los
coeficientes de f.

Sea p' la potencia mds grande de p que divide a algin denominador de
algiin coeficiente de f. Igualmente definimos p’ como la potencia més grande
de p que divida a algin denominador de algtin coeficiente de h. Esto quiere
decir que los coeficientes de p’f y los de p’h pertenecen al anillo local

Z(p):{%eQ:pr},

y podemos reducir sus coeficientes médulo p mediante a/b +— ab~! (p). Luego
tenemos la igualdad p**ig = (p'f)(p’h), que vista en F,[z] nos da 0 en el
lado izquierdo y el producto de dos polinomios no nulos en el lado derecho,
lo que resulta ser una contradiccién. O

Proposicién 1.5. Un nimero o € C es entero algebraico si y solo si Z[a]
estd finitamente generado como Z-mddulo.

Demostracién. Supongamos que « es entero algebraico y sea f € Z[z] el poli-

nomio minimo de o (Lema 1.4). Entonces Z[a] est4 generado por 1, a, ..., a1,
donde d es el grado de f.

Por otro lado, supongamos que Z[a] estd generado por fi(«), ..., fn(a).
Sea d cualquier entero mayor que el grado de todos los f;. Entonces existen
enteros a; tales que a? = Y7 a;fi(a). Por tanto a es entero algebraico
porque es raiz del polinomio ménico z% — >°% | a; fi(z) € Z[z]. O

Definicién 1.6. El anillo de enteros algebraicos, que denotamos por Z, es
el anillo formado por todos los o € C que son raiz de un polinomio ménico
en Z[z].

Proposicién 1.7. El anillo de enteros Z es, en efecto, un subanillo de C.

Demostracién. Sean «,3 € Z, y sean m,n los grados de sus polinomios
minimos, respectivamente. Entonces, por la Proposiciéon 1.5, los elementos
La,...,a™ ! generan Z[a] y 1,4,...,3" ! generan Z|[f], y por tanto o3’
para i < m,j < n generan Zo, J3].

Como Zla + B] y Z]af] son submddulos de Z[a, 5], ambos estan fini-
tamente generados, y de nuevo aplicando la Proposicién 1.5, se tiene que
a+ B,ap € Z. O

Definicion 1.8. Dado un cuerpo de numeros K, su anillo de enteros, que
denotaremos por Ok, es el subanillo de C formado por todos los enteros
algebraicos contenidos en K. Es decir,

Ox = KNZ={z € K : x es entero algebraico} .
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En estas primeras secciones nos interesaremos especialmente por este
subanillo de un cuerpo de nimeros genérico K, mas concretamente por el
grupo de unidades OF. Veamos algunas de sus propiedades.

Lema 1.9. Sea Ok el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros. Entonces
OxkNQ=7ZyQ0k =K.

Demostracion. Supongamos o € O N Q con a = a/b irreducible y b > 0.
Entonces el polinomio minimo de «a es x — a/b, y como « es entero algebraico
se tiene que b = 1. Por tanto a € Z. La otra inclusion es trivial.

El contenido QOx C K también es evidente. Si a € K, sea f € Q[z] su
polinomio minimo. Para cualquier entero d, el polinomio minimo de da es
ddee() f(x/d). Si d es el miimo comiin miltiplo de los denominadores de los
coeficientes de f, el polinomio minimo de da tiene coeficientes enteros, y por
tanto daw € Ok . Por consiguiente o = (1/d)da € QOk-. O

Sea K un cuerpo de nimeros. En particular, la extensién K/Q es finita
y separable, asi que por el Teorema del Elemento Primitivo existe v € K
con K = Q(v). Digamos que n = [K : Q] y sean 71,...,7n, con v = 71,
las raices del polinomio minimo de v sobre Q. Entonces existen exactamente
n Q—automorfismos del cierre normal de K (y no necesariamente de K si
la extensién K/Q no es de Galois), o1, ..., 0y, que satisfacen o;(y) = 7; (en
particular, o1 = id). Esto nos permite dar la siguiente nocién de conjugacion,
que depende de la extensién y no solo del elemento.

Definicién 1.10. Dados K = Q() un cuerpo de nimeros y a € K un
elemento cualquiera, los Q—-conjugados de « (o simplemente conjugados)
son las iméagenes de a por los automorfismos o1, ...,0,. Los denotaremos
por a(l), cy al™,

Observacion. Si a € K es entero algebraico y 8 es uno de sus conjugados,
entonces [ también es entero algebraico por satisfacer la misma ecuacién
entera que «.

Algunos de estos automorfismos o1, . .., 0, pueden ser emparejados como
conjugados complejos uno del otro. De ahora en adelante, dado o € K un
entero algebraico, denotaremos por r; al numero de Q-conjugados reales,
y por ro al numero de pares de QQ-conjugados complejos. De esta forma,
cualquier entero algebraico tendrd n = r; + 2re Q-conjugados.

Elegimos (y renombramos) los r; automorfismos reales, oW, .. o) y
ro automorfismos complejos, oY . 5("1H72) uno de cada par de con-
jugados. Conservamos el convenio o = id incluso cuando 71 = 0. Si
al) = a(j)(a), para j = 1,...,r1 + ro, definimos la aplicacion

X:K—->R'xC?=R"
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dada por X(a) = (aM),...,a(m) o+ a(1+72)) En particular, los
conjugados de « son

oM alm) rFD) ) () (),

Como los 09 son morfismos, la funcién X es lineal vista como aplicacién
entre Q-espacios vectoriales, y es trivialmente inyectiva pues oY) = id.

Definiciéon 1.11. Si K es un cuerpo de numeros, dado a € K un elemento
cualquiera, la norma de «, que denotamos por Ng /g(a), es el producto de
todos sus conjugados. Es decir, con la notacién anterior,

NK/Q(O[) = a(l) A a(rl)’a(Tl‘Fl)‘Q . |a(“+’"2)|2

Computacionalmente hablando, nos resulta mas 1til la definicién anterior.
No obstante, una forma equivalente de definir la norma (y més habitual en
general) es considerar la aplicacién multiplicacion por o en K:

Me: K — K
g = ap

que es un endomorfismo del Q-espacio vectorial K. Definimos entonces la
norma Nk /g(a) como el determinante de la aplicacién mq.

Ejemplo 1.12. Sean oo = /2 y w = €2™/3. Consideramos primero el cuerpo
K = Q(«), para el cual sabemos que [K : Q] = 3. Como las raices del
polinomio minimo de a son «a, aw, aw?, en este caso tenemos r; = 1y = 1,
X(a) = (a,aw) y Ngjg(a) = alaw?* = 2.

Sin embargo, si consideramos ahora el cuerpo K = Q(r,w) los conjugados
y la norma cambian. En este caso, [K : Q] = 6, y se tiene 11 = 0, ry = 3,
X(a) = (a, aw, aw?) y NR/Q(oz) = |a|?|aw|?|aw?|? = o = 4.

Observacion. Para a € K, Ng/g(a) es, salvo un signo y elevar a una po-
tencia, el término independiente del polinomio minimo de « sobre @Q; en
particular, Ny g(a) € Q, y si a es entero algebraico entonces N /g() € Z.

Definicién 1.13. Sea I' € R"™ un Z—mddulo (es decir, un grupo abeliano).
Diremos que I' es un subreticulo (o sublattice) de R™ si es un Z—médulo libre
finitamente generado, esto es, si existe un conjunto de vectores linealmente
independientes {v1,...,v,} tales que

F:{k1U1+-"+kmvm:/€j€Z}.

Si la dimension de I' como Z—mddulo es igual que la dimensién de R"™, esto
es, si m = n, entonces diremos que es un reticulo (o lattice) de R™.

Notacién. Si {vi,...,v,} es una base libre de I' (y por tanto lo genera)
escribiremos I' = [v1, ..., U]
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Observacidon. De igual forma se pueden definir reticulos y subreticulos en un
subespacio vectorial V' de R™. Si m < n, claramente I' = [vy,...,v,,] C R”
no es un reticulo de R™. Sin embargo, si es un reticulo de (v1, ..., V).

Introducimos esta nocién porque nuestro siguiente objetivo es probar que
X (Ok) es un reticulo en R™, n = r; + 2ry. Para ello comenzamos definiendo,
para o, aq,...,a, € K, la aplicacién traza

tig(e) == aM +..- +al,

que es la suma de todos los conjugados, y la aplicacién discriminante

dgjglat, ..., an) = (det[a§i)])2,

que se relacionan mediante la expresion

dK/@(al, ceey an) = det [tK/Q(aiozj)] .

De nuevo, y al igual que con la norma, se tiene que t g(a) es la traza de
la aplicaciéon multiplicar por a;, ma, y que tg g(a) € Q para todo o € K. Esto
es por ser, salvo elevar a una potencia, uno de los coeficientes del polinomio
minimo de o sobre Q; en particular, si a € Ok, se tiene que tx/g(a) € Z, y
siai,...,an € Ok, entonces di/g(1,...,a,) € Z.

Por otro lado, si § € K, sabemos, por el Lema 1.9, que existen m’/m € Q
v a € Ok tales que

B=(m'/m)a s mB=mac Ok,

por ser Ok un anillo. Esto implica que, dado cualquier f € K, existe un
m € Z con mf € Og. En particular, dada {f1,...,0,} una base de K
como Q—espacio vectorial, podemos encontrar otra base {ai,...,a,} con
aj = m;fj, para algunos m; € Z, tales que oj € Og. Todo esto nos permite
probar el siguiente resultado.

Lema 1.14. FEl anillo Ok es un Z—mddulo libre finitamente generado, esto
es, existen ai,...,a, € Og conn = [K : Q] tales que

OK:{klal—l-"'-i-knOén:kjEZ}.

Demostracion. De todas las bases {a, ..., ap} de K que satisfacen o; € Ok
(que sabemos que existen), elegimos una para la cual |dg/g(a1, ..., 0n)] € N
sea minimo.

Dado un « € Ok arbitrario, sabemos que existen unos inicos coeficientes
a,...,an € Q tales que o = ajaq + - - - + apoy,. Queremos ver que todos los
a; son enteros. Supongamos que uno no lo es; sin pérdida de generalidad,
asumimos a; ¢ Z. Entonces aj = m+ 6, donde m € Zy 0 < 6 < 1.
Construimos una nueva base:

B1=a—may,fr=0a,...,0 = an.



8 Cuerpos de niimeros y unidades

Como 51 = 0oy + asas + - - - + anay,, tenemos

6 0 0 0

ag 1 0 --- 0
(6162'--6n):(a1052'--04n) . T . ,

a, 0 0 --- 1

y por tanto

‘dK/Q(ﬁla - ,,Bn)‘ = QQIdK/Q(Ctl, - ,Oén)‘ < ’dK/Q(Oq, R ,Ozn) ,
lo que contradice la minimalidad de {aq,...,an}. O
Corolario 1.15. X(Og) es un reticulo en R™, n = ry + 2rs.

Demostracion. Como consecuencia del Lema 1.14, dado a € Ok existen
enteros ki, ..., k, tales que

a=kaoa + -+ kpon.

Entonces X (a) = k1 X(aq) + -+ + knX(an), y se tiene que los vectores
X(a1),...,X(ay) generan todo X (Ok). Como ademds X es inyectiva, son
linealmente independientes, y concluimos X (Ok) = [X (1), ..., X(an)]. O

Nuestro siguiente objetivo es caracterizar los reticulos (y subreticulos) de
R™. Introducimos primero un par de definiciones.

Definicién 1.16. Para un Z—mdédulo I' de R™, si existe un conjunto acotado
C C R™ tal que R™ = C'+T decimos que el grupo cociente R"/T" es compacto.

Observacion. Esta definicién es equivalente a la compacidad de R"™/T" como
espacio topoldgico cociente.

Definicién 1.17. Un conjunto no vacio M C R" se dice discreto si para
todo z € M existe un § > 0 tal que Bs(z) N M = {z}, o equivalentemente,
si la topologia inducida en M es la discreta.

Lema 1.18. Para I' un Z—moddulo en R™, se tiene
I es discreto < B(0) N T es finito para todo r > 0.

Demostracion. (<) Sea x € I, entonces existe un r > 0 tal que = € B,(0).
Como el conjunto B,.(0) NT" es finito, podemos tomar

0 < min{dist(z,y) : y € B.(0) N T,y # =} U {dist(z,0B,(0))},

de tal manera que Bs(z) C B, (0) y Bs(z)NI' = {x}. Por tanto, I es discreto.
(=) Supongamos ahora que I' es un conjunto discreto. Veamos primero que
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es cerrado. Si no fuera asi, existirfa un z € T'\I' y una sucesién (z,) C T
con lim,,_,o T, = x. Esto quiere decir que para € > 0 existe un N entero
positivo tal que si n,m > N se tiene |z, — ;| < €. Como I' es un Z—mdbdulo,
Ty — Ty € I, y tenemos que B:(0) NT 2 {0}, lo que contradice que I' sea
discreto.

Por tanto I" es cerrado y el conjunto B,.(0) N T es discreto y compacto.
Esto implica que es finito, y que también lo es B,(0) N T O

Proposiciéon 1.19. Sea I' un Z—modulo en R™.
(1) T es subreticulo < T es discreto.
(2) T es reticulo < I' es discreto y R™/T" es compacto.

Demostracion. (1): (=) Sim < nesladimensiéon deI', sea {v;},i=1,...,n
una base de R™ de tal forma que I' = [vy, ..., vy]. Como I' es un subconjunto
de IV = [v1,...,vy], si I fuera discreto entonces I' también lo serfa. Asi que,
sin pérdida de generalidad, asumimos m = n.

Sea ahora {v} la base dual de {v;} en R™ dada por (v}, v;) = ¢;;. Para
x € I' escribimos @ = ) a;v; con a; € Z, y tenemos (v}, x) = a;, |a;| =
|(vf, z)| < |[vf||z|. Si ademds z € T'N B, (0) para r > 0, se tiene |a;| < r|vf], y
el nimero de a}s posible es finito. Por tanto, el conjunto I' N B, (0) también
es finito, y por el Lema 1.18 el conjunto I' es discreto.

(<) Sea I' un Z-médulo discreto en R™ y sea L el subespacio vecto-
rial de R™ formado por todas las combinaciones lineales de elementos de
I'. Sea m la R-dimensién de L y escribimos L = (vi,...,vp), v; € T'. Sea
Ty = [v1,...,vm] C T, queremos ver que [I' : I'y] < co. Para vectores inde-
pendientes v1, ..., v, definimos primero el paralelotopo generado por los v;
como

m
IT=T1(vy,...,0m) = {v:ZaivieR”:0<ai<1}.
i=1

Como II estd acotado en R”, existe un 7 > 0 con Il C B,.(0). Siz € I' C L,
escribimos = = Y f;v;, B; € R. Por tanto

z =Y (18] +{BiHvi =D _[Bivi+ > _{Bi}vi € To+11,
i=1 i=1 i=1
y usando que I'g C T,
Y {Biyvi=x - |BiJv; eTNIIC T NB0).
=1 i=1

Como el conjunto I' N B,(0) es finito (Lema 1.18), se tiene que cualquier
x € I' es equivalente a un conjunto finito de vectores en I' médulo I'g, por lo
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que [[': Ty = N < o0. Si z €T tenemos que Nx € 'y, y por tanto
I c N 'Ty = [v1/N,...,un/N].

Como N~ 'T'y es un Z—mddulo libre de dimension m (N~ 1Ty = Z™), T es

un Z—médulo libre de dimensién & < m, I' = [uy,...,ux]. No obstante,
I' D Ty = [v1,...,Un], necesariamente £k = m, y I' es un subreticulo de
dimension m.

(2): (=) SeaI' = [v1,...,vy,] un reticulo. Para z € R™ escribimos

T = i)\ivi = il_)\iJvi + i A} v eI+ 11,
=1 =1 =1

donde IT = TI(vy,...,v,) es un paralelotopo, que claramente es acotado, y
por tanto el cociente R"/I" es compacto.

(<) Supongamos que I' es un Z—mddulo discreto y que R™/T" es compac-
to. Por (1) tenemos que I' es subreticulo, I' = [vy, ..., vy, ]. Queremos probar
que m = n, as{ que supongamos que m < n. Queremos ver que R" 2 C'+ T
para cualquier conjunto acotado C' C R™. Para un C arbitrario, existe un
r >0 con C C B,(0). Sea L = (v1,...,vy), el R—subespacio vectorial gene-
rado por los v;, y consideramos su subespacio ortogonal

Lt ={veR": (v,x) =0,Vz € L},

de dimensién n —m > 0. Entonces un vector v € Lt con |v| > 7 no puede
pertenecer al conjunto C'+ I'. De hecho, siv e C+ T, v=c+yconc e C,

yel,y
|U‘2 = <'l),’0> - <ch+7> = <’U,C> < ‘UHb‘ < 7“"0’,

o, equivalentemente, |v| < r, una contradiccién, asi que R™/T" no es compacto
sim < n. O

En relacion a esta prueba es habitual definir el volumen de un reticulo
I'=[v1,...,v,] como el volumen del paralelotopo II(vy,...,v,), es decir,

vol(T') := vol(II(vy, ..., v,)) = detfvy, ..., v,].

El dltimo resultado clasico que necesitaremos en relaciéon a los reticulos
es el siguiente:

Teorema 1.20 (Minkowski). Sea I' C R"™ un reticulo y sea B C R"™ un
subconjunto simétrico' y convezo. Sivol(B) > 2" vol(T') entonces B contiene
algun punto de I' distinto de 0.

Demostracion. Ver [15, Theorem 3.1]. O

LSimétrico quiere decir que « € B si y solo si —x € B.
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1.2. Teorema de las Unidades de Dirichlet

Sea K un cuerpo de nimeros. Nuestro objetivo es entender la estructura
del grupo de unidades del anillo de enteros de K, esto es OF. En esta seccién
seguiremos los contenidos de [15, Ch. 3.3].

Consideramos el conjunto E%! := R® x C!. Con la multiplicacién coorde-
nada a coordenada, E*! tiene una estructura natural de R-algebra conmu-
tativa de dimensién s + 2t, cuyo grupo de unidades es

(Es,t)* — (RX)S x ((Cx)t.
Definimos la aplicacién [ : (E*!)* — R*** dada por

lx) = (Li(x),...,ls(x), lsq1(x), ..., lse(x)),

donde
li(z) =log|zi|, 1<i<s,
li(x) =log|z;?, s+1<i<s+t.

Proposicién 1.21. La aplicacion | es un homomorfismo de grupos sobre-
yectivo cuyo nicleo es {£1}° x D, donde D = {z € C: |z| = 1}.

Demostracion. De manera inmediata observamos que [(zy) = [(z)+I(y) para
todo z,y € E%!, por lo que | es un homomorfismo.

Dado a = (a;) € R¥™', tomamos z = (x;) € (E')* con z; = €% para
1<i1<s,ya; = eai/2 para s +1 < i < s+ t. De esta manera tenemos
[(x) = a, y por tanto [ es sobreyectiva.

La afirmacién acerca del nicleo resulta trivial, pues si log |x| = 0 entonces
|z| =1 < 2= +1 paraz € R, y si log|z|> = 0 entonces |22 =1 2z € D
para z € C. O

Sea K un cuerpo de nimeros, y sea n = [K : Q]. Podemos considerar
de nuevo la aplicacién X : K — E™"2 vy combinarla con la aplicacién [,
obteniendo una nueva aplicacién [* :=[o X : K* — R"%"2 dada por

r1+1)’2 r1+r2)‘2)‘

I*(a) = (log |aM], ..., log |a™)],log |a ..., log |l

Si denotamos por [f(a) a la coordenada i-ésima de I*(a), 1 < i < ry + rg,

tenemos
r1+r2

> I(a) =log [Ny gal.
=1

Consideramos el hiperplano de dimensién r =ry + 1o — 1

r1+72
H = Qv =(v1,...,0p4p,) € RF2: Z vi=0p.

=1
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Como Nk g(a) = 1 para todo a € O, tenemos que I*(Oj;) C H". Deno-
tamos por I# la restriccién de I* en el subgrupo O% de K*. Esto nos da un

homomorfismo
I*: 0% — H'.

Proposicién 1.22. kerl# = Wy := {a € O} : « tiene orden finito}.

Demostracion. Tomamos o« € Wi . Como o' = 1 para algin n € N, tenemos
que ]a(i)] =1 para todo 1 < i < 7y + ro. Por tanto, I#(a) =0, y a € ker 7.

Para la otra inclusién, tomamos ahora « € kerl#, es decir [#(a) = 0.
Entonces |a(i)] = 1 para todo 1 <7 < r; + 19, lo que implica que el conjunto
X (ker ) estd acotado en R™ = E™"2 pn = r 4 2r9. Por otro lado, como
X (Ok) es un reticulo en R™ (Corolario 1.15), es discreto en R™, y por tanto
también lo es el subconjunto X (ker/#). Como X (ker[#) es finito y X es
inyectiva, ker [# es un grupo finito y por tanto ker (% C Wy O

Lema 1.23. Sea K un cuerpo. Si G es un subgrupo finito de K*, G es
ciclico.

Demostracion. Supongamos |G| =n y sea d € N el orden maximal de todos
los elementos de G. Si g € G cumple o(g) = d, entonces para cualquier
otro x € G se tiene o(x) | d. Si esto no fuera asi, entonces existiria un x
con mem(o(x),d) > d, lo que implicarfa o(xg) > d, contradiciendo asi la
maximalidad de d.

Por tanto 2% = 1 para todo = € G, y el polinomio z? — 1 € K[z] tiene n
raices en K. Como K es un cuerpo y el polinomio tiene grado d, a lo sumo
tiene d raices, asi que d = n y G es ciclico. 0

Observacion. Por el Lema 1.23, el grupo Wi es ciclico. Como —1 € Wk, el
orden de Wy es par y Wi son en realidad todas las raices de la unidad que
haya en K.

Proposicién 1.24. Im# es un subreticulo de H'.

Demostracion. Como Im1# C H”, por la Proposicién 1.19 basta con probar
que Im # es discreto en R™ 172, Para ello probaremos que, para todo r > 0,
el conjunto Im I# N B,.(0) es finito. Tomamos un vector [#(a) € Im I# N B,.(0),

entonces
(log [a[)? + - + (log [al"F72)12)2 < 42,

y por tanto
(1) r (r1) r (r1+1)|2 r (r1+r2) |2 r
o'V <€, o <€ |a |“ <€, ..., |a | <e".
Esto implica que el conjunto

S = {X(a) L€ Ok, 1#(a) e Iml* N BT(O)}
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estd acotado en E™" = R™ n = r; + 2ry. Por otro lado, X(Ok) es un
reticulo en R™ (Corolario 1.15) y el subconjunto S es discreto. Por tanto S
es finito, y como X es inyectiva, tenemos finalmente que Imi# N B,(0) es

finito. O

Proposicién 1.25. Sea m un nimero natural. Ezxisten aq,...,any en Ok
con |Ng il =m,1 <i < N tales que cualquier a € Ok con |[Nggal| =m
puede expresarse como o = o para algin i fijo y algin € € O

Demostracion. Si escribimos O = w1, . ..,wy], entonces el conjunto mQOk
es un subanillo de Ox y [Ok : mOk] = m™.

Consideramos ahora el conjunto {a € O : [Nk ol = m}. Si lo vemos
modulo el subanillo mOpk tendrda una cantidad finita de representantes, di-
gamos af,...,ayN. Si tomamos un « genérico de nuestro conjunto, sabemos
que existe un i tal que a = a; (MOf).

Ahora queremos probar que «/c; es una unidad de K. Sabemos que existe
un 8 € Ok tal que o — a; = fm, y entonces

afa; =14 B(m/a;) =1+ B(Ngjgoi/ai) = 1+ ﬂaz@) . al(-rﬁm) € Ok.

Intercambiando el papel de a y «;, obtenemos igualmente que «;/a € Ok,
asi que a/a; € O3, y por tanto existe un € € O}, con a = eqy. O

Proposicién 1.26. Im# es un reticulo de H'.

Demostracion. Para [ la aplicacion definida anteriormente, definimos
T:=1"YH")={y e (E™™)" :l(y) € H"}.

Para Yy = (yla" . 7y1”17y7'1+1>"'7y7“1+7”2) € B = R™ X (CTQ, definimos
también
2 2
NETI’W/R(y) =Y yr1|y7‘1+1’ e |y1”1+7”2| :

Entonces tenemos

r1+72

yeT & Iy €H & ) Li(y) =0 log|Ngnrr(y) =0
=1
< NETI*TQ/R(y) = +1.

Sea I' = X(Ok), que ya sabemos que es un reticulo (Corolario 1.15) en
E™™ =2 R™ con n = 11 + 2rg, y sea vol(I') el volumen del paralelotopo
I(vy,...,v,) para I' = [v1,...,v,]. Tomamos un y € T cualquiera. Para
el reticulo yI' = [yvy,...,yv,], definimos la matriz M(y) € GL,(R) que
satisface

(yv1, ..., yvn) = (V1,...,0,) M (y),
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donde, recordamos, la multiplicacién de vectores en R™ yv; es coordenada a
coordenada. Tomando determinantes en ambos lados

Ngrir2(y)det(v, ..., v,) = det(vy, ..., v,) det M(y),

y como {vy,...,v,} es una base de R", det(vy,...,v,) # 0. Despejando
obtenemos
det M(y) = NETl,’I‘2/R(y)7

y como y € T, det M(y) = £1 y por tanto vol(I') = vol(yI'). Elegimos ahora
numeros ¢y, ..., Cr,+r, € R que satisfagan

4\ "
Y =C1c Gy > <7r> vol(T")
y definimos
B={zc E"" |x1| <c1,..., |z | <oy,
"777‘14-1‘2 S Critls - |x1“1+7”2|2 < CT1+T‘2}'

Entonces B es un subconjunto de £ = R™ que es simétrico y convexo, y

cuyo volumen es
r1+7r2

vol(B) = 2" 7" H Ci.
i=1
Por tanto tenemos
4\ "
vol(B) > 2" 7" <7r> vol(T') = 2" vol(I") = 2" vol(yT'),

y aplicando el Teorema 1.20, obtenemos que B N (yI'\ {0}) # &, o lo que es
lo mismo, que existe un z # 0 tal que z € BN yI'. Si escribimos z = yX («a),
para o € Ok, a # 0, tenemos que z € (E™"2)*. Por otro lado, como z € B
se tiene

|NET1’T2/R(z)| = |21 TRy |'z1“1+1|2 T |zT1+T2|2‘ S CL Gy = s

y también [Ng gal| < 7, porque

NETLW/R(Z) = NETNE!/R(Z/)NK/QCV = j31\7[(/({}304-

Aplicando la Proposicién 1.25 a los enteros m = 1,2,...,|v], encontramos
at,...,ay € O con [Nk ga;| < v tales que ea = o; para algiini y € € O
Por tanto z puede ser escrito como z = yX (a;) X (¢)~!, y cualquier y € T se
puede escribir como y = zX (a; ') X (g). Ahora definimos

N

By:=TnN (U BX(ai_l)) C B 2R
i=1
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que es claramente un conjunto acotado por ser B acotado. Probamos ahora
la siguiente igualdad:
T = BoX(0j).

Puesto que la inclusion T O ByX(O}) es trivial, basta con demostrar
T C ByX(0k). Siy € T, lo escribimos como y = zX(a; ')X (). Por un
lado, 2X (a; ') € BX(a;'); por otro, la igualdad zX (a; ') = yX(e™}) € T
implica que zX(a; 1Y € By. Con todo lo anterior finalmente obtenemos
y = 2X(a; )X (e) € BoX(0O}), lo que demuestra el contenido. Tomando
[ en la igualdad

I(T) = I(By) + 17 (03) C H".

Como la aplicacién [ : (E™72)* — R™ 172 es sobreyectiva (Proposicién 1.21),
para cualquier A € H" existe un y € (E™"2)* con A = I(y). Ademéds, por la
propia definicién de T' tenemos que y € T, y I[(T') = H" y por tanto

H"™ =1(By) +1#(0}).

Como By es acotado, By es compacto y también lo es la imagen [(By), lo
que implica que I(By) es acotado también. Como [#(O%) es un Z—mddulo
discreto de H” y I(By) es acotado, por la Proposicién 1.19 [#(O%) es un
reticulo en H". O

Teorema 1.27 (Unidades de Dirichlet). Sea K un cuerpo de nimeros y O
el grupo de unidades de O . Entonces se tiene

O EWg xXZ', r=ri+ry—1,

donde Wi es el grupo de las raices de la unidad contenidas en K, r1 es
el nimero de Q—conjugados reales de K, y ro es el numero de pares de
Q- conjugados complejos de K.

Demostracion. Por la Proposicién 1.26, [#(O%) es un reticulo de H y te-
nemos [#(0%;) = [I#(e1),...,1#(e,)] para algunos ¢; € O. Por tanto, para
cualquier unidad e € Oj;, existen unos tnicos enteros a; tales que

1#(e) = iail#(si) =" (f[ ef’) :
i=1 i=1

Asf, 1% (e[]i_, &;“) = 0, o equivalentemente, e [[}_, &, * € kerl# = Wg

i=1%1q =11

(Proposicién 1.22). Por tanto existe ¢ € Wy con e = ¢ [[i_; 5. O

i=1%1¢

1.3. Unidades en cuerpos cuadraticos

En esta seccién trataremos los cuerpos cuadrdticos. Para d € Z\ {0,1}
libre de cuadrados, definimos el cuerpo Ky = Q(\/&); pedimos que sea libre
de cuadrados porque si d = p?d’, entonces Ky = K.
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Nos preguntamos en primer lugar por la estructura de su anillo de enteros.
Supongamos que z = a + bvV/d € Ky, a,b € Q, es un entero algebraico.
Entonces su polinomio minimo ha de tener coeficientes enteros:

(x —a)* = b%d = 2* — 2ax + a* — b*d = 0.
Y por tanto tenemos que imponer dos condiciones:
20 €7, a®—bdel.

Una primera observacion sencilla es que si a,b son ambos enteros, entonces
las dos condiciones se satisfacen. Esto implica que Z[\/&] C Ok,. Veamos que
esta inclusién es en realidad una igualdad salvo en el caso d = 1(4). Para
ello observemos primero la siguiente cadena de equivalencias:

ac€lsdleclsbPdeclebeclesbel.

Quizés la tnica no completamente trivial es b’d € Z = b> € Z, que es
consecuencia de que d sea libre de cuadrados. Por tanto, si existe una solucién
en la que alguno de los dos, a o b, no sea entero, entonces el otro tampoco lo
es.

Vamos a tratar de encontrar dicha solucién no entera. Como 2a € Z,
supongamos entonces que a = m/2, donde m € Z es impar, de tal manera
que a ¢ Z. Entonces,

2

T—b2dGZ<:>m2—4b2deZ<:)(2b)2d€Z<:>(2b)2€Z<:>Zb€Z.

Asi que escribimos b = n/2 para n € Z. La segunda condicién nos dice que

m2 TL2 m2—n2d
- ] = 7, 2 _ 29 — 4).

Como d es libre de cuadrados, d #Z 0(4), y m?,n? = 0,1(4) segiin sean
pares o impares. Por tanto, si m y n no tienen la misma paridad, la ecuacién
m?—n?d =0 (4) no puede satisfacerse y si ambos son pares, se satisface para
todo d (recuperando la solucién entera). Sin embargo, si m y n son impares,
obtenemos una nueva solucién siempre y cuando

1-d=0(4) &d=1(4).

En resumen, un elemento x € K es entero algebraico si existen a, b enteros

tales que
r=a+ b\/g,

o, solosid=1(4),

a b
= -+ —-Vd
x 2—1-2[,
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para a,b ambos impares. Esto se traduce en que

Ox, :{ i[\/fz], sid=2,3(4),

[1+2‘/8}, sid=1(4).

(El caso d = 0(4) directamente no lo consideramos porque entonces d no
serfa libre de cuadrados.)

Ahora veamos explicitamente qué es Wi, que recordamos era el nicleo
de la aplicacién 17 : Ok, — H". Los automorfismos del grupo de Galois

de la extensiéon Ky/Q son la identidad y la conjugacién o : vd — —/d.
Distinguimos dos casos:

» Sid>0, K; CR, asi que r1 = 2,73 =0 y la aplicacién I# viene dada
por
1% (a4 bVd) = (log|a + bVd, log |a — bVd|),

para a,b € Z, y si d =1(4),

,log

w(a b 2\ _ a, b
z<2+2ﬁ) <log‘2+2\/;i

a b
— — —Vd
-2V

para a,b impares. Si pedimos entonces que I (z) = (0,0), es sencillo
ver que los dnicos x € (’)}{d que lo cumplen son 1 y —1, asi que en
estos casos Wg, = {£1}. En particular, el Teorema de las Unidades de
Dirichlet nos dice

Ok, ={£1} x Z.

s Sid < 0, laidentidad y o resultan ser conjugadas, asi que r;y = 0,79 = 1
y la aplicacién I# es simplemente

1#(a + bVd) = log|a + bVd|,

para a,b € Z,y sid =1(4),

9

N LA N L
l(2+2\/E> og‘2+2\/ﬁ

para a, b impares.

Veamos primero el caso d = 2,3 (4). Observamos primero que, como
d < 0, se tiene d = —|d|, asi que en particular, a + bv/d = a + bi~/|d|.
Por tanto,

logla+bVd =0 |a+bVd| =1 a® + b?d| = 1.

Si d < —1 las tnicas soluciones son a = £1,b = 0. En el caso d = —1
tenemos dos soluciones adicionales, a = 0,b = +1.
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Para d = 1 (4) tenemos otra posibilidad. Si a,b € Z son ambos impares

log |2+ 2vd| =0 o “2+621d| 1ead®+b%d =4
0 — — — —_— —_ = a — 4.
81272 TR
Si d < —3 no hay ninguna solucién maés. Sin embargo, para d = —3
tenemos cuatro soluciones adicionales, que corresponden a los valores
a==1,b==1.
Como r =71 +1r9—1 =0, el Teorema de las Unidades de Dirichlet nos
da que Of(d = Wk, Finalmente, para w = e2mi/3 — —% + @i, a modo
de resumen tenemos

{1, £i}, sid=—1,

Ok, =Wk, =1 {£1,2w,+w?}, sid=-3,
{1}, en otro caso.

Hemos visto por tanto que si d < 0 el grupo de unidades OF  es finito
y podemos describirlo completamente. Sin embargo, si d > 0 el grupo de
unidades es infinito; concretamente, Of = {1} x Z. Para acabar esta
seccién daremos un algoritmo que permita encontrar un generador de la
parte libre del grupo, es decir, del subgrupo isomorfo a Z.

En esencia estamos buscando un elemento u tal que O = (£u). A este
u lo llamamos unidad fundamental.

Comenzamos con el caso d = 2,3 (4), para el cual Ok, = Z[\/d]. Por
tanto, el grupo de unidades es

O}, = {Hbﬁe%[ﬂ] :az—bzd:il}.
Luego estamos buscando (salvo un signo) soluciones de la ecuacién de Pell
a® —db® = 1.

Para resolver esta ecuacion diofdntica se utiliza la teoria de las fracciones
continuas. Todo lo que usaremos puede consultarse en [4]. En esencia, todo
numero real a € R puede escribirse como

o =ag + —1
ay + ————
as+...
donde los a,, son todos enteros y estan univocamente determinados. Un nime-
ro o € R es racional si y solo si existe un ng € N para el cual a,, = 0 para
todo n > ng (es decir, el proceso es finito). Cada secuencia de nimeros ente-
ros (todos positivos salvo el primero, que es el tinico que puede tener signo)
determina un numero real, y viceversa. Es habitual utilizar la notacién

a = [ag,a1,az,...].
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En el caso particular de la raiz cuadrada de un d € Z* libre de cuadrados,
se tiene

Vd = [ag, a1, a2, - - -, ap_1, 2aq),

donde la barra denota que la secuencia aq, as, . .., ar_1, 2ag es periddica. Lla-
mamos entonces a k el periodo de la fraccién continua.

Podemos recuperar un nimero racional a partir de su fraccién continua
gracias al siguiente algoritmo: si p/q = [ag,a1,...,an] € Q escribimos la
siguiente tabla

ay aip as - an
0 1 po p1 -+ PN-1 PN
1 0 g @ - gv-1 an

Los ntmeros p v g se obtienen mediante las recurrencias

{ Dk = agPk—1 + Pr—2, { Qk = akqk—1 + qk—2,
p0:a17p—1:17 QO:LQ—I:O

En esencia, lo que estamos haciendo es multiplicar a; por los niimeros que
tiene debajo y sumarles los que tienen a su izquierda, obteniendo asi los
siguientes.

Este proceso se conoce como algoritmo de la fraccion continua y en el
ultimo paso recuperamos la fraccién original, esto es, py /gy = p/q. Lo intere-
sante de este procedimiento es que podemos aplicarlo también con la fraccion
continua de un ntmero irracional. En este caso no obtendremos el nimero
original, sino una sucesién de racionales que convergen a él. A las fracciones
Pn/qn que obtenemos usando este algoritmo las llamamos las convergentes
del ntmero irracional a.

El hecho imprescindible que relaciona la ecuacién de Pell con las unidades
de Ok, es (ver [4, Corolario 3.3.7]):

(z,y) satisface x> — dy? = +1 = x/y es una convergente de V/d.

De hecho, las convergentes concretas que satisfacen la ecuacién son las p, /gm
tal que k | m 4 1, donde k es la longitud del periodo de la fraccién continua
de V/d. Concretamente,

Si k|m+1 entonces p2, —dg?, = (—1)".

En particular, las soluciones de la ecuacion de Pell son las convergentes
Pm/Gm con k | m+ 1y m impar.

Volviendo a lo que nos ocupaba, recordemos que buscdbamos un gene-
rador (salvo signo) de Of{d, que se traduce entonces en buscar la solucion
de

22 —dy? = +1
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con x,y € Z™ minimos. La razén de buscarlos positivos es porque todas las
combinaciones de signos posibles se pueden obtener multiplicando por —1 o
calculando su inverso, y pedir que sean lo mas pequefios posibles es para que,
en efecto, sea un generador. Si z + yvd € Of, con z,y > 0, entonces

(m + y\/&)2 = (22 + dy?) + 22y Vd,

y claramente 22 + dy? > z, 2zy > vy, luego el generador debe ser la solucién
minima. Por lo que hemos visto del algoritmo de la fraccién continua, y si
Vd = [ag, a1, az, ..., a1, 2ag] (con periodo k), entonces basta con calcular
la convergente pr_1/qr—1:

apg aj a s Q1 2&0
0 1 po p1 -+ DPr—2 Dr-1
10 g @ - Q2 Qe

Esto quiere decir que (’)}(d = < + (pk,l + %4\/@ >

Cuando d = 1 (4) es practicamente idéntico. En este caso, Ok, = Z[ng],
con ng = 1+—2\/3. Siguiendo un razonamiento similar a lo anterior (esencial-
mente, encontrando sus convergentes), y si escribimos 1} = 1_2\/E, se puede
comprobar que

Pk—1— k175
es unidad fundamental, donde p,, /g, son las convergentes de 74. En particu-
lar, Of = (& (pr—1 — qr-17}) )

1.4. Un ejemplo ciibico

En este ultimo apartado estudiaremos el cuerpo ciibico
K=Q(r) con r=+6.

Es un hecho (no trivial) que para este cuerpo se tiene Ox = Z[r|. Si deno-
tamos por w = /3 = —% + @i, la raiz cibica de la unidad, las raices del
polinomio minimo de r, f(z) = x> — 6, son r, rw, rw?. Tenemos por tanto tres
inmersiones:

d:r—r, o:r—=rw, o:r—rw.

Pero como w? = @, las inmersiones ¢ y o2 son conjugadas. Por tanto, si

r+yr+2r? € Ok (estoes, x,7, z € Z) tenemos, segiin la notacién introducida
después de la Definicion 1.10,

Xz+yr+ar?) = (idz+yr+2r),0(x+yr+ 2r?))
= (z4+yr+ 2z +yrw+ 2r’w?).
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Si un elemento x + yr + zr? estd en Wy entonces
2 +yr+ 2% =1, |z+yrw+ 2ri? =1,

y solo con la primera condicién se tiene que Wy = {£1} puesto que 7,72 ¢ Q.
Para calcular la norma de un elemento sustituimos el valor de w en la
segunda coordenada de X:

1 1
T+ yrw + 2riw? = (x—zyr—er ) —|—z<\2[ r—\fzr2>.

Su modulo al cuadrado entonces es

2
:1:—1?"—127"2 +1 ﬁr—ﬁzr2
2¥" 7 2 2 V"

9 2
( 11 2) <\/§ V3 2)
= |(z— §yr — —2r + | —yr— —=zr

= 22+ %2 +62%r — ayr — z2r? — 6yz,

x + rw+zr2w22
|z +y

y la norma de = 4 yr + 2r? € Ok viene dada por

N(z+yr+ 2r?) = (:L'+yr—|—z7" )|z + yrw + zriw??
= :U+xyr +6:czr—:cyr—:vzzr — 6zyz
+22 yr+ 6y> + 6y22r? — xy*r? — 6zyz — 6y 2r
+z2zr? + 6y 2r + 3623 — 6xyz — 622 — 6yz2r2
= 23 +6y° + 362 — 18zyz2.

Por tanto, el polinomio homogéneo cibico P(z,y,z) € Zlz,y, z] que da la
funcién norma en Ok es

P(x,y,2) = N(z 4+ yr + 2r?) = 2® 4+ 6y® 4+ 362° — 18zyz.
Consideramos ahora los elementos
01 =215 — 42r — 42r%, 0y = 971 — 20887 + 85512,

que cumplen
N(Ol) = —1, N(OQ) = —1.

En particular, 01,02 € O}. Estos nimeros han sido encontrados utilizando
un programa que, para un rango razonable de enteros x e y, buscaba los z
también enteros para los cuales P(x,y,z) = £1. En este caso, la aplicacién
I# . Oy — H' viene dada por

(x4 yr + 2r?) = <log\x+yr+z7“2| log |z + yrw + zr?e?| )
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Podemos hacer un céalculo aproximado (redondeando a la cuarta cifra deci-
mal) de las imdgenes de 01 y 02, en concreto:

1#(01) = (—11'5799, 11'5799),  1#(03) = (—17'3698, 17'3698).

A la vista de estos valores inferimos que son linealmente dependientes, en

particular
3-1%(01) — 2 1% (02) = (0,0).

Quiza pudiera parecer que la dependencia lineal es una casualidad debida
al error cometido con la aproximaciéon, pero en realidad es una consecuencia
inmediata de que ambos vectores, 17 (01) y 17 (02), pertenezcan al hiperplano
H'. En nuestro caso

dmH'=ri+rm—-1=1+1-1=1,
de hecho,
H' = {(z,y) eR*: 2 +y =0} = {(z,—z) eR® : z € R},

y los vectores 1% (01) y 1% (02) son linealmente dependientes.

Ya sabemos que ambos vectores pertenecen a un reticulo de H'. Si qui-
siéramos hallar el menor reticulo que contuviera a ambos, basta con ver
(utilizando los célculos aproximados) que 317 (01) = 2% (02). De una forma
mas rigurosa se puede comprobar que, en efecto,

(215 — 421 — 42r?)% = —(971 — 20887 + 8551%)?,
Yy que por tanto
3log |215 — 42r — 42r%| = 2log |971 — 2088r + 85517,

de lo que se deduce 317 (01) = 217 (03). Sabiendo esto, tomamos ¥ € R? tal
que [ (01) = nv'y I#(02) = m¥ con n,m € Z lo mas pequefios posible. Como
2m = 3n, tomamos n = 2 y m = 3 y el vector resulta ser

[ (01)

7= = [#(£(1 — 67 + 3r?)).

Si nos creemos que el proceso ha sido exitoso (es decir, que el reticulo l#((’)}()
estd generado por ¥, algo nada trivial), el elemento u = #(1 — 67 + 3r2) es
lo que se conoce, recordemos, como unidad fundamental, un generador de la
parte libre de O7F. Es decir, todos los elementos o € O}, satisfacen:

a=+uf, para algin k € Z.

De esta forma, también es unidad fundamental el elemento

1

tu =
1 —6r+ 3r2

= +(109 + 607 + 3312).
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Por dltimo, veamos una aplicacién nada inmediata de nuestro estudio del
cuerpo K:

No eziste ningin cubo perfecto de la forma 6n° +1 con n € Z7T.
De hecho, probaremos algo ligeramente mas fuerte:
{(z,y) € Z* :2° + 6y° =1} = {(1,0)}.

Fijamos para ello como unidad fundamental ug = 1 — 6r + 3r2 > 0. Para
cada (z,y) € Z? con x3 + 63> = 1 consideramos el niimero = + yr € O. Si
calculamos su norma,

N(x +yr) = P(x,y,0) =23 +6y° =1,

asi que x + yr € OF. Por el Teorema de las Unidades de Dirichlet, existe
un k € Z tal que = + yr = f+uf. Ademds, como N(z +yr) = N(ug) = 1,
podemos descartar el caso negativo, de tal manera que

T+ yr= ulg, para algin k € Z.

Queremos concluir que el tinico caso posible es cuando k& = 0, que nos da la
solucién (1,0) que ya tenfamos. Distinguimos primero entre kK > 0y k < 0.
El caso negativo es andlogo al positivo utilizando la unidad fundamental
ual = 109 + 60r + 3372, asi que solo consideraremos k > 0.

Como deciamos, si k = 0 recuperamos la solucién trivial, y k = 1 es
imposible. Supongamos por tanto que k£ > 2. El binomio de Newton nos da

z+yr = (1—06r+3r2)*
ko A A
= Z ( ) 1579 (3r% — 6r)7
=0
koo ke
= 143k(r* —2r)+ ) 37(r* —2r) <3>

Jj=2

Si expresamos (r2 — 2r)7 como una combinacién lineal entera a + br + cr? y
nos fijamos ahora en el coeficiente de r? a ambos lados de la igualdad:

k ' k
0:3k+23fbj(j>,

=2

para algunos enteros b;, o, equivalentemente,

b k
k= 3j_1c'<,>,
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para algunos enteros c;.

Para concluir que esto no se puede dar, consideremos primero la aplica-
cién vs : N — N, que asocia a cada natural n el exponente del primo 3 en la
factorizacién de n (siendo vs(n) = 0 cuando 3 1 n). De la igualdad

<k)_ Kk (k—1)! _k:(k—l)
i) gMk=3) GG -DE-1-(G -1 j\j-1

deducimos que

w((5)) =t = oty +os ((71)) 2 0l - 1

Por otro lado,

j—w3(j) >2 cuando j > 2.

Si v3(j) = 0 no hay nada que probar. Si v3(j) > 1 (es decir, 3 | j), se tiene
j—vs(j) > 30 —v3(j) > 2.

Esto es consecuencia inmediata de que la funcién f(z) = 3% —x sea creciente
en [1,00) y que por tanto alcance su minimo en x = 1, cuyo valor es f(1) = 2.
Con todos estos ingredientes es sencillo encontrar una contradiccion. Re-

cordamos que
k= E 3]_1Cj<.>,
j=2 J

es evidente entonces que 3”3 )*1 no divide el lado izquierdo. Sin embargo,
para 2 < j <k,

guab) 1 < guaB)F14(—us()=2) _ 3= D+s)—us() < 36G-D+s((5))

9

y como tenemos

3/—13%3 (@) |39 e <k>

J

para todo j > 2, concluimos que 3"3*)+1 divide al lado derecho, y llegamos
a la contradiccién deseada.



Capitulo 2

Ideales primos y el grupo de
S-unidades

En este capitulo hablaremos de la estructura de los ideales de Ok . Ha-
bitualmente utilizaremos las letras I, J para denotar un ideal genérico, y
reservaremos p, q para ideales primos. El conjunto de todos los ideales pri-
mos lo denotaremos por

Spec(Ok) = {p < Ok : p es primo},
el espectro de Ok . Ademas, en Ok todo ideal primo es maximal.

Notacién. Dados I,J < Ok, escribiremos I | J si J C I.

2.1. Factorizacion tunica en los ideales de Oy

En general, el anillo Ok no es un dominio de factorizacién unica. Esto
nos fuerza a considerar, no las factorizaciones de los elementos en si, sino de
los ideales principales que generan. Afortunadamente, si tenemos una factori-
zacién unica en ideales primos para todo ideal en O, cosa que nos ocupara
esta primera secciéon y que aprovecharemos durante el resto del capitulo.
Comenzamos dando un resultado general en anillos conmutativos.

Teorema 2.1. En un anillo conmutativo A, p < A es primo si y solo si para
todos I,J < A se tiene

plIJ=p|Idp]|J

Demostracion. (=) Sea p < A un ideal primo. Si IJ C p pero I ¢ p, sea
x € I tal que = ¢ p. Para todoy € J, xy € IJ C p, y como p es primo y
x & p,y € p. Como y era genérico, J C p.

(<) Sean z,y € A tales que xy € p, entonces (z)(y) = (zy) C p, y por
tanto (x) C p 6 (y) C p. Por tanto x € p 6 y € p, por lo que p es primo. [J

25
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Corolario 2.2. Sea K un cuerpo de niumeros. En Ok, sip | py---p,, donde
todos los ideales son primos no nulos, entonces p =p; para algin ©.

Demostracion. Por el Teorema 2.1, p | p; para algin i. Como todo ideal
primo en Ok es maximal, entonces p = p,. O

Necesitamos otros dos resultados previos referentes a los ideales del es-
pectro de Og. El primero de ellos es el siguiente:

Lema 2.3. Todo ideal no nulo de O contiene un producto de ideales primos
no nulos.

Demostracion. Supongamos que el enunciado es falso y tomemos I un ideal
no nulo que tenga fndice minimal! y que no contenga un producto de ideales
primos no nulos. Evidentemente, I # Ok, puesto que Ok contiene ideales
primos no nulos, asi que [Ok : I] > 2. Como I no puede ser primo, deben
existir z,y € Ok \I tales que zy € I. Por tanto los ideales (x) + I, (y) + I
contienen propiamente a I y tienen indice mas pequeno, por lo que existen
Pl Py s .-, qs € Spec(Ok) no nulos tales que

prop C(@)+1, g, C(y) + 1

Por tanto,
Bro Py 0y C () + 1) ((0) + 1) = (ay) + 2l +yl + P C T,

donde usamos que zy € I. Por consiguiente, I contiene un producto de ideales
primos no nulos, lo que resulta ser una contradiccién. ]

Para el segundo necesitamos introducir, para p € Spec(Ok) no nulo, el
Ox-mébdulo
p={zeK:zpCOx}.

Este mdédulo hace las veces de inverso del ideal, en el sentido de que se tiene
pp =0k
como Og-mdbdulos (ver [8, Theorem 3.2]).

Lema 2.4. Para I,J < Ok,p € Spec(Ok) no nulos, pI = pJ si y solo si
I1=1.

Demostracion. La implicacién de derecha a izquierda es trivial. Para la otra,
supongamos que p I = p.J. Multiplicamos por p a ambos lados, y como la
multiplicacién de Og-médulos es asociativa, se tiene I = J. O

1 ’ . . . . e,
Este indice es siempre finito. Lo veremos como consecuencia de la Proposicién 2.12
mas adelante.
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Con esto ya podemos probar la factorizacién tinica en ideales primos.

Teorema 2.5. Todo ideal propio no nulo de Ok es un producto unico de
ideales primos no nulos.

Demostracion. Para la existencia, probaremos por induccién en r > 1 que si
un ideal propio no nulo I < Ok contiene un producto de r ideales primos
no nulos (Lema 2.3), entonces factoriza como un producto de ideales primos
no nulos. Cuando » =1, p C I, y como p es maximal, I = p. Asumiendo el
resultado para r, supongamos p; ---p,,; C I. Como I es propio, existe un
ideal maximal p tal que I C p. Entonces p;---p,.,; C p, y por el Corolario
2.2, p = p; para algtn ¢. De la cadena p; ---p,,y C I C p; multiplicando por
p,; obtenemos
Pro Pic1Pig1 P C P C Ok

Entonces por hipdtesis inductiva p;I es un producto de ideales primos no
nulos, y por tanto I también multiplicando por p,; de vuelta.

Para la unicidad, supongamos p;---p, = q; - - - 5. Podemos cancelar los
ideales primos comunes en ambos lados (Lema 2.4), de tal forma que podemos
suponer que p; # q; para todo i,j. Como py [ py---p, = qy---q,, por el
Corolario 2.2, p; = q; para algun j, lo cual resulta ser una contradiccién. [

2.2. Valores absolutos y el teorema de Ostrowski

Pasamos ahora a hablar de valoraciones.

Definicién 2.6. Para p € Spec(Ok) no nulo, definimos la aplicacién
Uy - OK\ {0} — ZZO7
dada por vp(z) =m si O = p™1 con p 1 1.

Como consecuencia de la factorizacién unica en ideales primos de O,
para cualesquiera z,y € Ok no nulos se tiene

vp(2y) = vp(x) + vy(y).

Esto nos permite extender v, a todo K*: dado o € K* escribimos a = x/y
para z,y € Ok no nulos (Lema 1.9) y definimos

up(@) 1= vy(2) — vy(y) € Z.

Para comprobar que estd bien definido, si z/y = 2'/y entonces xy’ = 2'y.

Por tanto, vy(x) 4+ vp(y') = vp(2’) + vp(y), ¥ vp(x) — vp(y') = vp(2) — vp(y).
En K*, vy(afB) = vp(a) + vp(B) para todo «, B € K*, asi que la aplicacién

UPZKX%Z
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es un homomorfismo de grupos sobreyectivo (para x € p\p?, vp(z) = 1).
Definimos vy,(0) = oo, donde oo > n para todo entero n.

En Ok, vp(x +y) > min(vy(x),ve(y)). Si @, y 6 x + y son alguno 0,
entonces la desigualdad es trivial. Si no es el caso y m := min(vy(x), vp(y)),
entonces p"" | xOk, p™ | yOk, y por tanto z,y € p™. Como p es ideal,
x+y € p™, asi que vy(x + y) > m. Esta desigualdad se extiende a todo K
de manera natural: vy(o + ) > min(vp(x),vp(5)), para todo o, 3 € K. Por
consiguiente, vy es una valoracién en K.

Definicion 2.7. Fijada una constante ¢ > 1, definimos la aplicacién

"‘p: K % R
a = aly

dada por |al, = ¢™%(®) para a € K* y |0], = 0. Esta aplicacién es un valor
absoluto p-ddico en K.

Cumple las propiedades de cualquier valor absoluto sobre un dominio de
integridad:

» No negativa: |af, > 0.

» Definida positiva: |a|, = 0 si y solo si o = 0.
» Multiplicativa: |aB|, = |alp|Blp-

» Desigualdad triangular: |a+ B, < |afy + [B]p.

Ademsds, también satisface la propiedad mas fuerte

o+ By < maéx(|aly, |Bly),

que se conoce como desigualdad ultramétrica. Los valores absolutos que sa-
tisfacen esta condicién adicional se llaman no arquimedianos o ultramétricos.
En caso contrario, se llaman arquimedianos.

Cambiar la constante ¢ produce una norma equivalente (en el sentido de
que la topologia inducida es la misma), asi que tenemos una topologia p-adica
bien definida en K independiente del valor de c. Para p,q € Spec(Ok) no
nulos con p # q los valores absolutos p-ddico y g-adico no son equivalentes:
el teorema chino del resto nos permite encontrar un x € Ok tal que

=0 méd p, z=1 mdd q,

asi que el valor absoluto p-ddico de x es menor que 1 mientras que el g-adico
es igual a 1; por tanto, no son equivalentes.
Los valores absolutos arquimedianos en K se definen en términos de las

inmersiones 0 : K > Ryo: K —C:
= [o (@)L,

|OZ’0_ *
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donde | - |« es el valor absoluto estdndar en R y C. Con la notacién previa,
tenemos 71 + 2r9 inmersiones, pero solamente 1 + 5 valores absolutos arqui-
medianos en K (bajo equivalencia) puesto que las inmersiones conjugadas
complejas producen el mismo valor absoluto (Ja + bi|s = |a — bi|~ en C).
Nuestro primer objetivo es demostrar el Teorema de Ostrowski para va-
lores absolutos no arquimedianos, que afirma que cualquiera de estos valores
absolutos es equivalente a uno p-ddico para un unico p € Spec(Ok) no nulo.

Lema 2.8. Sea p € Spec(Og) no nulo. Si o € K* y vy(a) > 0 entonces
a=uz/y conx,y € O no nulos y vp(y) = 0.

Demostracién. Escribimos aOy = IJ ™! para I, J ideales coprimos en Of.
Como wvp(a) > 0, p { J. Tomamos un z € I\ pI y definimos un nuevo ideal
L = 217!, Entonces tenemos

() =IJ ' =TIL(JL)™ .
Claramente I L = (z) es principal. Por otro lado
JL=IL(@)" = (z)(a) ! = (waY),

asi que JL también es principal, digamos JL = (y). Los ideales L y p son
coprimos, ya que si no lo fueran p | L y por tanto L C p, pero que zI~! C p
implicaria que x € p 1, lo que contradice la eleccion de xz. Como J y L no
son divisibles por p, vy(y) = 0. Por tanto

(a) = (2)(y) " = (z/y),
y, reescalando por una unidad, a = x/y con v,(y) = 0. O
Teorema 2.9. Sea v : K* — R un homomorfismo no nulo con
v(a+f) = min(v(a), v(B)). (¥)
Entonces v = tvy para un unico p € Spec(Ok) no nulo y t > 0.

Demostracion. La unicidad es sencilla. Si v = tv, para p no nulo,
{a €Ok ity >0} ={acOk:v, >0} ={acOg:aecp}=p.

Como tv, toma valores positivos exclusivamente en p, podemos recuperar p
de las propiedades de tv,. Como t es el valor positivo mas pequeno que tv,
toma en K*, el valor de t estd determinado también.

Para la existencia de un p y un ¢ tal que v = tvp, probaremos que el
conjunto

p:={a e Ox\{0}:v(a) >0} U{0}
satisface p € Spec(Ok) y que v = tv, para algin ¢t > 0.
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Primero veamos que v(«) > 0 para todo o € O\ {0}. Como v(1-1) =
v(1) + v(1), v(1) = 0. Por tanto 0 = v((—1)?) = 2v(—1), as{ que también
v(—1) = 0. Por induccién, y usando (x), se tiene que v(n) > 0 para todo
n € 7Z no nulo. Para o € Ok no nulo, podemos escribir una ecuacién de
dependencia sobre Z

"4 taja+ag =0,

a” +ap_1a"”
con a; € Z. Elegimos n lo més pequeno posible, de tal forma que ag # 0.
Reescribimos la ecuacion de arriba como

n 1

a” = —ap_18" " — - — a1+ ag.
Si a; # 0, v(—aja?) = v(a;) + jv(a) > ju(a). Cuando a; = 0, el término
ajo’ es 0 y podemos ignorarlo.

Ahora si v(a) < 0, entonces v(—aja?) > (n — 1)v(a) ya que j < n — 1.
Por tanto, extendiendo (%) a una suma de varios términos,

L —aa+ag) > (n—1v(a)

v(—ap—1a"”
Como v(a™) = nv(«a), tenemos nv(a) > (n — 1)v(a), asi que v(a) > 0. Esto
contradice nuestra asuncién inicial v(a) < 0. Por tanto v(a) > 0.

Como v no es idénticamente 0 en K*, tampoco lo es en Og\ {0}, lo
que significa que debe tomar algin valor positivo en O\ {0}. Por tanto, el
conjunto p no es {0}. Como v es un homomorfismo y cumple la condicién
(*), el conjunto p es un subgrupo de Ok, y también es un Ox-mddulo debido
a la no negatividad de v en Ok \ {0}. Por tanto p es un ideal de Og. Como
v(l) =0, 1 # p, asi que es un ideal propio de Ok. Veamos que es un ideal
primo. Supongamos que «,3 ¢ p y aff € p. Por tanto, v(a) = v(8) = 0,
y v(af) = v(a) + v(B) = 0, lo que contradice que af € p. Concluimos
finalmente que p € Spec(Ok).

Ahora probemos que v = tv, para algin t > 0.

Primero veamos que si vp(a) = 0, entonces v(«) = 0. Por el Lema 2.8
podemos escribir o = x/y con z,y € Ok y vy(y) = 0. Por tanto vp(x) =
vp(ay) =0+ 0= 0. Como z,y € Ok y no estan en p, la definicién de p nos
dice que v(z) = v(y) = 0, de lo que concluimos que v(a) = 0.

Finalmente veamos que v = tv, para algin t > 0. Para o € K*, sea
n = vp(a) € Z. Elegimos v € p\ p?, de tal manera que vy(y) =1y v(y) > 0.
Por tanto vy(a/7™) =0, y v(a/y™) = 0, y entonces

v(@) = nv(y) = vp(@)o (7).

La eleccion de v no tiene nada que ver con «. Esta ecuacién se cumple para
todo o € K*, asi que v = tv, con t = v(7y) > 0. O
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Corolario 2.10 (Teorema de Ostrowski). Todo valor absoluto no arqui-
mediano en K es equivalente a un wvalor absoluto p-ddico para un unico
p € Spec(Ok) no nulo.

Demostracion. Sea |- | un valor absoluto no arquimediano en K. Considera-
mos la aplicacién
v: K* — R
a = —logla]

Es sencillo ver que v es un homomorfismo de grupos, y, por ser |- | no
arquimediano, también satisface la condicién (x), asi que por el Teorema 2.9
existen un unico p € Ok no nulo y una constante t > 0 tal que

—log|a| = tup ().

Reescribiendo la ecuacién como |a| = (€)™, vemos que | - | es un valor
absoluto p-adico con constante ¢ = e! > 1. O

2.3. Normas de ideales y férmula producto

Ahora ya tenemos una clasificacién de todos los valores absolutos en K
en funcién de la topologia inducida. A cada clase de equivalencia de valores
absolutos la llamamos lugar.

Denotamos por Mg, o simplemente M, al conjunto de lugares de K salvo
una excepcién: para los valores absolutos arquimedianos complejos (si los
hay), elegimos los dos representantes conjugados, a pesar de que producen
la misma topologia. El motivo de tomar ambos valores absolutos aparecera
de forma natural méas adelante. Escribiremos M para denotar los valores
absolutos arquimedianos, que por tanto tendra r; +2ry = n elementos, y M°
para M\M®.

Recordamos que, para los valores absolutos no arquimedianos, teniamos
la eleccién de la constante ¢ > 1 como grado de libertad. Queremos elegir
unas constantes ¢ adecuadas de tal forma que podamos obtener una expre-
sién cerrada en funcién de los valores absolutos. Para ello, introducimos la
siguiente nocién de norma.

Definicion 2.11. Para I < Ok un ideal no nulo, definimos la norma absoluta
de I como el cardinal del anillo cociente Ok /I, esto es,

Ni o) =[Ok /I|.
Por convencién, definimos N((0)) = 0.

En primer lugar veamos por qué esta definicién extiende nuestro concepto
inicial de norma.
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Proposicion 2.12. Sea x € Ok . Entonces

Nijo((2)) = [Nk /o).

Observacion. En el lado izquierdo tenemos la norma absoluta del ideal gene-
rado por x mientras que en el derecho tenemos el valor absoluto de la norma
del elemento x que vimos en la Definicién 1.11.

Demostracion. Para x = 0 el resultado es trivial, asi que asumimos x # 0.
Por el Lema 1.14, sabemos que el anillo de enteros Og es un Z-médulo
de dimensién n. Por otro lado, el ideal zOg también es un Z-médulo de
dimensién n porque la aplicacién m, : Ox — Ok es un isomorfismo de Z-
médulos (es inyectiva por ser Ok un dominio de integridad y es claramente

sobreyectiva).
Sabemos por tanto que existe una Z-base {ej,...,e,} de Ok y enteros
positivos ¢; € Z* tales que {ciei,...,cpen} es una Z-base de xOk. Por

consiguiente, el cociente O /xOf es isomorfo a [[;; Z/¢;Z; en particular,
Nijo((@) =Tz, o

Consideramos la funcién Z-lineal u : O — xOg definida en la base
anterior como u(e;) = ¢;e;, con determinante det(u) = [[I; ¢;. También sa-
bemos que {zeq,...,xe,} es una Z-base de xOf, asi que podemos considerar
el automorfismo de cambio de base v : xOg — Ok dado por v(ce;) = we;.
Por tener v inversa, det(v) es invertible en Z, asi que det(v) = £1. Por otro
lado, la composicién v o u es claramente la multiplicacién por x, m,, cuyo
determinante es N q(7) por definicién.

Juntando todo esto obtenemos

Ny jg(x) = det(my) = det(v) det(u) = £ [ [ e; = £Ngq((2)),
=1
lo que concluye la prueba. O

Como corolario inmediato, Ng/q(I) < +o0c para cualquier ideal I < Ok
no nulo. Veamos ahora que la aplicacién N g es completamente multiplica-
tiva.

Proposicién 2.13. Sean I,J < Ok. Entonces

NioIJ) = Nk o) Nk o(J)

Demostracion. Veamos primero que la norma es multiplicativa en ideales
primos. Sean p,q € Spec(Ok) distintos y no nulos (si alguno es cero, el
resultado es trivial). Entonces, por el Teorema Chino del Resto,

Org/pq=0k/px0k/q.

Asf que, tomando cardinales, Ng o(pq) = N o) Nr/o(q)-
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Comprobemos ahora que Ng/q(p") = N /g(p)" por induccién en n. El
caso n = 1 es evidente, asi que supongamoslo cierto para n. Consideramos
la aplicacién

L OK/anrl — (’)K/p”
z+ptt s a4t

que es claramente sobreyectiva y cuyo ntcleo es kerm = p™ /p"tl. Por el
Primer Teorema de Isomorfia tenemos

O/ P = [p" /9" |- |Ox/ P" |,
es decir,

Nicjg(p™™) = 9" /0" |- Ngjo(p™).

Para calcular |p™ /p"*!| tomamos un p € p\p? y consideramos el homo-
morfismo de grupos

Ox/p — p"/p""

r4+p = zpt+ptt!

Veamos que es isomorfismo:

n+1

» Para la inyectividad, si xp”™ € p"*!, como p ¢ p? necesariamente = € p,

es decir, z = 0 en O/ p.
= Para la sobreyectividad, tenemos la cadena de ideales

pi Tt C (p") 4+ p™ T C

=

donde la primera es estricta porque p ¢ p2. Como no hay ideales inter-
medios entre p” y p"*!, necesariamente se tiene (p") + p"*! = p”, por
lo que la aplicacién es sobreyectiva.

Por ser isomorfismo, tenemos
[p" /0" = 10K/ p| = Niso(b),
y por tanto,
Niio(p"™) = N jo(p) - Nijo(™) = Ngjo(p)" .

Finalmente, sean I, J < O ideales no nulos (si alguno de ellos es cero el
resultado es trivial). Los descomponemos en ideales primos:
e,

I=p. . .pyr J:q’fl...qfs.

Utilizando lo anterior, es trivial comprobar que se cumple N, K/Q(I J) =
Nicjo()Nkg(J)-
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Definimos ahora qué constante tomamos para cada valor absoluto no
arquimediano. Si p € Spec(Ok) es no nulo, definimos

|z = NK/Q(p)*vp(m)/[K:Q]

para x € K*. Es decir, tomamos como constante la norma absoluta del ideal

primo p (que sabemos que es mayor que 1 por definicién) elevada a 1/[K : Q).
De esto obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.14 (Férmula producto). Six € K*,

I Izl =1.

veEM
Demostracion. Como los valores absolutos son multiplicativos, basta con
comprobar la igualdad para z € Ok\ {0}.

Supongamos primero que x € Oj. En este caso, |z, = 1 para todo

p € Spec(Ok) no nulo (o, equivalentemente, |z|, = 1 para todo v € MY).
Por tanto, solo sobreviven los valores absolutos arquimedianos v € M. Si
o es una inmersién de K en R o C, tenemos

1/[K:Q]

IT 1zl = TT lelo =] lo@) = [Ni/g(@)] -
veEM veEM>® o

La igualdad de arriba se cumple porque permitimos a cada par de inmersio-

nes complejas conjugadas ser consideradas como elementos distintos de M

a pesar de inducir el mismo lugar. Como = € O, NK/Q(x) = %1, asi que
1/[K:Q]

[Nk /o(@)] = 1.

Sea ahora z ¢ Oj. El ideal 2Ok es propio. Consideramos su descompo-
sicion en ideales primos:

%1 a
:L’OK = pl P
donde o > 1. Los tinicos términos de [] .,/ [2]» que no son necesariamente
1 provienen de los valores absolutos p-adicos asociados a pq,...,p, vy de los
arquimedianos. En otras palabras, si q # p;, entonces |z|q = 1. Por tanto,

tenemos lo siguiente:

T

I lele= TT lalo T Iz,

veEM veEM® 7j=1
Como en el caso anterior, [, crse [0 = ’NK/Q(x)}l/[K:Q], asi que solo nos
queda por calcular el segundo productorio. Utilizando la definicién:
. ., 1/[K:Q]
H 4Py = HNK/Q(pj)_aj
j=1 J=1

Pr . _ .
op:2 13 NK/Q (1’0[() 1/[K:Q]

Prop 2.12 —1/[K:
2 | Nipa) T,
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y por tanto concluimos

[T Iok = [Nicjo(@)| V5 - [ Nig g ()| = 1. O
veM

Observacidon. En realidad, no es necesario separar los dos casos como hacemos
en la demostracién. El segundo caso es aplicable a x € Ok si relajamos la
hipétesis de a; > 1 a a;; > 0.

Ejemplo 2.15. Veamos que la formula producto se verifica en K = Q. Ya
sabemos que O = Z y que

Spec(Z) = {(p) : p es primo} U {0} .

Ademads del usual, tenemos un valor absoluto no arquimediano para cada
nimero primo p. La valoracién asociada a p viene dada por v,(z) = m si
x=p"y conabeZypia, ptb. Por otro lado,

Nkjo(pZ) = [Z/pZ] = p,
asi que el valor absoluto asociado (teniendo en cuenta que [K : Q] = 1) es:
]y = p~ @),

Comprobamos ahora la férmula. En realidad, por ser los valores absolutos
multiplicativos, solo hace falta probarla para un = € Z no nulo. En tal caso,
consideramos su descomposicién en primos

'
x::I:Hp?j = tpi*...pp7,
j=1

donde los a;; > 1. Esto implica que si ¢ es primo y ¢ # p; entonces |z|, = 1.
por tanto, tenemos:

r r r
|SC‘U = |:E| |£C|pj = paj pA_aj =1.
J J
7j=1 j=1 7j=1

veM

2.4. El grupo de S-unidades

Antes de introducir los conceptos de S-entero y S-unidad, veamoslo pri-
mero en Q. El conjunto S va a ser una coleccion finita de primos, y un
S-entero sera un nimero racional cuyo denominador factorice completamen-
te con los primos de S. Una S-unidad, por tanto, serd un S-entero cuyo
inverso sea también un S-entero. Si S = {p1,p2,...,pr}, y denotamos por
Og el anillo de los S-enteros, entonces tenemos

Os =Zl(ppa--.pp) ™)y O = {£p0"p5*...0p* : oy € Z}.
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En principio, esta notacion podria solaparse con el anillo de enteros O, pero
empleando letras diferentes (S y K) no habra confusién.

Para generalizar este concepto a un cuerpo de ntimeros K, no podemos
emplear directamente la misma idea porque Ok no tiene por qué ser un
dominio de factorizacién unica. Para ello hemos introducido previamente los
ideales primos y los valores absolutos p-adicos. A partir de ahora S serd una
coleccién finita de ideales primos en Of, es decir,

S ={p1, Py, bp : p; € Spec(Ok) no nulos} .

Recordamos que si o € K*, entonces existen x,y € Ok tales que o =
x/y (Lema 1.9); de hecho, se puede suponer que y € Z*. Como si tenemos
factorizacién tnica en ideales primos, diremos que un o = z/y € K* es
S-entero si al factorizar el ideal (o) = (x)(y)~! en Ok, las tinicas potencias
negativas corresponden a ideales primos de S, y diremos que es S-unidad si
todas las potencias (positivas y negativas) son de elementos de S.

Podemos formalizar algo méas nuestra definicién usando valores absolutos
p-adicos:

Definicién 2.16. Sea o € K*. Diremos que « es S-entero si
|a|q < 1 para todo q ¢ S,

y diremos que es S-unidad si
|a|q = 1 para todo q ¢ S.

Denotaremos por Og el anillo de los elementos S-enteros, y por OF su grupo
multiplicativo de las S-unidades.

Para cualquier cuerpo de nimeros K y cualquier eleccién de S, el grupo
de S-unidades OF satisface las siguientes propiedades:
P1. O% es un grupo con la multiplicacién.
P2. Para cualquier o € K — {0} existe un S tal que o € OF.
P3. Of esta finitamente generado.
Las dos primeras son consecuencia inmediata de la definicién, mientras que
la tercera proviene del hecho de que el anillo de enteros es noetheriano.

El resultado principal, que tomaremos como punto de partida y que por
ahora solo enunciamos, es el teorema de las S-unidades.

Teorema 2.17 (S-unidades). La ecuacion x +y = 1 tiene un numero finito
de soluciones con x,y € OF.

Este serd la clave para probar la finitud en las soluciones de numerosas
ecuaciones diofanticas. Un primer ejemplo, si K = Q, es el siguiente:
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Ejemplo 2.18. Solo hay un numero finito de potencias de 2 que, sumadas
a una potencia de 5, tienen como resultado una potencia de 3 (como, por
ejemplo, 22 + 5! = 32). En efecto, si tomamos S = {(2), (3), (5)}, entonces

Of = {£2713%25% : o, € 7},

y existen un numero finito de pares (z,y) tales que z,y € O y x +y = 1.
De todos ellos seleccionamos aquellos tales que z = 24377, y = 55377, con
a, 3,7 € Z*, que nos dan todas las soluciones posibles al problema inicial.

Sin embargo, no nos centraremos en este tipo de ecuaciones exponenciales,
sino en las polinémicas. El resultado que consideraremos serd el siguiente.

Teorema 2.19. Sea K un cuerpo de nimeros. Si P € K[z,y] es homogéneo
con deg P > 3 y sin factores maltiples, entonces para cualquier ¢ € K\{0}
la ecuacion P(x,y) = c tiene un nimero finito de soluciones con x,y € Og.

Observacion. Si ¢ = 0 es facil encontrar un contraejemplo. Por ejemplo, si
P(z,y) = 23 —y3 € Q[z,y] y S es cualquier conjunto de primos, entonces
P(z,z) =0 para todo z € Og.

De este teorema podemos deducir el siguiente resultado.

Corolario 2.20. Sea P € Z[x,y] homogéneo con algin factor irreducible de
grado al menos 3, entonces para ¢ € Z\{0} la ecuacion diofdntica P(x,y) = ¢
tiene solo un nidmero finito de soluciones enteras.

Demostracion. Sea P € Z[z,y] como en el enunciado. Entonces existen po-
linomios homogéneos @, R € Z[z,y] con P = QR y deg @ > 3. Como ¢ # 0,
si (z,y) € Z x Z tenemos

#{(z,y): Plz,y) = c} =Y #{(z,9) : Qz,y) = d, R(x,y) = ¢/d},

d|c

donde d recorre los divisores (positivos y negativos) de c. Por el Teorema 2.19,
existe un ndmero finito de soluciones Q(z,y) = d para z,y en algiin Og. En
particular, sea cual sea el S, existe una cantidad finita de soluciones enteras.
Esto implica que también son finitas la soluciones enteras de P(x,y) =c¢. O

Ejemplo 2.21. Para n,d,c € Z*, consideramos el polinomio de coeficientes
enteros P(z,y) = 2" — dy". Veamos que para n > 3 podemos aplicar el
resultado anterior. Si llamamos ¢ = z/y, podemos considerar el polinomio

f(t) = P(t,1) = t" — d.

Para ver que f no tiene factores miltiples, recordamos el siguiente resultado
elemental de Teoria de Galois:

f no tiene factores multiples < mcd(f, f') = 1,
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donde f’ denota la derivada (formal) de f. Utilizando esto, nuestro ejemplo
se vuelve trivial, pues f'(t) = nt" !, y med(t" — d,nt" 1) = 1.

Como f no tiene factores multiples, P tampoco los tiene, luego podemos
aplicar el teorema y concluir que existe una cantidad finita de soluciones
enteras a la ecuacién ™ — dy™ = ¢ siempre que n > 3.

Por tanto, solo puede haber infinitas soluciones en los casos n = 1y
n = 2. De hecho, si n = 2 y d no es un cuadrado perfecto, obtenemos la
ecuacién de Pell 22 — dy? = ¢, que tiene infinitas soluciones.

Nuestro objetivo serd probar la equivalencia entre los Teoremas 2.17 y
2.19, que a priori hablan de cosas distintas. La implicacién verdaderamente
interesante es como del teorema de las S-unidades se deduce la finitud de
soluciones S-enteras en un polinomio homogéneo, aunque veremos ambas
por establecer la equivalencia.

Demostracion (del Teorema 2.19 usando el Teorema 2.17). Sea P € K|z, y]
con las hipétesis del teorema. Escribimos

d
P = Z \jwdy®I,
j=1

donde \; € K. Para factorizar el polinomio, sacamos factor comin y?

d
d )
P=y"d A
=1 Y

Si llamamos t = x/y entonces tenemos un polinomio en una variable

d
f&)=P(t,1)=> Ntl.
j=1

Como K C C, el polinomio factoriza

d

F@) =] (agt +by),

Jj=1

donde a;,b; € C. Finalmente reescribimos P:

d d
P:de<ajz+bj> H ajx +bjy) € Clz,y],
i=1 i=1

y de hecho podemos suponer para la prueba que aj,b; € K; si no estdn en
K, estardn en alguna extension finita suya, y podemos ampliar el cuerpo
para incluirlos. Esto hace mas grande el anillo Og, pero demostrar la finitud
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de soluciones aqui es suficiente para probarlo en el anillo original. Por P2,
podemos extender S de manera que a;,b;,c € OF.
Supongamos que (x,y) € Ogx Og es solucién de P(x,y) = c. Si definimos
¢j = ajx + bjy, entonces
d d
(ajx + bjy) = H cj=c.
= j:l

7=1

Sig¢s,
l¢jlq = lajz + bjylq < max(a;zlq, [bjyle) <1,
asi que ¢; € Og.
Como d > 3, definimos

dy = agbz —azby, dy =a1bz3—azby y d3z=aiby— azb;.

Los tres satisfacen dy,da,ds € K\ {0}, ya que si alguno fuera nulo entonces
P tendria factores multiples. De nuevo, podemos ampliar S de tal forma que
di,dy y d3 sean S-unidades. Como OF es un grupo (P1), los elementos

c1dy c3ds

X = Y = >*=2
cody’ cody’

también son S-unidades, que ademas satisfacen

X+Y _ Cldl +C3d3
cads
(a1 4 bry)(azbz — agbe) + (azx + b3y)(a1ba — azby)
B cads
_arazb3r — bibsagy + a1bebsy — brazazx
B cads
(a2 + boy)(a1bs — asby)
B coda
_ cady
T ady
= 1.

Como el conjunto de pares (X,Y) € Of x OF tales que X +Y =1 es finito,

escribimos
_adi ez t+bhydi  az/y) +hidy

cody  agx +boyds  as(z/y) +bady
Asi que el conjunto de valores que toma x/y es finito, digamos {t1,...,tx}.
Paraun j =1,..., N fijo tenemos

X
P(J"ay):C? ;thv
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y por tanto los posibles valores de y corresponden a las soluciones de la ecua-
cién P(tjy,y) = ¢, que son finitas por tratarse de una ecuacién polinémica
en una variable. Si consideramos todos los t;, concluimos que los posibles
valores de y también son finitos, y como z/y = t; para algun j, los de x
también lo son, lo que concluye la prueba. O

Demostracion (del Teorema 2.17 usando el Teorema 2.19). Por (P3), el gru-
po de unidades Of estd finitamente generado, digamos

O ={(g1,---,9r)-
Esto quiere decir que
Os={g7"...90" :a; € L}.

Consideramos el subgrupo (Oi“g)?’ = { gige (f)g} que es normal trivialmente
por ser 0% conmutativo. El grupo cociente O%/(0%)?3 es finito, de hecho

05/(05)° ={lg" ... g7"] - a; € {0,1,2}}.

Por tanto, cualquier elemento g € Of puede escribirse como g7 ... g h3
donde a; € {0,1,2} y h € O%.

Llamamos hj...,hy a un conjunto completo de representantes de las
clases de 0%/(0%)3 (N < r3). Supongamos entonces que (z,y) € 0% x O%
satisface x 4+ y = 1. Por tanto, existen h;, h; y X,Y € OF tales que

r=hX% y=hY3

Consideramos los polinomios F;; = hi X3 + ij3, 1 < 4,7 < N. No tienen
factores multiples, puesto que su factorizacién es

2
hiX? 4+ Ve = [T (V X + /hjw*Y),
k=0
donde w = —5 + i € C (una raiz cibica primitiva de la unidad). Como

para los polinomios P; ; existe una cantidad finita de X,Y € Og tales que
P; ;(X,Y) =1, tenemos también una cantidad finita de (z,y) € OF tales que
z+y=1. O



Capitulo 3

El teorema de las S-unidades

El objetivo final del trabajo y el contenido de este capitulo es la demostra-
cién del teorema de las S-unidades, ya enunciado en el capitulo anterior. Para
ello necesitaremos introducir el concepto de altura en cuerpos de nimeros y
explorar muy a fondo sus propiedades.

3.1. Alturas

Sea K un cuerpo de niimeros. Antes de entrar a hablar de alturas, recor-
demos la definicién del espacio proyectivo y su construccién.

Consideramos el conjunto K™\ {0}. En él definimos la relacién de equi-
valencia

(T0y -y @) ~ (T, -y ah) & INE K™ (20,...,2)) = (A\z0,. .., A\Tp).

El cociente,
P" = P"(K) == (K" {0}) / ~,

es el espacio proyectivo n-dimensional sobre K. Denotamos por [zg : ... : &)
a la clase de (xq,...,zp).
Definicién 3.1. Sea P = [z¢ : ... : x,] € P"(K). Definimos la aplicacién

Hi :P"(K)—R
dada por la expresién

Hg(P) = [] sup|ajlo.
veM 7

Diremos que Hg (P) es la altura de P.

41
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Lo primero que debemos comprobar es que esta aplicacion esta bien de-
finida. En efecto, si A € K* y P = [Azg :...: Azy], tenemos

sup [Azj|v = |Alvsup [z,
J J

de tal manera que

IT sup Azl = (H !A|v> (H Su_plfvjlv> = I sup Iz,

veM 7 veEM veM 7 veM 7

donde utilizamos la férmula producto aplicada a A. Esto demuestra que la
altura de P € P"(K) estd bien definida, puesto que no depende del repre-
sentante elegido. En particular, podemos asumir que una coordenada de P
es 1, de tal manera que Hg (P) > 1 siempre.

Notacién. Hi(zg:...:xy) = Hg([xo: ... xy)).

Sea ahora L/K una extensién finita, de manera que L también es un
cuerpo de nimeros. Tomamos un P = [zg : ... : x,] € P*(K) C P*(L).
Queremos comparar las alturas de P con respecto a K y a L. Se puede
probar (ver [17]) que todo valor absoluto w € M|, puede ser entendido como
una extensién de otro v € Mg, y que, si escribimos w | v para denotar que
w extiende a v, se tiene la identidad

H |Z]w = |z[o
wlv
para todo x € K. Por tanto,

Hy(P)= ][] swlejle = [] [[swplejle = ] suplajle = He(P).
J J J

’LUGML UEMK w|1} ’UEMK

Esto implica que, de hecho, tenemos una altura absoluta definida para todo
P € P*"(Q), y que no depende del cuerpo de nimeros K al cual = pertenece.
Eso nos permite olvidarnos del subindice K de ahora en adelante.

Es habitual también trabajar con la altura logaritmica:
h:=log H.

Como H(P) > 1, satisface h(P) > 0. Esta altura logaritmica proviene de
una version aditiva de la férmula producto, mas natural en otros contextos.
También definimos la altura de un elemento x € Q como

H(z):=H(l1:xz), h(z):=h(l:2z)=IlogH(x)

En particular, H(0) = H(1) =1y h(0) = h(1) = 0. Veamos algunas propie-
dades generales.
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Proposicién 3.2. Sean z,z1,...,z, € Q:
(1) h(z) > 0.
(2) h(1/x) = h(z) y, mds generalmente, h(z™) = |m|h(z) para m € Z
(3) sup; A(z;) < h(L:ay:...:a2,) < h(wy) + -+ h(z,).
(4) h(z1...2r) < h(21) + - + h(zy).
(5) h(z1+-+az,) <h(l:iazy:...:z)+logr.
(6) h(o(z)) = h(z) para todo o € Gal(Q/Q).

Demostracion. (1): Trivial sabiendo que H(z) > 1.

(2): H(1/x) = H(1 : 1/x) = H(x : 1) = H(z). Esto prueba la primera
parte, y nos permite suponer para la segunda que m > 0. Para probarlo
basta con observar que

H(z™) = [] sup{1,l2™|s} = ] sup {1 [xls}™ = H(z)™
veM veM

y tomar logaritmos.
(3): Tenemos la cadena de desigualdades

sup H(z;) = sup H(1:x;) =sup [ sup{L|a;l,}
J

J I veM
< ] sup{L lwalos o |z} = HQ 2y : )
veEM
s
< H H sup {1, |z;|,} = H(x1)... H(z,),
j=1lveM

y tomando logaritmos obtenemos

suph(xj) <h(l:zy:...:2) <h(xy)+ -+ h(z,).
J

(4): De nuevo, basta con tomar logaritmos en

H(zy--z,) = H sup {1, |1 2r|v}
veM
,
< TI IIsw itz
veM j=1

= H(xy) - H(z,).

(5): Distinguimos entre si v es arquimediano o no. En el primer caso, si
ve M™®,

|$1 I xr‘v < sup |’l“(13j’v = ‘r’v sup ‘1.]"7)-
j J
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En el segundo caso, si v € MY, podemos usar la desigualdad ultramétrica,
de tal forma que

[Z1 + - + 2| < sup [@jly.
j
Ademss, [[,epze |7l = 7 puesto que r € ZT, asi que

Hxy+-+z,) = H sup {1, |x; + -+ z|u}
veM

< r H sup{l,sup ]:L“j\v}

veM J
= rH(l:zy:...:2,),

y tomando logaritmos se obtiene

h(xi+--+x) <h(l:zy:...:2,)+logr.
(6): Es inmediato observando que, por definicién, |o(z)|, = |z|w, de
tal manera que la conjugaciéon actda como una permutacién en los valores
absolutos, dejando invariantes tanto H(x) como h(x). O

Ejemplo 3.3. Sea K = Q. Vamos a buscar una férmula explicita para la
altura de un a/b € Q*. Recordamos que para cualquier nimero racional,
y en particular para un x € Z no nulo, tenemos el tnico valor absoluto
arquimediano, que resulta ser el usual, y uno no arquimediano para cada
primo p dado por

x|, = por(®),

donde vy(x) = m si @ = p™c con p{c. En particular, si  es entero, |z|, <1
para todo primo p.

Tomamos ahora un a/b € Q* arbitrario y con la fraccién irreducible. Se
tiene

h(a/b) =h(1:a/b) =h(b:a) = Zlogsup{|a|v, ]y}

Ahora bien, si v es no arquimediano, necesariamente sup {|al,, |b|,} = 1, pues
si no fuera asi existiria un primo p tal que p | a y p | b, contradiciendo asi la
irreducibilidad de a/b. Por tanto todos los términos de la suma correspon-
dientes a valores absolutos no arquimedianos son nulos, y obtenemos

h(a/b) = sup {log|al,log |b|} .

Un resultado fundamental que sera clave en la demostracion del teorema
de las S-unidades es el siguiente.
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Teorema 3.4 (Northcott). Para cualesquiera enteros positivos B y d, solo
existe una cantidad finita de mimeros algebraicos o € Q tales que h(a) < B
y deg(a) < d.!

En consecuencia, para cualquier n dado, solo existe una cantidad finita

de puntos P € P"(Q) con altura acotada y grado acotado.

Demostracion. Para d = 1 la afirmacién anterior se reduce al hecho de que
solo existe un nimero finito de ntimeros racionales con altura acotada por
B. Esto se deduce del ejemplo anterior de manera trivial gracias a la formula
h(a/b) = sup {log |al,log |b|} para a,b € Z coprimos.

El caso general se puede reducir a esto. Sea a € Q con deg(a) < d y
h(a) < B. Por la Proposicién 3.2 la altura es invariante por los automorfis-
mos de Galois, de manera que h(o(«)) < B para todos los como mucho d
conjugados o(a) de a. Si deg(a) = dy < d, para 0 < r < dy consideramos los
polinomios simétricos elementales

eT(X1>X27"'7Xd0) = Z X]lXJr

1<1<...<jr<do
Por la Proposicién 3.2,

her(a® a®, . ol < S A9 -a67) 1 log <d0>
.

1<j1<...<jr<do

d d
< < O)Th(@) —i—log( O)
r r
d
< (rh(a) +1)
r
< 29(dB+1).
Por otro lado, como e, (oM, a(? ... ald)) es invariante por cualquier per-
mutacién de los a9 y por tanto por cualquier automorfismo del grupo de
Galois que generan, se tiene que er(a(l),a@), ce ,a(do)) € Q para cualquier

r, por lo que su altura, y en particular la de «, estdan acotadas.
Por tdltimo, la afirmacién de los puntos proyectivos es consecuencia de las
propiedades de la Proposicién 3.2. ]

Veamos ahora un par de lemas previos a la prueba del teorema de las
S-unidades.

Lema 3.5. Sean Pj = agj + ayjx + -+ + apga”™ € Zlx] con j =1,....m y
x € K que no sea un cero comin a todos los P;. Entonces

h(Pi(x):...: Pp(z)) < nh(xz)+log(n+ 1) + log s;p lag;|-
7-]

'Recordamos que el grado de un ntimero algebraico es el grado de su polinomio mfnimo.
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Demostracion. Siwv es un valor absoluto no arquimediano, por la desigualdad
ultramétrica tenemos

K
|Pj(z)|, <sup{|agjl, ,laijzl, .-, lan;z"],} = |akl, [z]3°

para algin 0 < kg < n. Ademds, |ay,;|, < 1 porque los coeficientes de P; son
enteros y se sigue
log | Pj(x)|, < nlog™ |z,

donde log™ = log en R~ y es nulo en R<;. Lo introducimos por si se da el
caso kg = 0.

Por otro lado, para cualquier valor absoluto (arquimediano o no), se cum-
ple por la desigualdad triangular

|:C0+$1 +"'+$n|v < (n+ 1)Sup|Ij|v.
J
Con la normalizacién que estamos usando, para cada v arquimediana existe

un g > 1 tal que |z|, sigue siendo valor absoluto al elevar a ¢ y coincide con
el usual en Q. Por consiguiente

|[Pj(@)[] < (n+ 1)]agesa®™ [} = |(n + Daggza™ ]
para algtiin 0 < ky < n. Elevando a 1/¢ y tomando logaritmos
log|Pj(z)], < log|(n + 1)k, +nlog™ |z|, .

De ambas cotas para log|P;(z)|, concluimos

h(Pi(z):...: Pn(x)) = > suplog|P;(x)|,
o J
< > suplog|(n+ 1)|ayll, + nh(z)
v arqu. J
< Z log ’(n + 1) sup |ag;|| + nh(x)
v arqu. k.j v
< log(n + 1) 4 logsup |ag;| + nh(z),
k7j
lo que termina la prueba. O

Lema 3.6. Para x € K*, h(x) =0 si y solo si x es una raiz de la unidad.

Demostracion. (=) Supongamos que h(x) = 0. Entonces, por la Proposicién
3.2, h(z™) = nh(z) = 0 para n = 0,1,2,... Por el teorema de Northcott,
el conjunto {1,x,x2, .. } ha de ser necesariamente finito, asi que existen
n,m € Zxqo con z" = x™. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
n < m, de tal manera que ™" =1 y x es una raiz de la unidad.

(<) Si 2™ = 1 para n € Z™, de nuevo por la Proposicién 3.2 se tiene

0 =h(1) = h(z") = nh(z),
y por tanto h(z) = 0. O
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Ahora queremos extender la definicién de altura a puntos no proyectivos
en (K*)". El motivo es que, eventualmente, querremos asignarle un tamano
a una soluciéon de x + y = 1. Definimos

h(zi,2z2,...,2n) = h(x1) + h(z2) + - - + h(zp).

En la linea de lo dicho, estaremos interesados en el caso n = 2. En
particular, si S es una coleccién finita de ideales primos de O (tal y como
definimos en el Capitulo 2), consideramos

I'=0% x Og

Este es un grupo con la operacién coordenada a coordenada y sabemos que
estd finitamente generado. Si eliminamos las raices de la unidad, es decir,
cocientamos por su subgrupo de torsién, tendremos un grupo abeliano libre
de rango r y por tanto existird un isomorfismo

@ :T/Tyor — Z".
A partir de este isomorfismo, podemos medir el tamano de vectores enteros.
Proposicién 3.7. Para 71 € Z", la expresion

17| := h(e™ (7))
define una norma en el reticulo 7" .
Demostracion. Por el Lema 3.6, la norma estd bien definida, 7|l > 0y
||7i|| = 0 siy solo si 7 = 0.

Para la homogeneidad y la desigualdad triangular utilizamos las propie-
dades de la Proposicién 3.2. Si k € Z tenemos

k7Tl = h(p™ (k7)) = R~ (7)*) = [k|h(e™ (7)) = |K]||7]

Por otro lado, si 71,1 € Z,

7t +7iall = h(p™! (7 +12)) = b (7)o (7i2))
< (N ) + by~ (7i2) = ]| + (|72,
y por tanto || - || es una norma. O

Con esta notacién de normas, el teorema de Northcott se enunciaria, en
una version restringida, como:

Teorema 3.8 (Northcott). Para M € RT una constante fijada, el conjunto
{ReZ : |l < M} es finito.
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Aunque solo lo utilizaremos en una ocasién, es importante ver que esta
norma puede ser extendida a todo R". Extenderla a Q" es sencillo: si v € Q"
siempre lo podemos escribir como A7l con 77 € Z" y decretar

1511 = A7l

Ahora para extenderla a R" lo natural seria utilizar la densidad de Q" en R"
y definir, para 4 € R",

lZ|| = lim ||¥, ||, para @, € Q" con lim ¥, = 4.

Esto, en general, no induce una norma en R" porque en este proceso la
propiedad de ser definida positiva puede perderse (aunque siempre se obtiene
una seminorma). En nuestro caso particular esto no ocurre, esencialmente
porque las normas de los vectores 77 € Z" no nulos son siempre mayores que
una constante. Para ver mds detalles se puede consultar [1, Lemma 3.1].

3.2. Demostracion del teorema de las S-unidades

Volvamos a enunciar el teorema.

Teorema 3.9 (S-unidades). La ecuacion x +y = 1 tiene un ndmero finito
de soluciones con x,y € OF.

Para poder demostrarlo, necesitaremos un resultado fundamental previo
cuya prueba dejamos para después. Lo enunciamos también.

Teorema 3.10 (Resultado fundamental). Si @, € Z" son vectores corres-
pondientes a soluciones de la ecuacion del teorema de las S-unidades, existe
una constante cqy tal que

1
|ld] < ZCO + |U — 2nil|, para todo n € Z~1.

n—1

Por supuesto, la constante 1/4 que acompana a ¢y es prescindible y solo
la ponemos para que futuros resultados queden mas limpios. El por qué este
resultado implica el teorema de las S-unidades requiere una explicacion. Su
importancia radica en que nos permitirda deducir que hay pocos vectores
correspondientes a soluciones en direcciones parecidas. La idea de la prueba
pasard por considerar una cantidad suficientemente grande de direcciones de
tal forma que todas las del espacio estén cerca de alguna de ellas.

Primero veremos como deducir el teorema de las S-unidades de este re-
sultado. Para ello, necesitaremos un lema previo.

Lema 3.11. Para u,v € Z" cualesquiera y para n € Z~1 Se tiene

17— 2na|||@]| < ||l|al| — a@all]| + Nl 1] — 2nla]]-
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Demostracion. Se tiene

[l4ll (7 = 2nd) || = [|o]|]| — 2na|a] |
|[oll]| — @] + al|v] — 2na] ] |
< ||@lall — allwl]] + [l 7| — 2nalal]

[l — all || + lall[||7] — 2nll|

17— 2na][| ]

lo que concluye la prueba. ]

Este resultado es genérico, en el sentido de que es valido para @, v € Z"
cualesquiera. Volvamos al caso en el que 4,7 € Z" son vectores correspon-
dientes a soluciones de la ecuacién del teorema de las S-unidades, para los
cuales tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.12. Con la notacion del Teorema 3.10, si ademds @, v € 7"
satisfacen

T L=
Bl — @l < g5l
entonces o bien ||| < 20| o bien ||| < co.

Demostracion. Por el Teorema 3.10 y el Lema 3.11,

. 1 2 .
lall < oo+ — 7 2ni
1 2 1 022 I Sl 1] = "
< qeot 2 (g (ol = st + 1l a1 - 2alan))
1

IN

Lot 2 Lyaa + nanie) — 2npal|
—C —_— —||U v u VIl — zZ2Nn||Uu
4 =1 ) \ 20

1 2 1
= oot o (gl + 11— 2

4 n—1
1 2 21

= = — | =7l = 2n||d]| | .
foo+ 2 (B0 — 2

Por tanto,
20(n — 1)||a|| < 5(n — 1)ep + 42||7]] — 20(4n)||d]|,
de lo que finalmente obtenemos
20(5n — 1)||d|| < 5(n —1)co + 42||0]].

Supongamos ahora que ||7|| > 20||@|| y que ||@]| > ¢o. Entonces, si toma-
mos 2n como el mayor nimero par que satisface ||0|| > 2n||d||, de tal forma
que [|U]] < (2n +2)]|d]], se tiene

20(5n — D)Jja|| < 5(n—1)co + 42|
< 5(n—1)|ua|| +42(2n + 2)||||
= (89n+79)|u|l,



50 El teorema de las S-unidades

es decir,
100n —20 < 89n 479 & n < 9.

Pero recordemos que ||¥]| > 20|, asi que n debia ser al menos 10, lo que
nos lleva a la contradiccién deseada. O

Ya casi tenemos todo lo necesario para demostrar el teorema de las S-
unidades. El ultimo ingrediente que necesitamos es considerar, para cada
vector unitario ¢t € R", el cono

< 1
40 | -

Es, en efecto, un cono pues si T € C(f), entonces AT € C(f) para todo
A € RT. En particular, es conveniente pensar que un vector Z pertenece
al cono C(t) si y solo si pertenece dicho vector normalizado. Considerando
solo los representantes de cada vector en la esfera (n — 1)-dimensional S*~ 1,
es inmediato ver que cada uno de estos conos representa un abierto en la
topologfa inducida de la esfera. Como S”~! es compacta, existe una coleccién
finita de conos que la cubren por completo, y que también cubren todo el
espacio R"\ {0}.

En particular, podemos afirmar que existe una coleccion finita de vectores
t1,...,t7 € S" 1 tales que UC(t_;) contiene todos los vectores @ correspon-
dientes a soluciones de la ecuacién del teorema de las S-unidades con ||| > ¢
y cada C' (t_;) contiene al menos uno de ellos.

Con esto, somos capaces por fin de dar la demostracién del teorema de
las S-unidades.

o ={# <=\ 0y g -7

Demostracion del Teorema 3.9 (de las S-unidades). Consideramos la colec-
cién finita de conos C(t_;) descrita anteriormente. Escogemos un u; € Z"
vector solucién en cada C(;) () {||Z]| > co} (que existe por construccién).

Sea ahora v € Z" cualquler otro vector correspondiente a una solucién de
la ecuacién. Entonces ¢ € C(t ( ;) para algun j. Esto implica que

I =7l = g =55l
17 \%H [ [
I =50+ g 1
- e gl
< 1+1 1
40 40 20°
En particular,
[l || — ;19| < e AT
J J =920 J

Por la Proposicién 3.12, y dado que ||u;|| > co, se tiene que ||¥/]| < 20|}
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Sea ahora M = max; ||i;||. Entonces ||7]| < 20M para todo ¢ € Z" vector
correspondiente a una solucién de la ecuacion del teorema de las S-unidades.
Por el Teorema 3.8 (Northcott), el conjunto de dichos vectores es finito, lo
que concluye la prueba. O

Un comentario importante que debemos hacer es que esta demostracion
no es efectiva en el sentido de que no da una cota al nimero de soluciones
posibles, solo prueba su finitud. Esto se debe a que, a pesar de que ¢y se
puede hacer efectivo, la prueba depende de unos ; que sabemos que son
finitos, pero no tenemos ningun control sobre su tamano.

3.3. Demostracion del resultado fundamental

Para terminar, el ultimo cabo suelto que nos queda es probar el Teorema
3.10. Consideraremos, para n € ZT, los polinomios

1
P(z) = cn /0 (p(t, )" dt, plt,x) = t(1 - B)(t - @),
1
Qx) = Cn/o (q(v,x))n dv, q(v,x)=v(1— v)(l —(1- x)v),
1
R(z) = Cn/o (r(u,2))" du, 7(u,z)=u(l—u)(zu—1),
donde ¢, = (3n + 1)!/(n!)3.

Veamos en primer lugar que @) es un polinomio de grado n con coeficientes
enteros. Para ello, utilizaremos la funcién Beta

1
B(z1,22) = / 51711 — s)*2 71 ds,
0

para z1, z2 € C con Re(z1),Re(z2) > 0. Sabemos que esta relacionada con la
funcion Gamma mediante la expresion

_ Pzl (22)
B(Zl,ZQ) = m;
en particular
_(m—=1)(n—1)!
Blm.n) = = =D

para m,n € ZT. Calculemos explicitamente los coeficientes de ) hallando
los valores de Q™) (0)/k! para k € Zsg. Derivando tenemos

1
Q(k)(a:) = Cn/o n(n—1)---(n—k+ 1)v2k(1 B ’U)k(q(v,x))”‘k i,
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y por tanto,
Q™(0) e 1 nl Ttk 2n—k
_ n n 1— n d
k! B ot e
¢, n!

= ——8B k+1,2n—k+1
= b)) (n+k+1,2n—k+1)

Bn+1)! nl (n+Ek)(2n—k)!
(nh)3k! (n—k)! (3n+1)!
(n+k)! (2n —k)!
nlk!  nl(n—k)!

_ <n+k‘> <2nk:> ez
n n
En particular, Q) (0)/k! = 0 si k > n, asf que Q € Z[z] y degQ = n.

Por una parte, es ficil comprobar que ¢(v,1 — z) = —r(v,z), de lo que
deducimos

Q(l —z) = (-1)"R(x).
Por otro lado, también se tiene que q(v,1—2~!) = —2~1p(v,z), y por tanto,
QU —a27) = (—1)"a " P(a).

Tenemos entonces que

P()=(-1)""Q(1—27") y R(z)=(-1)"Q( - ),
asi que P,R € Z[x] y deg P = deg R = n.

Con el cambio t = zu se tiene

1 1
P = C"/o (p(t,z)) dt—cn/O (t(L—t)(t—=))"dt
= cn/ (zu(l — 2u)(zu — )"z du
0 —1

= Cn/o pntl (u(zu —1)(1 — )" du

_ x2n+l du

Cn /xl (r(u,m))n
= z¥tle, </01 (r(u,z))" du — /Il (r(u,x))ndu> ,

o

—1

es decir,
1

P=g"""R xQ”ch/ (r(u,z))" du.

x—1
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Ahora con el cambio u = (1 — 2z~ 1)v + 27! se tiene

1
P = $2”+1R—x2n+lcn/ (u(l —w)(zu—1))" du

-1

PR gt tle, /01(1 — g2l (vl =v)(1 = (1—2)v))" du

1
= "R+ (1 —33)2"+10n/ (q(v,2))" du.
0

Tenemos entonces la relacion
P=a"R+(1-2)""Q.

En cierto momento necesitaremos acotar de manera uniforme los coefi-
cientes de zR, (1 —x)Q y P.

» Por el binomio de Newton, (}) < (1+1)" = 2", lo que nos permite
acotar los coeficientes de Q:

n+k 2n—k < 2n+k22nfk — 8",
n n

En particular, existe una constante A; > 0 tal que todos los coeficientes
de (1 — z)@ estén acotados por AY.

» Para xR podemos utilizar que R(x) = (—1)"Q(1 — z), asi que existe
una constante Ao > 0 tal que todos los coeficientes de xR son menores
que A3.

» Por tltimo, de la relacién P = 22" R + (1 — 2)?"*1Q que acabamos
de deducir, concluimos que también existe una constante Az > 0 tal
que todos los coeficientes de P estdn acotados por A%.

Tomando el méximo de las tres, concluimos entonces que existe una constante
A > 0 tal que todos los valores absolutos de los coeficientes de R, (1 —x)Q
y P son menores que A™.

Tan solo necesitamos un resultado més antes de probar el Teorema 3.10.
Eventualmente usaremos que si tenemos un sistema compatible determinado
2 x 2 cuyos coeficientes tengan altura pequena, entonces su solucién también
la tiene. Concretamente:

Lema 3.13. Sean

Si z,y € Q satisfacen
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entonces
h(l:x:y)<log2+h(a:b:e)+h(c:d: f)

Demostracion. Resolviendo para z,y encontramos

_ bf —de af — ce

m_ad—bc’ y_ad—bc‘

Entonces por definicién de altura tenemos

h(l:xz:y) = h(ad—"bec:bf —de:af — ce)
= Zlogsup{\ad— bely, [bf — delw, |af — cely} .

Observamos que |ad —bc|, < sup{1,|2|,}sup {|a|y|d|s,|b]v|c|v}, ¥ ocurre algo
similar para los otros términos. Por tanto obtenemos

Bliz:iy) < h(@)+ > logsup {laly, bl lel.}

—l—Zlogsup {lelos |dlv, [flo}
= log2+h(a:b:e)+h(c:d: f),
lo que concluye la prueba. ]

Con esto, ya tenemos todos los ingredientes para demostrar el resultado
fundamental.

Demostracion del Teorema 3.10. Sean (x1,y1), (z2,y2) las soluciones de la
ecuacion x + y = 1 que dan lugar a o, ¥ respectivamente. El enunciado que
queremos probar es entonces equivalente a

1 2 —2n —2n
h(z1) + h(y1) < ZCO + I (h(332$1 2 ) + h(y2y; ? )) .

Consideramos ahora el sistema, lineal que, en la notacién del Lema 3.13, viene
dado por

-2 -2
A:<x2m1n y2y1n>7 C:< 1 >
r1R(z1) 11Q(21) P(z1)
Es inmediato, utilizando la relacién de P,Q y R, que z = 23",y = 2" es

solucién del sistema. Concretamente:

{ woxy " + yayr YRt = wa +yp =1
1 R(z1) 23" + 11Q(z)yd" = 23" R(z1) 4+ (1 — 21)?"1Q(21) = P(z1)
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Aplicando el Lema 3.13 y la Proposicién 3.2 obtenemos
h(z1") h(L: 2™ yi")

log 2 + h(waxy *" : yoy; 2"+ 1) + h(z1 R(21) : 12Q(21) : P(1))
log 2 + h(227 ") + h(yayr ") + bz R(zr) : 1 Qan) : Play)).

IAIAIA

Queremos acotar el ultimo sumando. Observamos ahora que los polinomios
zR(z), (1 —x)Q(z), P(x) tienen grado menor o igual que n+ 1, y que por lo
dicho anteriormente todos sus coeficientes estan acotados por A™ con A una
constante positiva. El Lema 3.5 nos da

h(ziR(x1) - (1= 21)Q(x1) : P(x1)) < (n+ 1)h(z1) +log(n + 2) +log A",
y como log(n +2) < n para n > 2, se tiene
h(z1R(x1) : (1= 21)Q(w1) : P(a1)) < (n+ 1)h(x1) + Bn
para B =1+ log A. Finalmente, la cota nos queda
2nh(z1) <log2 + h(wax]?™) 4 h(yay; **) + (n + 1)h(xy) + Bn,
0, equivalentemente,
(n — D)h(z1) <log2 + h(zaz ™) + h(y2y; 2") + Bn.

Utilizando la simetria de la solucién de la ecuacion x +y = 1, podemos hacer
el cambio (x1,y1) « (y1,21), (z2,y2) <> (y2,x2), lo que nos da la cota

(n—1)h(y1) <log2+ h(ygyl_%) + h(l’g.l‘l_zn) + Bn.
Sumando ambas cotas obtenemos
(n —1) (h(z1) + h(y1)) < 2log2+ 2Bn + 2 (h(y2y; *") + h(2227?")) |

es decir

2log2 2nB 2
+

—2n —2n
o+ (hlyey ) + h(a ™))

h(z1) + hy) <

Como n > 2, podemos acotar

2log2 2nB
o8 < 2log?2, n
n—1 n—1

y tomando c¢g = 8log2 + 16 B tenemos

1 2 Zon —om
h(wr) +h(yn) < Jeo+ —— (Alw27™") + hlyayr ™)),

lo que concluye la prueba. O
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Como comentario final, en cierto momento de la demostracion hemos
asumido que el sistema era compatible determinado para poder aplicar el
Lema 3.13. En realidad, un sistema elegido al azar es compatible determinado
con probabilidad 1, pero en caso de que no ocurra hay formas de solucionarlo.
La forma mas facil de solventarlo es derivar en la expresién que relaciona a
P, Q y R, obteniendo asi

P=z"aR+2n+1)R)+(1—2)" (1 -2)Q — (2n+1)Q) .

Entonces reemplazariamos los polinomios xR, (1 — 2)Q y P de la prueba
por xR + (2n+ 1)R, (1 —2)Q" — (2n+ 1)Q y P’ respectivamente. Para mds
detalles se puede consultar [17, p.188].
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