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Resumen

El trabajo presenta dos partes bien diferenciadas. Los tres primeros capitulos estan
dedicados a la teoria de funciones elipticas. Aparecieron por primera vez como inversas
de las integrales elipticas, que toman esta denominaciéon porque los problemas donde
originalmente surgieron estaban relacionados con el célculo de la longitud de arco
de una elipse. Se pone especial énfasis en el estudio de ejemplos singulares como las
funciones theta o las funciones elipticas de Jacobi, que determinan el movimiento de un
péndulo y tienen numerosas aplicaciones en fisica. Precisamente usaremos una de estas
funciones para probar una identidad vinculada con la funcién gamma. Por otro lado,
el resto del documento ahonda en el campo de las formas modulares y un operador
relacionado con ellas que resulta muy practico. Su estudio pertenece principalmente
al area de la teoria de ntumeros y del anélisis complejo, aunque las formas modulares
aparecen en otras ramas de las mateméticas. Resulta curioso observar como a partir
de una teoria que puede parecer complicada debido a la notacién, se consiguen extraer
demostraciones sencillas como algunas identidades que involucran sumas de potencias
de divisores, la propiedad multiplicativa de la funcién 7 de Ramanujan o la proximidad
de la llamada constante de Ramanujan a un entero.

Abstract

The paper has two well-differentiated parts. Chapters running from one to three
are dedicated to the theory of elliptic functions. They first appeared as inverse func-
tions of elliptic integrals, whose name comes from problems where they arose origi-
nally, related to the calculus of the arc length of an ellipse. Special emphasis is placed
on singular examples such as theta functions and Jacobi elliptic functions, which are
found in the description of the motion of a pendulum and has numerous applications
in physics. We will actually use one of these functions in order to prove an identity
involving the gamma function. Next in order, the rest of the paper is about modular
forms and an operator related to them which can be very handy. Its study belongs
to the field of number theory and complex analysis, although modular forms appear
in many different areas of mathematics. It is striking that starting from a theory
which can get complicated due to messy notation, interesting and easy proofs can be
obtained, such as some identities involving sums of powers of divisors, the multiplica-
tive property of Ramanujan function 7 or the closeness of the so-called Ramanujan
constant to an integer.
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CAPITULO 1

Funciones elipticas

1.1. Introduccion historica

Con la intencién de asimilar de la forma mas completa posible el contenido de
este trabajo, es importante adquirir una breve visién historica acerca de la teoria de
funciones elipticas. En concreto, se abordaran las aportaciones que realizaron Gauss,
Abel, Jacobi y Eisenstein a lo largo del siglo XVIII y XIX. Uno de los objetivos de
la época era expandir el potencial del analisis mateméatico anadiendo a las funciones
elementales nuevas clases de funciones, que debian dominarse tanto como las prime-
ras. Este proceso habia estado ocurriendo durante varias décadas, pero fue gracias al
trabajo de estos matemaéticos, entre otros, cuando adquirié nuevas caracteristicas.

El punto de partida de Gauss (1777-1855) se encuentra en la construccion de la
teoria de un tipo especial de funciones: las funciones lemniscaticas. Basé su razona-
miento en la analogia con las funciones trigonométricas, de la misma forma que us6
las funciones lemniscaticas para desarrollar los fundamentos de la teoria de funciones
elipticas. Gauss se apoy0 tnicamente en resultados del siglo XVIII para desarrollar
todos los conceptos fundamentales: consideraciéon de variables con valores complejos,
deduccién y uso de teoremas de adicién, técnicas de operacion con series de potencias
y expansion de funciones en productos infinitos. Desafortunadamente, el material que
Gauss eligié para publicar no fue muy inteligente dado que antepuso resultados que
no eran esencialmente nuevos, mientras que la mayor parte de sus descubrimientos en
el campo de las funciones elipticas se qued6 en un simple borrador. Por ello, el crédito
histérico de sentar las bases sobra dicha teoria se atribuye a Abel y Jacobi, quienes
obtuvieron los mismos resultados un cuarto de siglo después.

Abel (1802-1829) fue el primero en publicar un documento en el que se definian las
funciones elipticas como inversas de integrales elipticas bajo el titulo Recherches sur les
fonctions elliptiques (1827). En él, obtiene resultados coincidentes con los de Gauss
pero expuestos de forma mas completa y sistematica. Entre ellos, cabe destacar el
teorema de adicion, la extension de la definiciéon de argumento a un nimero complejo
arbitrario y las férmulas de multiplicaciéon y divisién del argumento. Poco tiempo
después de la publicacion e influenciado probablemente por ésta, Jacobi anunci6 (sin
pruebas) un nuevo resultado esencial en las transformaciones de integrales elipticas.



2 Funciones elipticas

Sin embargo, a Abel no le sent6 nada bien este hecho y, en respuesta, publicé su teoria
sobre transformaciones de funciones elipticas en los anos 1828 y 1829, incluyendo el
resultado de Jacobi. En términos de integrales, el asunto se reduce a estudiar qué
cambios de variables transforman una integral eliptica en otra. Esta y otras cuestiones
fueron abordadas en la segunda parte de Recherches sur les fonctions elliptiques.

Tras la muerte de Abel, Jacobi (1804-1851) se alz6 como uno de los referentes
en el campo de las funciones elipticas. Fue profesor en la universidad de Konigsberg
(antigua Prusia), donde obtuvo también la catedra. En 1929, public6 en latin la obra
Fundamenta nova functionum ellipticarum, donde desarroll6 la teoria de funciones
theta. En cuanto al estudio de funciones elipticas, tomé como partida la de primer
tipo y estudié los siguientes fenémenos, algunos de ellos ya considerados por otros
matematicos: transformacion de funciones elipticas, multiplicacién y division de argu-
mentos, relaciéon entre integrales de segundo, tercer y cuarto tipo; todo ello usando las
funciones theta como funciones auxiliares. Desde el punto de vista histérico, el enfoque
de Jacobi en torno a la teoria de funciones elipticas es bastante destacable. No habia
pasado ni una década desde la idea de invertir las integrales elipticas y ya estaban
intentando deshacerse de las condiciones de este problema concreto para introducir la
clase de funciones elipticas basada en consideraciones mas generales.

La obra de Jacobi se extendié entre los mateméticos de varios paises como Rusia o
Francia, especialmente aquellos interesados en mecénica. Sin embargo, en la década de
1840 surgieron nuevos elementos en la teoria de funciones elipticas que empujaron las
funciones de Jacobi a un segundo plano. Entre ellos, Eisenstein (1823-1852) estudi6
el producto de ciertos ntimeros complejos y obtuvo las series mediante las cuales
Weierstrass presenté mas tarde sus funciones p(z) y ¢’(z). Lo que le falté a Eisenstein
fue considerar los factores de una forma particular, que garantizaban la convergencia
absoluta de la serie. Sus investigaciones no alteraron el rumbo de la teoria que estaba
siendo desarrollada por aquel entonces, sino que sirvié como base de la maquinaria
futura de la teoria de funciones elipticas.

1.2. Teoria de funciones elipticas

Tras esta introduccién acerca del origen y los primeros resultados sobre la teoria
de funciones elipticas, podemos definir lo que se conoce actualmente como funcion
eliptica: es una funcién meromorfa (cociente de funciones holomorfas) en C tal que

(1.1) [(z) = fz+w1) = f(z+w2)

donde wy y wo son linealmente independientes sobre R. El conjunto formado por todos
los posibles periodos lo denotaremos por

(1.2) A = {mw;i + nwy : m,n € Z}.

Escribiremos A* = A — {0} y llamaremos paralelogramo fundamental P al paralelo-
gramo cerrado de vértices 0, w1, w1 +wz ¥ we 0 a cualquiera de sus trasladados. Pero
antes de profundizar en la teoria de funciones elipticas, vamos a demostrar que no
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tiene mucho interés considerar funciones meromorfas en C con mas de dos periodos,
pues todas ellas son constantes.

Sea f una funciéon meromorfa en C con tres periodos linealmente independientes
sobre Q; esto es, f(z) = f(z+w1) = f(z+w2) = f(z+ws3). Segn el lema 1.1 enunciado
més abajo, el conjunto {njw; + news + n3ws} tiene un punto de acumulaciéon en 0
y la funcién f es constante en dicho conjunto; por tanto, constante en todo punto.
Con esto, deducimos que no existen funciones no constantes meromorfas en C con tres
periodos linealmente independientes sobre Q.

Lema 1.1. Dados tres nimeros complejos wi, way y ws € C — {0}, se cumple

inf B |njwi + nowsy + nyws| = 0.
nez3—{0}

Demostracion. Si w1, we y ws son linealmente dependientes sobre Q, el resultado es
trivial. Consideramos, por tanto, el caso contrario e intentaremos llegar a una con-
tradiccion. Suponemos que el infimo fuera A > 0. Entonces, los discos |z — (njw; +
nows + naws)| < A/2 serian disjuntos para los diferentes valores de 7. Por la desigual-
dad triangular:

A/2 > ||z| = |nwr + nows + ngwsl| > [|2] — [niwi| — [ngws| — |ngwsl|.

Para cada N € Z*, los discos con |n;| < N estan contenidos en el disco |z| <
A/2+ N(|w1|+ |wa| +|ws|), 1o que se deduce de la desigualdad anterior despejando |z].
Cuando N es considerablemente grande, el area del disco contenedor puede calcularse
como:

A(Disco) = TR* = w(A/2 + N(|w1| + |wa| + |ws]))? =~ TN

En este mismo caso, el area total de todos los discos con |n;| < N es el area de
uno de ellos multiplicada por el namero de discos que cumplen la condicién dada, ya
que éstos son disjuntos. El area de un disco es simplemente 7A2/4 y n; puede tomar
2N + 1 valores distintos que cumplen |nj| < N. Como n € Z*—{0}, hay (2N +1)3—1
valores distintos (hay que omitir el 6) y, por ello, discos distintos. En conclusion, todos
los discos suman un area total de:

AQ
A(Total) = A(disco) x NumDiscos = 7rT[(QN +1)2 —1] = N3,

Hemos llegado a una contradiccién ya que el area del disco contenedor es menor
que la suma de las areas de los discos pequenos para N grande. Por tanto, la hipotesis
de partida era errénea y el infimo tiene que ser 0. ]
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Una vez hechas las definiciones preliminares, pasamos a enunciar una serie de pro-
piedades, proposiciones, teoremas y lemas que resumen la teoria de funciones elipticas:

Propiedad 1.1. Una funcion eliptica sin polos es constante.

Propiedad 1.2. No existen funciones elipticas que tengan un solo polo simple (de
orden 1) en el paralelogramo fundamental.

Propiedad 1.3. Sea f una funcion eliptica, zg € C y P un paralelogramo fundamental
tal que f(2) # 29,00 para z € OP. El nimero de soluciones de f(z) = zg en P contando
multiplicidades es igual a la suma de los drdenes de los polos de f en P.

Teniendo en cuenta estas propiedades, la funcién eliptica “mas simple” tiene que
tener polos de orden 2 y toma el nombre de funcién o de Weierstrass:

1 1 1

weA*

Se puede probar que la suma converge absolutamente fuera de los polos en mwy +
nwe. Esta funcion resulta de gran importancia en la teoria de funciones elipticas, pues
nos permite caracterizar cualquier funcién eliptica de acuerdo al siguiente teorema:

Teorema 1.2. Cualquier funcidn eliptica f puede escribirse como

(1.4) f(z) = G(p(2)) + ¢'(2) H(p(2))

donde G y H son funciones racionales (cocientes de polinomios).

Demostracion. Es suficiente probar que toda funcién eliptica par h es una funcién
racional de p gracias a la siguiente identidad:

f(z2) + f(=2)

f(z) = f(=2)
5 :

TR0

(1.5) f(z) =

Suponemos que h no tiene ni un cero ni un polo en el origen. Si no fuera asi,
consideramos h(z) — P(p(z)) con un polinomio adecuado que los cancele. Podemos
mover el paralelogramo fundamental para que h no tenga tampoco ceros ni polos en
OP. Por la propiedad 1.3 con zg = 0 se sigue que en P podemos agrupar ceros y polos
por parejas (¢, p). Para cada uno de ellos, la funcion h(z)(p(z) — o(p))/(p(2) — p(c))
tiene menos ceros y menos polos que h en P, porque hemos cancelado los de ¢, —c¢,p y
—p, sin anadir ninguno nuevo ya que p(z) — zg con zg = p(c), p(p) tiene exactamente
un polo de orden 2 en P y so6lo dos ceros. Iterando se llega a una funcion eliptica
entera:

o 1) =16 [ 5~

que debe ser constante por la proposiciéon 1.1. Por tanto, h = gggg v hemos probado

que h es una funcién racional de p O
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Lema 1.3 (Desarrollo de Laurent). Para z # 0 en un entorno del origen se tiene

1 o0
(1.7) p(z) = 5 + gz con asy, = (2k + 1) Z w2,
z k=1 weA*

Demostracion. Por Taylor, (1+z) 2+ (1—2)72 = 2372 /(2k + 1)2** y basta aplicar
este resultado a (1.3) después de escribir en la suma (z +w) 2 = w2(1 + z/w) 2 y
agrupar las contribuciones de w y —w. O

Antes de la aparicion de la funcién p de Weierstrass, Jacobi ya habia introducido
las llamadas funciones . La terminologia que se va a emplear para definir una funcion
0 dado un 7 fijado con &7 > 0 es la siguiente:

(1.8) 0(z) = Z g erin donde qg=e"r.

n=—oo

Debido al rapido decaimiento de q”Q, la convergencia estd asegurada y 6 es entera.
Escribiremos 7* = (1 + 7)/2. El siguiente resultado puede tomarse como un ejercicio
sencillo:

Lema 1.4. La funcion definida por (1.8) satisface

(1.9) 0(z+1)=6(z) y 0(z+71) = q te?™#0(2).

Estas relaciones son muy interesantes en el sentido de que muchas de las cons-
trucciones de funciones elipticas se basan en el cociente de funciones de este tipo para
eliminar el factor extra. Un ejemplo de ello es la siguiente proposicion:

Proposicion 1.5. Sea P la funcidn entera definida por el producto infinito

)
(110) P(z) — H(l + q2n—1e2m'z)(1 + q2n—1e—27riz)'

n=1
Entonces, la funcion h(z) = 0(z)/P(z) es eliptica y entera; por tanto, constante.

Demostracion. Si reordenamos un poco los factores, se puede comprobar que P satis-
face las relaciones P(z + 1) = P(2) y P(z +7) = ¢ e 2™2 P(2).

Tt gotis P(z) = q 'e *™*P(2).

oo
P(Z+T> _ H(1+q2n+162m'Z)(1_’_q2n73672ﬂ'iz)
n=1

Esto quiere decir que h(z) es meromorfa y eliptica. Llamemos L = {7* +m +nr :
m,n € Z}. Los elementos de L anulan un factor de P y son todos sus ceros simples.
Se puede comprobar igualando cada tipo de factor a cero y obteniendo los valores de
z que cumplen la igualdad.
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—emizg(1* — 7).

Por otra parte, un célculo en (1.8) muestra que 0(z + 7*) =
*) = 0. Esto significa que 7*

Tomando z = 0, se sigue que 0(7*)(1+e727%) =0 = (1
es un cero de 6 y por (1.9), debe anularse también en L.

Por tanto, todos los ceros de P se cancelan con los de 6 y h es entera. O

., Cual es la constante resultante del cociente que aparece en la proposicién anterior?
La respuesta es [[°% (1 — ¢®). Esto es asi gracias a la siguiente famosa igualdad:

Teorema 1.6 (Formula del triple producto de Jacobi). Para todo z € C se tiene:

(1.11) 9(2) — ﬁ(l _ q2’n)(1 +q2n—162m'z)(1 +q2”_le_2mz).

n=1

Una vez que sabemos construir funciones elipticas con 6 (hasta ahora constantes),
podemos construir todas? Segun el teorema 1.2, es suficiente mostrar que p puede
expresarse por medio de 8. Con esta proposicién, conectamos los dos caminos que se
han expuesto en este capitulo: por un lado, la presentaciéon de las funciones elipticas
hasta llegar a la construccién de la funcion o de Weierstrass; y por otro, la aparicion
de las funciones 6. Antes de enunciarla, conviene darse cuenta de que si llamamos
p(z;w1,ws) a la funcion p correspondiente a los periodos wy y we, la siguiente relacion
permiter reducir el problema al caso en el que p tiene periodos 1 y 7:

o(z;w1,wa) = wi 2p(wytz; 1;7) donde T = wy/wi.

Proposicion 1.7. Con la notacion anterior, existen A, Br y C; dependiendo de T,
tales que

02(z +1/2) 0(z+7)\
p(2;1,7) —ATW+BT y p(z;1,7) = — <9(Z—|—T*)> + C;.

Demostracion. Para la primera igualdad, vamos a probar que la fraccion inicial D(z)
es eliptica. Obsérvese que tanto # como e*™# son 1-peridédicas. Ademas:

1 - 1 ,
(1.12) 62 (z + 3 + 7') = g Zem4mizg? (z + 5) y Pz+1"+71) = ¢ e =02 (2 4+ 17).
Por tanto, al dividir obtenemos una funcién 1-peridédica y 7-periddica; es decir,
eliptica. Por otro lado, sabiamos que 0(z) tenia ceros simples en {7*+m+n7 : m,n €
7}, por lo que 6(z + 7*) tiene ceros dobles en {m + n7 : m,n € Z}. Entonces, @ y
D(z) tienen polos en {m + n7 : m,n € Z}, en ambos casos dobles y son elipticas.
Mirando los primeros términos de sus desarrollos de Laurent:
b b

1
@(2;1a7)=;+a222+a424 y D(z)=-—5 +

D) 7+b0+b12—|—b222
z z

1 c—
p(z;1,71) — ED(Z) = 71 +cotciz+ ..
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Una funcién eliptica no puede tener solo un polo de orden 1; por tanto, c_1 = 0.
En conclusién, queda una funcién eliptica sin polos; es decir, constante. Identificando
coeficientes, A, = i y B = ¢p.

Para la segunda igualdad, sea g(z) = ¢'(z + 7%)/6(z + 7*). Tomando logaritmos
en la segunda formula de (1.12) y derivando, se obtiene:

O(z+71"+71) 0'(z+1*)
Bt ) i+ 8zt g(z+ 1) T+ g(2)

Por tanto, la funcion ¢’(z) es eliptica al ser T-periddica y también 1-periodica (g
ya lo era). Recordemos que 6(z + 7*) tiene ceros simples en A por lo que ¢’ tiene polos
dobles alli. A partir de aqui, procedemos como en el caso anterior usando el desarrollo
de Laurent para concluir la prueba. O






CAPITULO 2

Las funciones elipticas de Jacobi

2.1. Definiciones preliminares

Nuestro objetivo principal va a ser estudiar una serie de funciones especiales,
conocidas como funciones elipticas de Jacobi, y extraer sus propiedades de manera
sencilla, lo que nos facilitara la tarea de probar que invierten integrales elipticas.
Dichas funciones poseen ciertas aplicaciones. Algunas de ellas, como el movimiento del
péndulo, pueden consultarse en los capitulos 4 y 5 de [Law89]. Usaremos las siguientes
funciones auxiliares:

01(z) = fiq1/46m29(z + T*), O2(z) = q1/4emz9(z + 7'/2),

(21) 93(2) :9(2) y (94(2:) :9(Z+1/2)

A partir de ellas, Jacobi consideré tres funciones principalmente:

(2.2)
=BG ke = YERE) n(2Kz) — YEO(2)
sn(2Kz) = VE01(2) (2Kz) = Vr0a(2) y  dn(2Kz) = O

donde k, ¥’ y K son parametros que aparecen en las integrales elipticas y que se
expresan en términos de las 6; de la siguiente forma:

(2.3) Vi= 20 8O e S63(0).

Para simplificar futuros célculos, es conveniente tener en mente la siguiente rela-
cién, que involucra a las cuatro funciones 6 introducidas al comienzo:

(2.4) 9]‘(2 +7)= qu71672m29j(2) con €1 =€ =—1 y €2 = €3 = 1.

Vamos a probarlo para j = 1:

91(2 + 7_) (2:1) _iq1/4e7rizq0(z 4 4 7_) (1:9) _Z‘ql/4e7rizq[q—le—Qﬂize—ZﬂiT*0(2 + 7_*)] (2:1)

2.1 . . . .
(:) 91 (z) [e—sze—MTe—m,] — 91 (z)e—Qﬂ'zzq—l (_1)

9
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El resto de casos se demuestran de forma similar. Se deja al lector su comprobacién
para no alargar innecesariamente el documento. Una vez que tenemos las herramientas
necesarias, podemos analizar estas funciones siguiendo los siguientes pasos: expresarlas
en funcién de 0, estudiar su paridad y hallar sus periodos con el fin de probar que son
funciones elipticas. En el apéndice A se muestran los calculos con todo detalle.

. z 0(0)0(w + 1) i
S d -~ . — L TiW 7
fendo w =57 () = G w1 )

_ 00/2)0(w +7/2) ri 0(1/2)0(w)
0(1/2)0(w+1/2) 6(0)0(w+1/2)"

(2.5)
dn(z) =

cn(z)

Como su propio nombre invita a pensar, sn y cn son los analogos de seno y coseno.
La funcién sn es impar, cumpliendo sn(0) = 0; y la funcion cn es par, con cn(0) = 1.

Las siguientes relaciones bastaran para afirmar que las tres funciones de Jacobi
son elipticas puesto que prueban que cada una tiene dos periodos linealmente inde-
pendientes:

sn(z+2K)=—snz, cn(z+2K)=—-cnz, dn(z+2K)=dnz,

2.6
(2:6) sn(z+2K7)=snz, cn(z+2K7)=—-cnz, dn(z+2K7)=—dnz.

Teniendo en cuenta (2.5), observamos que los denominadores son similares y se
anulan en los mismos valores iguales. Esto implica que tendran polos idénticos, y éstos
son los ceros de #(w+1/2). Como hemos visto anteriormente, los ceros de 6 son simples
y se encuentran en {7* +m + n71 : m,n € Z}. Recordando que w = z/2K:

Ow+1/2) =0 w+12=7"4+m+nT & 2+ K =2K7" +2Km+ 2Knr.

En consecuencia, los polos de las tres funciones son de orden uno y se encuentran
en z = {K7+2mK +2nKT1:m,n € Z}.

2.2. Calculo de residuos

Nuestra meta es hallar los residuos de todos los polos de las funciones sn z, cnz y
dn z. Como viene siendo habitual, usaremos resultados que haran mas facil el trabajo.

Proposicion 2.1. La funcion sn(z) cumple lo siguiente:

(2.7) lim 2z~ 'sn(z) = 1.

z—0

Demostracion. De (2.5) deducimos que lo que produce la indeterminacion es el factor
O(w + 7) dado que sabemos que 6 tiene un cero simple en 7*. Por tanto, podemos
considerar su desarrollo de Taylor de la siguiente forma: f(w + 7*) = ¢ (7%)w + ...

Sustituyendo en el limite obtenemos:

lim 0(0)0' (T*)w(—ie™™) — m 0(0)0'(77)(—ie™)
=0 0(7/2)0(w+1/2)z  2=00(7/2)0(w + 1/2)2K

con w=z/2K.
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. o 0' (1) (—ie™) _ 0'(") _
Aplicando (2.3) = M oo g T avra0) — 82001 /2)mi0(0) ~ -

La dltima igualdad se obtiene de [Chal8b|, al comienzo de la péagina 5. O
Proposicion 2.2. Se cumplen las siguientes igualdades:

(2.8) ksnzsn(z+ K7)=1, dnzen(z+ K)=—k'snz y cnz=dnzsn(z+ K).

Demostracion. Solo es cuestiéon de sustituir y comprobar que se satisfacen. Para ilus-
tralo de alguna forma, vamos a demostrar la primera relaciéon. Reemplazamos usando
(2.5) y obtenemos:

0(0)0(w + 7*)0(0)0(w + 7 + %)e%iwemT/Q 23) Ow+ 10w+ 7"+ 3) o
0(5)0(w+ 5)0(3)0(w+ 1 +7) 0w+ 3)0(w + )
— e(w + T—’l_ %) 2miw 9((,0 + %)q—le—Qﬂ'inQqu - 1.
O
Lleg6 el momento de calcular los residuos:
L B o (2.8) . z (2nl
e res(snz, K1) = ZEIII;TSHZ(Z Kr) = ll_I)I(l)SH(Z-i—KT)Z = ll_r{(l) rens b
Y
e res(dnz, K7) = ZE%T dnz(z—KT) (28) Cn([{Tk—{—[() zgrlnﬁsn 2(2—KT) Ez:i; —i.
e res(cnz, K1) = lim cnz(z—Kr) = sn(K7+K) lim dnz(z—KT) @5 —t
z— KT z— KT (2.8) k

Gracias a las simetrias de las tres funciones en (2.6), estos calculos son suficientes
para hallar los residuos en todos los polos. Recordemos que los polos son de la forma
{KT+2mK +2nKT1 : m,n € Z}.

Los residuos son los siguientes:

1/k cuando m es par

.
res(snz, K7+ 2mK + 2nK7) = {—1/k cuando m s impar

—i/k m,n par; m,n impar

(2.9) res(enz, K7+ 2mK + 2nKrt) = { i/k en otro caso

res(dnz, KT+ 2mK + 2nKT1) =

—i  cuando n es par
1 cuando n es impar
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2.3. Integrales elipticas

Estamos cerca de conseguir nuestro proposito de probar que las tres funciones de
Jacobi invierten integrales elipticas, pero antes es de vital importancia demostrar tres
identidades. Para ello, conviene realizar unos célculos preliminares.

De (2.6) podemos concluir que sn? z, cn? z y dn? z son también funciones elipticas.

Con los residuos hallados anteriormente, el desarrollo de Laurent en los polos queda
como sigue:

1 1
snz = i%zi—f +CL1(Z —5) + ...
1
cnz::l:%zi_g—l—bl(z—g)—k... e {KT+2mK + 2nKT}

dnz = ifig—‘_cl(’z_g)—i_"'

Proposicion 2.3. Se cumplen las siguientes identidades:

d
(2.10) sn?z +cen?z =1, dn®z 4+ k?sn?z = 1, d—snz:cnzdnz.
z

acion. A% in r r a funci ipti in
Demostracion. En todos los casos, vamos a intentar llegar a funciones elipticas s
polos usando los desarrollos de Laurent anteriores. Como ya sabemos, esto implica
que son funciones constantes, y vamos a hallar dichas constantes.

1 1 a
2 2 _ 1
sn” z+cn® z = — QiQ—k

1 1 7
k2 (2 =€) k

+a%(z—§)2——7212k

2 2 _ ai
2 (Z—f) bl—i—bl(z—f) o= +2— .

k

El resultado de la suma es una funcion eliptica al cancelarse los polos, como puede
verse en el desarrollo de Laurent. Tomando z = 0, la constante es sn?(0) + cn?(0) =
02+ 12 =1.

dn? z+k%*sn? 2z = 5 F2icy +c3(2—€)*+

(z—¢) s E2a1k+aik?(2—€)2... = £2ic;...

1
(z—-¢)
De nuevo, nos encontramos ante una funcién eliptica sin polos. Tomando z = 0,

la constante es dn?(0) + k% sn?(0) = dn?(0) = % =1.
L

=0 a9 — a

, 1 1
sn' z—cnzdnz = F———=+a;— [:I:
z—=§

k(z—¢)?

Habria que comprobar que en la potencia —2 los signos en ambos términos se
anulan. Esto se logra usando (2.9) para los distintos casos de paridad de m y n.
So6lo nos falta hallar la constante, que tomando z = 0, es sn’(0) — cn(0)dn(0) =

sn(z)—sn(0) 1 (2:7) 1—-1=0.

lim, o >—0



2.3 Integrales elipticas 13

Ya tenemos lo necesario para alcanzar nuestro objetivo. Para la funcién snz es
inmediato gracias a la proposicion 2.3. Considerando la ecuacion diferencial e integral
eliptica inversa:

) =1 -y (1 -,y T d
{y(O) =0 y I(@) _/o VI =21 - k22)’

basta una mera sustitucién para comprobar que sn z es solucién de la ecuacion dife-
rencial.

Hacen falta més calculos para hallar las ecuaciones diferenciales cuyas soluciones
son las funciones c¢n z y dn z. Empecemos con cn z:

(2.10

sn?z+cen?z=1=snzsn'z+cnzen' 2z =0 =3 (cn’ 2)? = sn? zdn? 2
(2.10)

dn?z+k?sn22=1=dn’2=1—k?sn?2 210 1—k2+Ek2cn?z

Con esto llegamos a la siguiente ecuacion diferencial e integral eliptica:

(¥)? = (1 —y*) (1 - k> + k*y?) ! dt
{y(o) =1 1(@) _/x VA -1 - k2 1 k22)

Para concluir, hallamos la ecuacion que satisface la funcién dn z:

2.10
dn?z 4+ k?sn?z=1=dnzdn' 2z + k?snzsn’z = 0 (240 (dn’2)? = k*sn? zcn? 2

sn2z—|—cn2z:1:>cn2,z:1—sn2:1—%+%dn2z

Con esto llegamos a la siguiente ecuacion diferencial e integral eliptica:

(¥)? =1 -y*)(* = 1+9%) e dt
{y(O)zl I(m)_/m VA=) —1+12)







CAPITULO 3

Una i1dentidad de Ramanujan

Srinivasa Ramanujan dedic6 todos sus esfuerzos a las matematicas y dejo constan-
cia en sus cuadernos de un gran ntmero de descubrimientos, entre tres mil y cuatro
mil. La apariciéon de pruebas es casi inexistente pero cuentan con muy pocos errores,
la mayoria relacionados con la teorfa analitica de ntimeros. Muchos de los teoremas
de Ramanujan sobre funciones theta y formas modulares tienen aplicaciones para teo-
ria de nimeros. Otros campos de estudio destacados fueron la funcién gamma, cuyas
integrales juegan un papel importante en estudios recientes sobre polinomios ortogo-
nales, las series hipergeométricas y las funciones elipticas. Es habitual en su obra la
obtenciéon de identidades que pueden resultar sorprendentes para la época, debido a su
formacion autodidacta y a que no poseia grandes conocimientos de variable compleja.
Nuestro objetivo es estudiar y probar una de estas identidades:

cos(nt) cosh(nt) 29 3
142 142 - 7p4(,> .
< * Zcosh (mn) > < + Zcosh (n) ) T \4 con ¢ € (=)

El procedimiento a seguir se basa en relacionarla con otra que involucra la funcion
dn z de Jacobi estudiada anteriormente.

Proposicion 3.1. Si una funcion f : R — C es par, 1-periddica y suficientemente
regular, por ejemplo f € C?(R), entonces admite un desarrollo de Fourier

(3.2) f(z) = % + ,i an cos(2mnx) con a, = /_11 F(£)e=2mint gy

Demostracion. Al ser f regular, su desarrollo de Fourier tiende a la funcién unifor-
memente:

+00 400 +o00 L
= Z b, e2minT — Z by, cos(2mnx) + 1 Z bpsin(2mnz) y by = / f(t)e_%mtdt.
—00 —00 —0c0 0

Como la funcion es par, se sigue facilmente que Y b, sin(2wnz) = 0, por lo que
el desarrollo de Fourier queda so6lo en funcion de cosenos. Operamos ahora con los
coeficientes:

b—n — / f Zﬂzntdt { b—n — / f 727Tznudu _ / f(u)ef%mnudu,
—1

15
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1

1
b, +b_, = / f(t)e*Z’”'"tdt =a, y ay= /

-1 -1

F()dt = 2/01 F(t)dt = 2by.

Finalmente:

f(z) =bo + Z by, cos(2mnz) + Z b_p cos(2mnz) = 5 + Z ap, cos(2mne).

n=1 n=1 n=1

Consideremos la funcion f(z) = dn(2Kz):

(2.6)

e f es l-periodica: f(z + 1) = dn(2Kz + 2K) dn(2Kz) = f(z).

2.10
e f es par: sn’ es par porque sn es impar y cn es par = dn(z) (2.10) sn'(z)/ en(z)
es par.

o f e C®MR): f(x) = 0(1/2)0(x)/0(0)8(z + 1/2). El denominador puede dar
problemas de continuidad y, al derivar, aumenta la potencia. Se anula para x = {7/2+
m + n7}, que son numeros complejos al serlo 7, pero z se mueve s6lo entre nimeros
reales.

Con esto, hemos probado que la funcién f(z) definida admite un desarrollo de
Fourier de la forma (3.2). Para hallar los coeficientes a,, vamos a relacionar la inte-
gral con otra mas sencilla y aplicar el teorema de los residuos. Tomamos P igual al
paralelogramo de vértices —1,1, 7,7 — 2:

4
= z)dz donde 2) = f(z)e 2mn%,
/apg(z)dz‘;/hg”d donde g(z) = f(2)

Parametrizamos los lados del paralelogramo:

Ly =~(t) =t para t € [—1,1] y L3y =~3(t)=t—1+ 7 para t € [1,—1].

' omi - 2min(t—1 (2:6)

/ g(z)dz+/ g(z)dz :/ ft)e™ m"tdt+/ Flt =1+ 7)e  Zminlt=147) gy V=
Ly Ls -1 1

(26) ' 2mi - 2mi 2mi 2 ! o
= / f(t)e” mint gy —|—/ —f(t)e™ mint ,—=2minT gy _ [1 +q n} / flt)e mint gy
1 1 .

Para los otros dos lados ni siquiera hace falta parametrizar puesto que van en
sentidos contrarios y, por la periodicidad del integrando, se anula una integral con
otra. En conclusion:

(3.3) (2)e™ 2™y = a,[1 + ¢~2".
oP

Aplicamos el teorema de los residuos en la parte izquierda. Los polos los aporta
la funcién f(z) dado que e~ ?™"% no tiene. Recordemos que dn(z) tiene polos en
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z={K74+2mK+2nKt}, porlo que f(z) = dn(2Kz) los tiene en z = {7/24+m-+n1}.
El residuo en 7/2 queda ast:

res(g(z),7/2) = lim dn(2Kz)e 2™ (z — 7/2) = ¢ ™" lim dn(z)(z/2K —71/2) =

z—7/2 z—Krt
_” lim dn(2)(z — K1) = ;nres(dn( ), K1) = —a "
2K :—=Kr 2K ’ 2K

Ahora podemos calcular la integral en (3.3) teniendo en cuenta que, en el parale-
logramo P que estamos considerando, los polos que se alcanzan son 7/2y 7/2 -1, y
éstos tienen los mismos residuos por la simetria:

—-n

(3.4) - f(z)e 2™z, = 2772'21“65(9(2),23) = 27 [_;i{ + _;i{ } =

2
Kqv

i

Comparando las igualdades de (3.3) y (3.4):

(3.5) 2T 27 T
. a, = = - - = .
" K(g"+q™) K(e™™ e ™) K cos(nmr)

Ya tenemos los coeficientes para hallar el desarrollo de Fourier de la funcion f(z):
cos(2mnz) Kz cos(nx)
6) dn(2K 1+2 Y ———= dn [ — 1+2 Y ———~=
(3:6) du(2Kz) = 2K[ Z cos(mnT) ] ~ n( T ) QK[ + Z cos(mw)]

Por el momento, dejamos aparcado este resultado y enunciamos la siguiente pro-
posicién:

Proposicion 3.2. Cuando T = i, se cumple la igualdad:

1 1 T
3.7 + =2 para —1<—<1.
(3.7) dn?z  dn?(iz) par K

Demostracion. Queremos probar que el primer miembro define una funcién eliptica
sin polos. Recordemos que dn(z) tiene ceros simples en z € { K+ K7+2Km+2Knt}.
Por consiguiente, 1/ dn(z) tendra polos simples en esos valores y 1/ dn(iz) los tendra
en z € {K — K7+ 2Km+ 2Knt}. Por la simetria de la funcion, bastara con calcular
los siguientes residuos:

B 1 _ 1 _6%(0)
m(dn(z)’ K KT) TA/(K+Kr)  —k?sn(K + Kr)en(K + K1) 02(1/2)"

1 B 1 B —i _—i0*(0) . 62(0)
(dn( z)’ K- KT) Tidn((K —Kr)i)  do(K + Kr) 02(1/2)"  02(1/2)
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Observando con detalle, nos damos cuenta de que en realidad los polos se alcanzan
en los mismo valores para 1/dn(z) y 1/dn(iz). En estos casos, para £ en el conjunto
de polos, el desarrollo de Laurent es como sigue:

() i) = s o9 ) (e gy g thto-e0-)

Los términos del tipo 1/(z — £)? se anulan entre ellos y no tenemos términos de la
forma 1/(z—¢&) puesto que al elevar al cuadrado desaparecen. Por tanto, el resultado es
una funcién eliptica sin polos. Para hallar la constante, tomamos z = 0 : d%@ + ﬁ(o) =
1+1=2. O

Con este resultado, puede ir intuyéndose el lado izquierdo de (3.1). Tenemos que
hacer aparecer la funcién I' de alguna forma, pero antes necesitamos unos resultados
preliminares.

Proposicion 3.3. Se cumple la siguiente identidad:

o0
Z et +1/2)? _ 1 4 9 Z(—l)”e_””Z cos(2mnz).
nez n=1

Demostracion. Aplicamos (3.2) a la funcion que define la serie del primer miembro:

Q= /1 Z o T(ntt+3)? j=2mimt gy {n+ti/>2:u} Z /n+3/2 o pm2mim(u—n—3) g, _
ez nez’"=1/2
n+3/2 ) oo ) )
= (—1)7”2/ e ™ cos(2mmu)du = 2(—1)m/ e ™ cos(2mrmu)du=2(—1)"e ™.
nez’n—1/2 —00

La integral del seno es nula por la periodicidad de la funcién en los limites de
integracién y la dltima integral es conocida. Sustituyendo en el desarrollo puede com-
probarse la igualdad. ]

Proposicion 3.4. Bajo la hipdtesis T = 1, la siguiente igualdad es cierta:

1
(3.8) K:\/i/o \/%.

Demostracion. Tomando x = 0 en la igualdad de la proposicién anterior y por com-
paracion, puede probarse que 6(1/2) = e~ ™/*4(i/2). Ademas, podemos hallar otra
constante:

_eTOif2) e ™04(i/2) e ™04 (i/2) 1

K= 040) e 70i(i/2) + 04(1/2) e 0% (i/2) + e "0 (i/2) 2
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La segunda igualdad se ha obtenido de [Chal8b, (25)]. Basta tener en cuenta la
seccion 2.3 y sustituir:

1 dt ! dt Lot
cnz \/(1—t2)(1—k2+k‘2t2) 0 \/(1_152)(%_'_%752) 0 Vl_t4
OJ

Para que aparezca la funcion T, usaremos [Chal8c, (13)]: T'(s) [~ 2" (1+z) *da=
I'(s — w)I'(w). Sabemos que I'(1) =1y I'(1/2) = /7.

o w=1/4,5=3/4: [*(x+2?)3dx = /7 -T(1/4)/T(3/4).
o w=1/4,5s=1: ["273*1+2)"tde =T(3/4)[(1/4).

Combinando resultados, haciendo el cambio z = t* y usando el teorema de los
residuos:

(3.9) /Oocéx+x2)3/4daz

NG / N N AN
F2(Z)/ 34(1+x) Lde = I‘2( )/OO i FQ(%) .

Vamos a desarrollar el altimo paso un poco mas en detalle. Sea  la semicircunfe-
rencia superior con radio R y base el eje real, y Sg el arco de dicha circunferencia:

/ d= |_ R Ri’>°0:>/ dz _/R dz +/ dz Rio)o/oo dt
sy 1+24 T RY—1 Sl42t g1+t Jg, 1421 oo 114

Por tanto, podemos hallar la integral deseada aplicando el teorema de los residuos:
dz ) 1 —i/a 1 ari/d . eTi/4 3mif4 ™2
/71+Z4:27TZ[T65<1+Z4’6 o )+res(1+z4,e o ) =2mi | — TR B

Proposicion 3.5. Bajo la hipdtesis T = i, podemos expresar K de la siguiente forma:

73/2

(3.10) K= TG

Demostracion. Hacemos el cambio {t = (1 +u~")~1/*} en (3.8).

5/4du f (3.9) 7.{.3/2
K= = w4 1) A du = _
f/ 4u2(u 4 1)5/4(u + 1)-1/2 / (ut )7 du 22(3/4)

O

Hemos conseguido reunir todos los ingredientes para probar la identidad inicial:
1 1 (3.6) 4K? cos(nz) \ 2 cosh(nz)\ 2
= 142 1+2 — =
dn? (KT) dn® (£22) w2 [( Z cosh(mn) > * ; cosh(mn)

(14 2i cos(nz) \ iy 2% cosh(nz)\ > (3.7 ™ (3.10) 2F4(3/4)
n n=1 ¢ N N g .

— cosh(7n)







CAPITULO 4
Funciones y formas modulares

Después de hacer un recorrido por la teoria de funciones elipticas y estudiar algunos
de los ejemplos més interesantes, ha llegado el turno de pasar a la segunda parte del
trabajo: las formas modulares. Antes de proporcionar una definiciéon como tal, es
conveniente tener en cuenta un par de resultados, cuyas pruebas se incluyen en el
apéndice B.

Proposicion 4.1. Dados {wi,w2} y {w),w)} ordenados de forma que (wi/wa) y
S(wf/wh) sean positivos, ambos generan el mismo reticulo si y solo si

Wi\ [a b w1 . . a b
(wé) = (c d> (w2> para cierta matriz (c d> € SLy(Z).

Proposicion 4.2. El grupo SLy(Z) estd generado por las matrices:

s=(13) v r-(01)

Definimos una forma modular de peso k como una funcién holomorfa f : H — C
con crecimiento a lo mas polinémico en $z que cumple:

az+b

(4.1) flyz2) = (jw(z))kf(z) con 7y €SLy(Z), yz= po——

y Jjy(2) =cz+d.

Los nuevos elementos introducidos cumplen estas dos propiedades:

Sz

(4'2) %(72) = 2 y j'Yl’YQ (Z) = j'n (722)].72(2)'

| 47(2) |

En el caso de la segunda, basta darse cuenta de que (vz)' = (j,(2))"2 y aplicar
la regla de la cadena. Para comprobar la primera, multiplicamos por el conjugado del
denominador en yz:

ac(R(2)? + 3(2)?) + adz + bez + bd

B (ad — bc)3(2) Sz
T ek

POEEOIR

= S(vz) =

21
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Consideremos ahora el conjunto de puntos @ = {z € H : |z| > 1, |Rz| < 1/2}.
Cualquier punto en el dominio de f puede llevarse a un punto en €2 por medio de las
aplicaciones definidas por las matrices que generan el grupo SLs(Z). Con la traslacion
(Tz = z + 1), podemos situar cualquier punto en la franja {|Rz| < 1/2}; y con la
inversion (Sz = —1/z), movemos el punto al exterior de la circunferencia unidad en el
caso de que no lo estuviera ya. Cabe mencionar que los puntos en la frontera pertenecen
a la misma oOrbita generada por las matrices Ty .S sobre H. En concreto, los puntos
con parte real igual a +1/2 estan relacionados entre si mediante la traslacion. Ademaés,
sabiendo que —1/z = (—x + iy)/|z|?, los puntos en la frontera de la circunferencia
unidad (|z|] = 1) con parte real negativa se relacionan con los que tienen parte real
positiva. Por tanto, la funcién f queda caracterizada por sus valores en €2, lo que se
llama dominio fundamental estdandar. Tomando v = Ty S (generadores del grupo
SLy(Z)), llegamos a la conclusion de que pedir que una funcién cumpla (4.1) es lo
mismo que pedir que f sea l-periodica y f(—1/2) = 2*f(z). Ademas k debe ser par
puesto que v = —1I en (4.1) nos lleva a f(z) = (—=1)*f(2).

Por otro lado, las funciones holomorfas que cumplen (4.1) admiten un desarrollo
de Fourier. Si imponemos que f(z + iy) crezca menos que cierto polinomio cuando
y — 00, llegamos a que dicho desarrollo carece de términos negativos; por tanto,
f(z) =3 ane?™™* n > 0.

4.1. Las series de Eisenstein

El ejemplo més basico de forma modular es la llamada serie de Eisenstein de peso
k, donde la prima en la suma indica que se omite (m,n) = (0,0):

(4.3) Gi(z) == ZI (mz +n)~F.

(m,n)eZ?

El primer paso seré probar que, en efecto, es una forma modular de peso k para
k > 2 par. La convergencia estd garantizada al ser el exponente k mayor que 2 y el
denominador no anularse. Como k es par, basta comprobar dos igualdades gracias a
lo mencionado anteriormente:

Gr(z+1) = % ZI (mz—i—m—i—n)_k:% ZI (mz + 5) 7% = Gi(2)
(m,n)ez? (m,s)eZ?
1 1
Grl(~1/2) = 5 S (em/z ) = > S (cmtnz) R = FG(2).
(m,n)ez? (m,n)ez?

Relacionada con esto, se encuentra la serie de Eisenstein normalizada de peso k,
representada como Fj. Esta serie se define igual que la anterior pero restringiendo la
sumacion a los m,n coprimos. Es curioso observar que Ej(z) = Gi(z)/¢(k) donde el
denominador es la funciéon ¢ de Riemann. Para comprobarlo, reescribimos los pares
(m,n) como (da,db), con d el maximo comun divisor de (m,n) y (a,b) coprimos.

Gk<z>=§ > Zd"“(mb)-’fzdzd—’“é S (az )" = (k) Ex(2):
=1

med(a,b)=1d=1 med(a,b)=1
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Ahora vamos a dedicarle un tiempo a calcular el desarrollo de Fourier de Gj. Si
bien no se va a omitir ningtn paso de vital importancia, no se pueden desarrollar con
sumo detalle todos los céalculos debido a la extensién del documento. Por ello, si el
lector quiere profundizar en algin aspecto, puede consultar la bibliografia facilitada;
en mayor medida, [Mas15]| y [Zag08].

Proposicion 4.3. Se cumple la siguiente igualdad:

1 1 1
) § 2minz E ( ) c H.
! Zn Oe 2 Z\zdn z-n para <

Demostracion. En el primer término, tenemos una serie geométrica:

) 1 ) e—iwz - eiﬁz 4 e—iwz COS(?TZ)
mi(l1-2 ——— ) =mi(1-2-————— | =i — — =7 :
1 — e2miz e~z _ pimz ez _ p—imz sm(7rz)

Por otro lado, consideramos la férmula del producto infinito de Euler para la
funcién seno y tomamos la derivada logaritmica en el paso siguiente:

in(2) ﬁ 1 22 N cos(mz) 1+i 2z 1+i 1 N 1
sin(rz) = mz -= - == - == )
oot n? sin(rz) 2 22—n? 2z —\z+n z-n

O]

Agrupando los términos de la derecha en una sola suma y derivando k — 1 veces:

o0

o0
. —27m :
. . 2minz —1 —1 _2minz
(4.4) 772—27725 e —E (z4+n)" = E z+mn) "= w=1)n E e .

n=0 nel nez n=1

Este desarrollo de Fourier nos ayudara a calcular el de la funciéon Gj. Separando
los términos de la suma en (4.3) y teniendo en cuenta que k es par:

Gi(2) = %Z % + % SNtz ) E= k) + 30 S mz 4y

n#0 m#0 neZ m=1neZ
meZ

o0

Gk + Z 27” 'dez 1 27Tzdmz

1

(4 4)

Agrupamos ahora los coeficientes que contribuyen a la misma potencia de e; es
decir, escribimos dm = n y apareceran en el desarrollo de Fourier los ntimeros d que
dividen a n:

(4.5) Gr(z) = ((k) 27?2 Z op_1(n)e*™™* con op(n de

d|n
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4.2. La funcion discriminante

Siguiendo en el mismo contexto, las formas modulares que cumplen f(ico) = 0, es
decir, las que tienen ag = 0, se llaman formas parabdélicas o cuspidales, y desempenan
un papel importante. Vamos a analizar la mas famosa, la funciéon discriminante:

(4.6) A(z) = ?m2 ﬁ (1 - e2mm=),

n=1

Es facil darse cuenta de que ag = 0, pero comprobar que sea una forma modular
requiere algo de trabajo. El resto de coeficientes a,, se suelen denotar por 7(n) y se
hace referencia a 7 como la funciéon de Ramanujan. Precisamente fue él quien observo
que esta funcion tiene una curiosa propiedad: 7(nm)=7(n)7(m) si m,n son coprimos.
Para obtener la prueba completa, hay que esperar al final del capitulo 6 pero, a modo
de ejemplo, vamos a ilustrarlo calculando 7(2) y 7(3), sabiendo que 7(6)=—6048.
Desarrollamos las potencias advirtiendo que a partir de n=3 no nos interesan:

(1—e*)2 = (1-3€>™743e°™2% )8 = (1—-6e*™* + 15> ) 1 =1-24€>™% 427677 ..
(1—e?mi22)2 = (1327122 B = (1—-6e2™2 4 )= (112622 1 )2 =1-242"2%
Sustituyendo en (4.6):
A(z) = 627riZ(1 . ezm‘Z)24(1 . 627”‘2Z)24m = @2Miz _ 9[p2mi22 | 959 2mids
Por tanto, 7(2)7(3) = —24 - 252 = —6048 = 7(6), y se cumple la propiedad. A

continuacion, se probara una serie de proposiciones para deducir que (4.6) es una
forma modular de peso 12.

Proposicion 4.4. La funcion Ga(z) cumple la siguiente identidad:
. . b
(U7 Ga(v2) = (55(2))2Galz) — miciy(z) para = (‘; d) & SIx(Z).

Demostracion. Es suficiente probarlo para los generadores del grupo S y T'. En el caso
de la traslacion, es casi inmediato. Para el giro, usamos las siguientes series dobles:

1 ;o , 1 ;1
G2<2):§ZZ (mz+n)?’ Gz(z):§ZZ (me )2’

1 / 1 ! _ 1 ! 1
H(z) = 2; zm: (m—1+nz)(m+nz) y H(z) = 2%: Zn: (m—14nz)(m+nz)’

donde la prima indica que se omiten los valores (m,n) = (0,0) en las cuatroy (m,n) =
(1,0) en H y H'. Estas dos tltimas son faciles de calcular debido a su descomposicion
en fracciones simples. Por tanto, ambas convergen con valores H =1y H' = 1—mi/z.
Ademas, la serie doble con término general:
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1 1 1

(m—1+4+nz)(m+nz) (m+nz)?2 (m+nz)2(m—1+nz)’

es absolutamente sumable. Esto muestra que Go — H y G, — H' coinciden; es decir,
que las series Gy y G convergen con el orden de sumacion indicado. En consecuencia:

Ga(2)—GY(2)=H(z)— H'(2)= g y Ga (;) =22Gh(2) = Gy (_71) =22Gy(2) — miz.

O]

Proposicion 4.5. La funcion discriminante satisface la igualdad:

A'(2)

(4.8) A

= 2miEy(2).

Demostracion. Tomando la derivada logaritmica en (4.6) y la serie geométrica de
razon e> iz

1 A/(Z 27r'mz

= 2mimnz __ 27rz'sz
2mi A(2) _1_2421—6%2712 1_2422”6 1—24201 :

m=1n=1

En el altimo paso, se han agrupado los términos que contribuyen a la misma
potencia de e siguiendo el mismo razonamiento que antes. Por otro lado, realizando
un calculo similar al de la prueba de la proposicion 4.4 para G3(z) en su desarrollo de
Fourier, y sabiendo que ((2) = 72/6:

— G2(Z) — 47’[‘2 = TNz __ = TSz
BEy(2) = (@ - 1— C(z)nz:lal(n)ez =1 _2452101(8)62 :

Proposicion 4.6. A(z) es un forma modular de peso 12.
Demostracion. Como 12 es par, basta comprobar que A(z+1) = A(z) y A(—1/z) =

2'12A(z). La primera igualdad es casi inmediata, por lo que vamos a centrarnos en la
segunda. Una sustitucion en (4.7), nos permite obtener esto:

(4.9) Bs(v2) = (j4(2))* Ba(2) — micjy(2)/¢(2)-

Partiendo del siguiente logaritmo que derivamos a continuacion:

log <m> = log(A(—1/z2)) — log(2'?) — 1og(A(z))(4:'8>) [bg @1(22(/5)))]/ —

(4.9)
:% (Z2E2(Z)—;T(Z;)> —g—Qm'Eg(z):O = log (m) —c = Azl(gAl(/zZ)) — .

Para hallar la constante, tomando z = i se obtiene ca = 1 y concluye la prueba. [J






CAPITULO 5

La féormula para la dimensiéon

Fijado k (que a partir de ahora serd no negatico y par), las formas modulares de
peso k forman un espacio vectorial Vi sobre C. Resulta interesante determinar una
base para él, y hallar su dimension. Este serd nuestro objetivo en el capitulo. Se han
tenido en cuenta las referencias |Zag08, §1.3] y [Zag08, §2.1], asi como la exposicion
més clara y ordenada para mi gusto de [Masl5, §1.6].

Sea f una funcién meromorfa en un abierto de H. Escribimos v,(f) para indicar
el orden de f en el punto p € Hj es decir, el unico entero n tal que (z — p)~"f(z) es
holomorfa y no se anula en p. De forma similar, definimos v (f) como el entero més
pequeno tal que a, # 0 en el desarrollo de Fourier. Si f es una forma modular de peso
k, gracias a que cumple (4.1), el orden tiene sentido en las orbitas de SLy(Z). Esto
quiere decir que puntos en la misma 6rbita tienen el mismo orden.

Proposicion 5.1. Sea f # 0 una forma modular de peso k, w = e>™/3 y D* el dominio
fundamental de SLs(Z) identificando las linea verticales de los extremos entre ellas y
medio arco inferior (|z| = 1) con el otro. Entonces:

(5.1) vaol1) + 50i(1) + 30D+ 3 ) = o

2 3 peD

Demostracion. Integramos f’/f sobre el contorno C' de la figura 5.1 de dos formas
diferentes. Por un lado, usamos el teorema de los residuos junto con el principio del
argumento considerando R lo suficientemente grande para que C' contenga todos los
ceros y polos:

[ () o i

peC® peD*

Por otro lado, integramos sobre cada linea que compone el contorno C. Cuando lo ha-
gamos sobre porciones de circunferencias, corolarios de la férmula integral de Cauchy
y del principio del argumento en [Mas15, §1.6] nos dicen que el resultado tenemos que
dividirlo en proporcién al angulo de la circunferencia sobre el que integramos.

27
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Integral sobre Cj: cambio de variable q(z) = €*™* = dq = 2migdz. El camino
q(C1) recorre un circulo de radio e 2™ centrado en 0 en el sentido de las agujas del
reloj. Por tanto:

'@y, [ '@d=) da _/ '@ 4,

o f(2) gy f@) 2miqg Jyen Fa)

= 9rivo(f(g) = —2rivec(f(2)).

Lo ultimo se sigue del desarrollo de Fourier f= 3>, a, e = Yoo ang™,
considerando f en funcién de z o de g respectivamente.

Integral sobre Cy y Cg: se anulan entre si debido a que f y f’ son 1-periodicas.

Integral sobre Cy y Cg: recordemos que S es la matriz de la inversion S(z) = —z7L.

)k, J(52)8)
f& e

)y [k FEASE) k[ ), 1)y ik
c4f(Z)dZ_/ dz+ dz=2 d :>/C4+C6 dz=2

F& 1 (82)= f(2) =~k f(82) + £ f/(52)8 (2) =

a2 F(S2) T2 o, Fs) f2) T

A

YO, Cy )

Figura 5.1: Contorno de integracion.
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Integral sobre C5: usamos el principio del argumento sobre la circunferencia entera:

F') f/(z)dz = —12771'1)@-(]”).

? Jo 1) o 1) 2

dz = —2mivi(f) =

Integral sobre C5 y C7:  de nuevo nos valemos del principio del argumento teniendo
en cuenta que ahora recorremos un sexto de la circunferencia y que el orden de f en
wy w—+ 1 es el mismo al estar en la misma 6rbita.

P& g 2 2 o [ TG, £ g iy
Cr f(z) dz= 6 w+1(f) 6 W(f) C3 f(Z) a :>/C3+C7 f(Z) ¢ 3 W(f)

Combinando todos los célculos se comprueba que la proposicién es cierta. ]

Proposicion 5.2. Definiendo Sy como el subespacio de Vi, generado por las formas
cuspidales, las siguientes afirmaciones son ciertas:

(5.2) 1. Vp={0} para k<0, k=2 3. Ww==C_
' 2. Sr =10} para k <12 4. S;p=CA
Demostracion. 1. La parte de la derecha de (5.1) no puede ser negativa, ya que la
parte de la izquierda no lo es. Por tanto, & > 0. Para k = 2, obtenemos 1/6 en la
parte derecha pero la parte izquierda es la suma de multiplos no negativos de 1, 1/2
y 1/3. Esto supone una contradiccion por lo que no existen tales formas modulares.

2. Si f es una forma cuspidal, entonces v (f) > 1, lo que implica k& > 12 segtn (5.1).

3. feVo= f— f(oo) €Sy ={0}. Por tanto f = f(o0) es constante, y Vj = C es el
espacio de funciones constantes sobre H.

4. Si f € Si2, voo(f) > 1. Como k = 12, debe ser voo(f) = 1 por (5.1), y f no
tiene otros ceros ni polos. Definimos g(z) = f(2) — A(2) - f(i)/A(i). Observamos que
g(z) € Si2 porque A es una forma cuspidal, y g(i) = 0. Gracias a la proposicion
anterior, llegamos a la conclusion de que g = 0 (al no cumplirse la igualdad de los
ordenes por tener un cero en z =14) y f es multiplo de A. O

Teorema 5.3. Para k > 12, se tiene Vi, = AVi_12 @ (E)).

Demostracion. Consideramos la funcion lineal ¢ : Vi, — C, f +— f(o0). El nicleo es
Sk y 1 es sobreyectiva porque 1 (E) = 1. Por tanto Vi, = S @ (E)). Si Skr12 = AV,
hemos acabado la prueba. Esta tltima igualdad es trivial para k negativo y la propo-
sicion anterior lo prueba para k = 0. Para el resto, sea f € Sk412, y construimos la
funcion g = f/A, que es holomorfa en H porque A no se anula alli (es facil compro-
barlo con la definicion). Como vso(g) = Voo (f) — Voo (A) = voo(f) —1>0,g € Vi, O

A modo de ejemplo, una base para Vag seria {Esg, AFay, A2E15, A3} ya que:

Vag = AVay @ (E36) = A*Vig @ A(Fay) @ (E36) = A%V @ A%(E12) ® A(Ea4) © (Esg).
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Teorema 5.4. Para k no negativo y par:

kE/12) +1 si k#£2 5d 12
(5.3) dimVj = { /121 st k2 (méd 12)

|k/12] si k=2 (méd 12)
Demostracion. Procedemos por induccioén sobre k. Para k = 0, 2 ya lo hemos probado.
Para k= 4,6, 8,10 y usando parte de la demostraciéon del teorema 5.3:

(5:2)

Vi=Sr®(E) = dim(Vgy)=dim(Sg)+1 =" 0+1=1.

En el caso de que k > 12, dim(Vy) = dim(Vi_12) + 1 por el teorema 5.3. O

La formula de la dimensién permite obtener ciertas identidades, como las que
involucran sumas de potencias de divisores a través de la funcion o (n). Una de ellas
deriva de la igualdad E? = Eg. Ambas son formas modulares de peso 8 y dim Vg =
1= 3c € C | Eg = cE3. Comparando el término constante en el desarrollo de Fourier
(4.5), deducimos que ¢ = 1. Calculando el desarrollo en los dos casos concretos y
sabiendo que ¢(4) = 74/90 y ((8) = 7®/9450:

00 2 00
E} = Eg = (1 + 240 Z Ug(ﬂ)g”) =1+480 Z o7(n)¢" donde ¢q=e*™* —

n=1
co n—1
1+480203 n)q +2402203 q2”+24022 203 m)os(n—m)q" —1+480207
n=1 n=1 n=3m=1 n=1
m#n/2

Comparamos los coeficientes de ¢™. Observamos en la parte de la izquierda que
cuando n es par, el sumatorio de en medio anade los factores o3(n/2)os(n/2), que
precisamente no aparecen en el tercer sumatorio. Por tanto:

48007(n)=480073(n +2402203 m)os(n—m)=o7(n)=03(n)+120> _os(m)os(n—m).

5.1. Generalizacion de la formula

Hay una formula general para la dimension que estd en [DS05, Th.3.5.1] y en
[Shi94, §2.6]. En el caso k > 2 par, puede verse en estas referencias que para grupos
generales la férmula es

(5.4) dim = (k— 1)(g — 1) + EJ € + gjeﬁ geoo,

donde g es el género, €2 es el nimero de puntos elipticos de orden 2, €3 es el nlimero
de puntos elipticos de orden 3 y € es el niimero de cuspides. Procedemos a explicar
con mas detalle todos estos conceptos y a calcularlos para SLo(Z), comprobando si
obtenemos de nuevo (5.3).
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En general, el género de una superficie es una propiedad de invarianza topologica
definida como el méaximo namero de curvas cerradas simples que no se intersecan, y
que se pueden dibujar sobre la superficie sin separarla. Aplicado a nuestro problema y
de forma informal, puede verse como el nimero de agujeros de la superficie de Riemann
equivalente al dominio fundamental. En este caso, ese valor es cero.

Decimos que 7 € H es un punto eliptico de orden k de I' si el estabilizador de 7 en
I'/{£I} no es trivial y tiene orden k. Recordemos que SLy(Z) esta generado por la
inversiéon Sy la traslacion T'. El subgrupo generado por S tiene orden 2 en el cociente,
y el subgrupo generado por ST, orden 3.

Sz:<(1) _Ol)z:z@z::lzi y STz:<(1) _11>z:z<:>z:—1/2:|:i\/§/2.

Nos quedamos s6lo con las soluciones en el semiplano superior. Consecuentemente,
eg=1ye3=1.

Por tltimo, las cispides de T son las clases de equivalencia por I' de QU {oc}. En
nuestro caso, hay una ctispide ya que SLo(Z)oo = {a/c | a,c € Z A mecd(a,c) = 1}.
Sustituimos en (5.4) y escribimos k = s + 12t para s € {0,2,4,6,8,10} por ser k par,
y t € 0,+00) :

ity 1= o] +[£] <1 1]+ 3] -5

Para s = 2, dim(Vy) = t y para el resto de valores, dim(Vj) = t + 1. Teniendo en
cuenta que ¢t = |k/12], hemos llegado a (5.3) por otro camino.






CAPITULO 6

Los operadores de Hecke

6.1. Definicién, propiedades y ejemplos

Si modificamos el argumento de una forma modular f de peso k, notamos que
f(2/2) y f(2z) dejan de serlo. Sin embargo, sorprende que g(z) = 2% f(22) + f(2/2) +
f((2+1)/2) silo sea. Aparte de que es holomorfa, se cumplen las siguientes igualdades:

og(z+1):2kf(2z+2)+f(z+1>+f(;+1> 2k £(2 )—i—f<z+1)+f(z/2):g(z).

g —i)=2’“f(z/2)+f( ) (=5 1/Z+1 1):2kf<z/2)+f(;j)+f<_lzz_z>

:zkf<;>+(2z)kf(2z)+f(2z/(11+z> kf<§>+ (2z kf 22) (124_Zz>kf<12+222)
—zkf<;>+(2,z)kf(2z)+<12:Z)k 1+z 'f“ )2 ( 22)+f(1+z)]—zkg(z).

La pregunta ahora serfa: ;jbajo qué trasformaciones del argumento, las formas
modulares se mantienen? Esto nos lleva a introducir el llamado operador de Hecke:

d—

(6.1) (Tnf)(z) = % Z aka(aZ;_ b) para n,a,d € Z".

ad=n b=0

—_

Si tomamos n = 2, obtenemos el operador anterior salvo un factor 1/2. Los ope-
radores de Hecke aplican formas modulares en formas modular, pero esto no se ve a
simple vista. Antes de probarlo, vamos a estudiar algunas de sus propiedades.

Proposiciéon 6.1. Sin y m son coprimos, entonces T, Ty, = Thm = TynTh,.

Demostracion. Cambiando la notacién ligeramente:

:% D a'f(4z), A= (8 Z) y (Tmf)(z):% > ok f(B2), BZ(% ?)

ad=n aé:n
0<b<d 0<B<é

33
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(T Tnf)(2 Zoz Zakf(BAz):%ZZ(aa)kf(Cz), O— (oz)a ab;fd)

0%6535 0a§db:<nd
Sabemos que d recorre los divisores de n y ¢ los de m. Por otro lado, b toma los
diferentes residuos modulo d y 8 hace lo propio con §. Como m y n son coprimos, dd
recorre todos los divisores de mn y ab + Sd toma los diferentes residuos médulo dd.
Gracias a esto y comparando el operador anterior con el siguiente:

h—1

T2 = 3 3 (59,

eh=mn g=0

deducimos que T;,, T, = Tinp v, de forma analoga, T, Ty, = Thm = Tmn- ]

Proposicion 6.2. Siendo p un primo, los operadores de Hecke cumplen la formula
de recurrencia: Tt = Tp'T) — pk_lTpuq.

Demostracion. Sabiendo que los divisores de p¥ son sus propias potencias anteriores:

Ty f= Zp’f@ ) Zf( PR, = )+ Zf(z“’) y Ty Tyl =

v—s+1

:pk—lipk(v—S)—inlf(W) Zzp v—s) Zf< ”_szp—;cl—i- bps)

bOsO

Hallamos el término s = 0 del primer sumando: pFvtD—v=1f (p**12). En el segundo

término, observamos que ¢ + bp® va desde 0 hasta p**! — 1; por lo que equivale a:

s+1 1

,Z f(v—s)— Z f(vsife){stl}z k(v41— t)vlzf( pUtis tz+e)'

No es dificil comprobar que sumando esto y pF(vHD—v=1f(pv+l

Por ello:

z), obtenemos Tput1 f.

TTf Tu+1f+pk 1Zpk(’us Zf(vs-i-l

s=1

z+cp>

Cancelando p en el argumento de f y con la sustitucion s =t + 1:

v—1 piti-1 ot z+c
Ty, f = Tv+1f+pk 1229 (v=t-1)- Z f( )
t=0

Escribimos ¢ = gp' +7 con 0 < g < py 0 < r < p'. Fijado r, ¢ se mueve en funciéon
de q. Si evaluamos estos valores de c en f, obtenemos el mismo resultado ya que f es
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1-periddica al ser una forma modular. Como ¢ oscila entre 0 y p, la funcién aparecera
p veces con el mismo valor de r. Por tanto:

pi—1

k 11)_1 k(v—t—1 1 Pt k-1
Ty Tyf = Tyoer f+pF 1Y phe-t- Dot 32 f(T) =T f 4" T f.
t=0 r=0

O

Gracias a estos dos resultados, los operadores de Hecke quedan determinados por
los T},» donde p” son las potencias de primos que aparecen en la descomposiciéon de
n. Resolviendo la recurrencia de la proposicion anterior, seremos capaces de expresar
T,v en funcion de T), y asi, T}, queda determinado por los operadores de indice primo.
Vamos a analizar la siguiente recurrencia:

Unii1(x) = 22Uy () — Up—1(x) con Up(z)=1 y Ui(x)=2z.

Afirmamos que la solucién es Uy () = sin ((n + 1) arc cos ) / sin(arc cos z). Los casos
base son inmediatos (mera sustitucion), por lo que vamos a comprobar que los Uy,
definidos satisfacen la férmula de recurrencia. El denominador es el mismo, asi que
nos centramos en el numerador. Abreviamos la notacién usando o = arccosz, de
forma que cos o = x.

Numerador (Up+1) =sin(na+2a) = cos(na) sin(2a)+sin(na)cos(2a) =2 cos(na) sin(a) z

+ sin(na)[z% —sin?(a)] = sin(na)[z? —14+22]4+2 cos(na) sin(a)z = 227 sin(na)—sin(na)

+2z cos(na) sin(a) = 2z[sin(na + «)] — sin(na) = Numerador(2zU,, — Up,—1).

Comparando la férmula de recurrencia de U, con la de la proposicién 6.2 y ajus-
tando un poco los coeficientes, deducimos que T)» se puede obtener a partir de 7}, de
la siguiente forma: Tpr = p”(k_l)/QU,,(%p(l_k)/QTp). Basta sustituir para comprobarlo.
Esto implica que el operador de Hecke puede expresarse como un polinomio en 7}, y
sabemos que T}, T; conmutan para p,q primos. Por tanto, 1,1, = T,,T;, Ym,n.

Es hora de mostrar algin ejemplo concreto. Para ello, vamos a hallar el operador
de Hecke de la serie de Eisenstein para n = 2 usando (6.1) y recordando (4.3):

TG, = % [2ka(2z) +Gr(2/2) + Gk<z ;r 1)} .

Calculando la serie de Eisenstein para los diferentes argumentos y analizandola:

TGy = 281 B Z/(mz +n)7F 4 % Z/(mz +n)7F+ % Z’ (mz + n)k} .

m par n par m,n misma
paridad
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Examinando los indices en la suma de las tres series, observamos que estamos
anadiendo m, n par tres veces; y el resto de casos, una vez. Por tanto, podemos escribir
lo anterior asi:

TGy = 281 [; Zl(mz—i-n)*k—i-% Z/(mz—i-n)k} == [Gk—k 21(21'2—1—23')’“} =

m,nel m,n par 1,JEL

1
— ok—1 [Gk +27k Z,(z’z +j)_k] = 9k-1 [Gk + Qk_le} = Gj[1+ 2",
i,JEL

Esto se puede generalizar para cualquier primo p. El operador de Hecke en este
caso serfa:

T],,szll9 [kak(pz)—i—Gk (;)—i—%:l(}k (T)] e (z ; b) :pj Z/(mz—i—bm—i—pn)—k.

2
b=1 m,nEL

En esta tltima suma, si m divide a p, el factor que multiplica a z y el término
independiente dividen a p. Si m no divide a p, ninguno de ellos lo hace. Para m [ p
y n fijos, bm + pn va recorriendo los valores entre miltiplos de p sin llegar a éstos.
Al considerarlo en conjunto, estamos juntando todos los m,n tal que ninguno de
ellos divide a p, y los que ambos dividen a p aparecen p — 1 veces. Realizando un
razonamiento similar al de antes:

k—1 ! ! ! / /
1,6 =L o [ S 1) 3 - Gk e Sl |G

mlp  nlp mnjp m,n|p i,jEL

Usando induccién, esto se cumple para cualquier potencia de primo. El caso base lo
acabamos de demostrar. Supongamos que Ty Gy, = 0,—1(p¥)G}, y veamos si se cumple
para p¥t1,

Tpv+1Gk = (Tprv — pkilTpvﬂ)Gk = [O'k_l(p)ak_l(pv) —pkilo'k_l(pvfl)}Gk =

_ [pk:—1 zv:ps(k—n n zv:ps(k—n _ ket vilps(k—l)] Gy =
s=0 s=0 s=0

v+1 v v
_ [Zps(kl) + Zps(kfl) . Zps(kl)] G = qu(p”H)Gk.
s=1 s=0 s=1

De hecho, si nos vamos a algo todavia mas general, y gracias a las propiedades de
los operadores de Hecke, podemos probar lo siguiente:

Proposicién 6.3. Se cumple: T,,Gy = ox_1(n)Gy Vn € Z+.
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. . ., . v;
Demostracion. Realizamos la descomposicion de n en factores primos: n = pi*ps*...p e

Gracias a la proposicion 6.1, podemos separar los operadores de Hecke para cada uno
de estos primos:

J
TnGk = Tp1111 Tpgg ...Tp;j sz H O’kfl(pgs)Gk =0k—-1 (pi)lng...pgj)Gk Zkal(n)Gk.
s=1

O]

Volviendo a las propiedades, el hecho de que los operadores de Hecke apliquen
formas modulares en formas modulares es complicado de probar debido a la notacion
a veces engorrosa y a la busqueda de generalidad. Una prueba que particularmente
me parece mas sencilla de entender y clara en el concepto es la que se lleva a cabo
en |Vaugh|, dividida en dos teoremas principalmente. Antes de enunciarlos, vamos a
explicar la idea en la que se basa. Llamamos I';, al conjunto formado por las matrices
con coeficientes enteros cuyo determinante es n. Notese que I'y = SLy(Z). Para un
grupo genérico I' y A, B € T, definimos la relaciéon de equivalencia A ~ B <
AC €T | A=CB. T, /T es el conjunto de clases de equivalencia. Se puede demostrar
que un conjunto de los representantes para cada clase viene dado por:

(6.2) AnZ{A:<g Z)GFn|ad:n,d>0;O§b<d}.

Teorema 6.4. Sea f una forma modular de peso k sobre I'. Entonces

(6.3) (Tof)(V2) = (27 + 65 (Tnf)(z) para v:(j §> er.

Demostracion. Con la notacion que acabamos de introducir, podemos expresar (6.1)
como:

(T.f)(2) = % Z a*f(Az) para n,a,d € ZT = (T, f)(Vz) = 1 Z aF f(AV 2).

n
AeA, AeA,

Al multiplicar las matrices, el resultado AV € I'j,. Atendiendo a lo que hemos afirmado
previamente, tiene que existir A; € A, tal que AV ~ A; y, por tanto, también existe
V1 € T tal que AV = Vi A;. Tomando coeficientes con letras latinas para A, Ay y
griegas para V, V;:

ac+ by af + bd arar  o1by + Bidy
AV = = =V14,.
< dy dé ) (71611 v1b1 + 61dy H

Recordemos que tanto la matriz A como la matriz A; pertenecen a I',,. Esto quiere
decir que el determinante de ambas debe ser n; por lo tanto, ad = n y a1d; = n.
Igualando la esquina inferior izquierda: dy = y1a1 = ny/a = yin/dy = v = av1/d;.
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Comparando la esquina inferior derecha: §y = dd/dy—v1b1/d1 = 61 = a16/a—~b1/a =
ad1 = a10 — byy. Por tanto, obtenemos la siguiente igualdad:

a1z + by
dy

(Tuf)(V2) = % > " f(idiz) = % > (mArz+61)ka" f(Arz) = (2+6) " (T f)(2).

A€A, A€A,

a(y1A1z+61) = am + (a10 — byy) = y(a1z +b1) — by + a1d = a1(yz +9).

Al final, hemos cambiado el indice de la suma a A; en lugar de A. La matriz A;
se mueve por A, al igual que A. Esto se debe a que si A’V = V] A], entonces A ~
A —= A~ Al O

Teorema 6.5. Sea f una forma modular de peso k con desarrollo de Fourier

E cm€ ™™ entonces (T),f)(z E b€ ™ con by, = E okt Crn /a2

m=0 almed(m,n)

Demostracion. Un simple célculo en (6.1) y una sustitucion posterior nos llevan a:

(T f _nk: 1 Z d_ Z f(az+b) — k1 Z dF i Z Cme27rim(az+b)/d‘

ad=n 0<b<d ad=n m=00<b<d

Observamos que aparece la suma de las raices d-ésimas de la unidad y, escribiendo

m’ = m/d, obtenemos lo siguiente:
2mibm/d __ d ddivide am k: 1 d- k+1 27r7jm’az
e = = (Tnf)(z )
0 en otro caso
0<b<d m’=0 ad=n

Agrupamos potencias de e y renombrando p = am’ = m’ = p/a:

:i€2wizu Z (%)k_lcd#/a = bﬂ = Z Uzkilcnu/al
pn=0

almed(n,u) almed(n,u)

O

Teorema 6.6. Los operadores de Hecke llevan formas modulares a formas modulares.
En particular, también aplican formas cuspidales en formas cuspidales.

Demostracion. Comprobamos que se cumplen las condiciones necesarias para que T, f
sea una forma modular de peso k:

e La definicién inicial nos dice que T, f es una suma finita de funciones holo-
morfas; por lo tanto, T}, f es holomorfa. Gracias al teorema 6.5, también es holomorfa
en el infinito.

o (Tnf)(Vz) = (2vy+6)*(T,f)(z) para V € I gracias a (6.3).

Si f(ico) =0 (cusp form), entonces (T, f)(ico)=2 > akf(‘”OOer) 13 ab0=0. O
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6.2. Diagonalizacién y aplicaciones

Dejamos un poco de lado la variable compleja y pasamos a enunciar algunos resul-
tados de algebra lineal que tienen un importante impacto en los operadores de Hecke.
Para evitar extendernos demasiado en el contenido, las demostraciones pueden con-
sultarse en |Conradl] o similares referencias en la web. Llamamos matriz Hermitica a
aquella que es autoadjunta con elementos pertenecientes a los niimeros complejos.

Proposicion 6.7. Una matriz Hermitica es diagonalizable.

Proposicion 6.8. Sea A : V. — V un operador lineal diagonalizable y W un subespa-
cio de 'V invariante por A, entonces A |w: W — W tambien diagonaliza.

Teorema 6.9. Sea V' un espacio vectorial unitario, si C = {Li,La ...} es un con-
Junto de aplicaciones lineales autoadjuntas V. — V que conmutan L;L; = L;L;,
entonces existe una base ortonormal en la que todas diagonalizan simultdneamente.

Para aplicar esto a nuestro area de trabajo, necesitamos introducir el siguiente
producto escalar, conocido como producto de Petersson:

(f.g) = /D fla+ iy)gl@ T i)yt dedy

con D un domino fundamental. Para que converja, necesitamos restringirnos al espacio
vectorial de formas cuspidales. Los operadores de Hecke son autoadjuntos para este
producto escalar. La prueba requiere introducir otros resultados y es bastante com-
plicada. La mejor referencia que he encontrado puede consultarse en [Marl8, §6.2].
Lo que quiere decir todo esto es que existe una base B = {fi,..., fq} de las formas
cuspidales de peso k que cumple T,, f = A(n)f para f € B, con A\(n) dependiendo de
f. Gracias a esto, podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 6.10. Dada f € B y su desarrollo de Fourier Y -, A €2 con,

a1 # 0, se cumple a, = \(n)ay. Ademds, anapy = apmai cuando m y n son coprimos.

Demostracion. Comparamos los coeficientes de €2™* de f y T),f en dos igualdades
diferentes. Por un lado y gracias al teorema 6.5, el primer coeficiente de T, f es b1 = a,.
Por otro lado, usando T,,f = A(n)f, obtenemos que b; = A(n)a;. Esto prueba la
primera afirmacion.

Para la segunda, como m y n son coprimos, tenemos: A(n)A(m)f = T,A(m)f =
T2 T f = Tomf = M(nm) f. Por tanto, a,a;, = A(n)A(m)a? = A\(nm)a? = apmar. O

Recordemos la funcion A definida en (4.6). Si retrocedemos a estas paginas, obser-
vamos que quedo pendiente la prueba de una de sus propiedades: 7(n)7(m) = 7(nm)
si n y m son coprimos. Ahora tenemos las herramientas necesarias para demostrarlo
de manera sencilla, usando la segunda parte de la proposicién anterior. Por notacién
usual, los coeficientes de esta funcion se escriben como a,, = 7(n). De la propia defi-
nicion se sigue que 7(1) = 1. Por tanto, 7(n)7(m) = 7(nm)7(1) = 7(nm); es decir, la
funcion 7(n) de Ramanujan es multiplicativa.
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Proposicién 6.11. Si p es primo y r € Z*, se cumple 7(p"™™1) = 7(p)7(p") —
pr(eh).

Demostracion. Usando el teorema 6.5, los coeficientes en el desarrollo de Fourier para
T, f son:

bm: {Cpm +pkflcm/p p L/m N TpA: [ZT(pm)—l—Z(T(pm)-l-pHT(m/p)) eQm‘zm‘

Cpm pfm
pfm plm

Por otro lado, T}, acttia sobre S12, que tiene dimensiéon uno segtin vimos en el capitulo
previo. Por tanto (T,A)(z) = AA(z) para A € C — {0}. Gracias a la proposicion
anterior, 7(p) = A7(1) = X = 7(p). Comparando los coeficientes de A y T,A en el
caso p | m; es decir, m = p":

T(pm) + p"'r(m/p) = Ar(m) = 7(p)r(m) = (") +p" (") =7(p)T(P").

O]



APENDICE A

Funciones elipticas de Jacobi

La primera tarea es expresar las funciones de Jacobi en términos de 6 Ginicamente.
Basta con sustituir en las definiciones de dichas funciones.
22)e  01(z) (23) 01(2)03(0) 21) 6(0)8(z+ 1)

WRKD) = TS T 00t et )

' .
en(2K z) 2 VE 03(2) @23) 04(0)0(2) 21) 0(1/2)0(2 +7/2) .
Vk 04(2) 02(0)04(z) 0(7/2)0(z + 1/2)
dn(2kz) & 2) VK 05(2) 23) 04(0)03(2) 2.1) _0(1/2)6(z)
04(2) 03(0)04(2) 0(0)0(z +1/2)
La segunda tarea es hallar la paridad de sn y cn. A partir de aqui consideramos
w = z/2K. Nos gustaria llegar a la conclusion de que sn(z) = —sn(—z). Analizando

el desarrollo en serie de sumas, se puede ver que f(w + 1/2) = 0(—w + 1/2). Tenemos
que comparar:

6(0)0(w + 1)
0(1/2)0(w+1/2)

0(0)0(—w + %)
0(7/2)0(—w + 1/2)

. —Tiw

(—ie™) 'y —sn(-2) =

sn(z) =

Eliminando términos comunes en ambos lados, comparamos 0(w + 7*)(—ie™) y
(9(—&) + T*)(ieiﬂ-iw); es decir, an2+n(_1)ne2ﬂinw y Zqn2+n(_1)n+1672ﬂi(n+l)w. Si
consideramos n = 0, en el primer caso obtenemos 1 y en el segundo, —e~ 2™ Para
n = —1, obtenemos en el primer caso —e 2™ y en el segundo, 1. Puede comprobarse
que esto sucede para los diferentes valores de n; es decir, el resultado de un lado para

un determinado valor de n aparece en el lado opuesto para otro valor de n.

De forma parecida se procede con cn. En este caso, queremos probar cn(z) =
cn(—z), por lo que comparamos:

0(1/20(w+7/2) .

0(1/2)0(—w +171/2) _ L,
0(1/2)0(w + 1/2) c

0(1/2)0(—w +1/2)

cn(z) = en(—z) =

De nuevo eliminamos factores comunes y tenemos que comparar 0(w + 7/2)e™

con f(—w + 7/2)e”™ produciéndose el mismo fenémeno que antes.

41



42 Funciones elipticas de Jacobi

La tercera y ultima tarea es demostrar (2.6). Para probar la primera fila de igual-
dades, basta con usar (2.5) junto con las relaciones que satisface la funcion ; para la
segunda, las igualdades definidas en (2.4). Para la funcién sn:

0(0)9(&) +1+ T*) (_,L-em'(w+1)) 0(0)9({“"] + T*) - TiW

iz + 2K = G T 1+ 1/2) SRy T o)
e+ 2K7) = —_Jq%_qll_inle(ZS» = ooy~
Para la funcién cn:
ot 281 = BB ) MDAy
e L

Para la funcién dn:

02w+l 01/2)0w)
dn(z+2K) = oo+ 141/~ 00)0@ + 1/3) ~ B)-

B \/yﬂg(w—i—T) B \/Hq_le_%iwﬁg(w) B \/HHg(w) B
dn(z +2K71) = ) e Tehw)  Gaw) dn(z).




APENDICE B
Propiedades de S1y(Z)

Proposiciéon B.1. Dados {w1,w2} y {w],wh} ordenados de forma que S(wy/wa) y
S(wf/wh) sean positivos, ambos generan el mismo reticulo si y solo si

Wi\ [a b) [w : : a b
(wé) = (c d> <w2> para cierta matriz (c d) € SLao(Z).

Demostracion. Suponemos en primer lugar que existe tal matriz. Por tanto, el reticulo
generado por {w},w)} podemos expresarlo de la siguiente forma:

A = {sw] + twh} = {sawr + sbwy + tewr + tdws} = {(sa + te)wr + (sb + td)wa}.

Queremos que sea igual al reticulo A = {mw; + nws}, luego nos queda un sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas. Como el determinante de la matriz es distinto
de 0, el sistema es compatible determinado y siempre existe solucion, que ademas es
entera.

Para demostrar la implicacién contraria, sabemos por la propia definiciéon de re-
ticulo que existen matrices 2x2 con coeficientes enteros V' 'y W que cumplen:

wi\ w1 wi\ Wi
W' W' W'
H=vw | = [T-vwW]|[}]=0 = VW=1I
Wa Wa Wa

Tomando determinantes en ambos miembros de la igualdad final, deducimos que
el determinante de V' 'y W es 1. Por la orientacion de los periodos, solo es admisible
que el determinante sea 1; es decir, que la matriz pertenezca a SLa(Z). ]

Proposicion B.2. El grupo SLs(7Z) estd generado por las matrices:

s=(15) v m=(61)
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Demostracion. Sea G = (S,T). Nuestro objetivo serd probar que G = SLy(Z). Es
obvio que G esta contenido en SLy(Z). Veamos la inclusion contraria. Siguiendo la
prueba de [Conrad2|, estudiamos el efecto de S y T™ al multiplicar por la izquierda.

_fa b _[—c —d m. _ [a+nc b+nd

Podemos suponer ¢ # 0,| a |>] ¢ | y escribimos a = ¢¢ + 7 con 0 < r <| ¢ |. De esta

forma:
. _ a—qc b—qd _ r b—qd _ ¢ —d
STy =5 ( c d ) 5 <c d r b—qd]’

Si seguimos aplicando el algoritmo de la divisién cierto nimero de veces, llegaremos
en algin momento a una matriz con valor 0 en la esquina inferior izquierda, cuando el
resto de la division sea igual a 0. Al tener determinante igual a 1, esta matriz tendréa
valores +1 en las diagonales (mismo signo ambas) y cierto nimero entero en la esquina
superior derecha. Por tanto, esta matriz serda 7" o =T~ " y, como IT" € G y S? = —1,
se cumple lo siguiente:

JgeCGlgy=4T" n€Z=~v=4g 'T" € G.



APENDICE C
El grupo ['y(2)

En la definicion de forma modular se considera el grupo SLg(Z), pero podemos
cambiarlo por otro. En teoria de niimeros toma importancia el grupo I'o(N), definido
como SLy(Z) pero con la restriccion de que ¢ sea divisible por N. Vamos a centrarnos
en el caso N = 2. La forma modular en este caso se define de manera analoga a
(4.1), pero con la restriccion de que «y € I'g(2). Llamaremos Vi (2) al espacio vectorial
formado por estas formas modulares. Comprobemos que si f € Vj entonces g € Vj(2)
con g(z) = f(2z). Definimos el siguiente operador (llamado slash operator en inglés)
para f :H — Cy v € GLy(Z):

(Fl)(2) = (e + ) ™h g

Se observa que f|y,4, = (fly1)]r2 ¥ si f es una forma modular de peso k sobre SLy(Z),
fly = f Vv € SLy(Z). Suponemos que v € I'g(2) y consideramos las siguiente matri-

ces:
o 2 0 -1 _ 2 0 ro—1 o a bn
o= (0 1) , o= (0 1) y ayo == (c/n d € SLy(Z)

Con esta notacion, g(z) = f(22) = (f|a)(2). Como hemos observado antes, basta
comprobar que g|', = (fla)|y = fla = g ¥y € T'o(2) para afirmar que g € Vj(2):

(f’a)”y' = f‘cw’ = f’ow’ofloc = (f‘ow’oﬁl)’a = (f”‘/)‘a = f‘or

az—l—b)
cz+d

Ejemplos de formas modulares en F0(2) son:

ZZ (mz+n)~ y Ep (2 ZZ (mz+n)~

med(m,n)=1 med(m,n)=1
m par, n impar m impar

Para demostrarlo, se observa que, al igual que pasaba con la serie de Eisenstein
normalizada, ambas son holomorfas con crecimiento a lo més polindmico en J(z) y
que el grupo I'y(2) esta generado por las matrices:

1 1 1 -1
-1, T—(O 1) y R—<2 _1).
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Como hicimos anteriormente, sustituyendo los generadores en (4.1) obtenemos
las ecuaciones que deben satisfacerse para ser una forma modular: f(z + 1) = f(z)
y f(Rz) = (22 — 1)7Ff(2). Tenemos que analizar la paridad de los términos para
comprobar que las funciones que acabamos de definir cumplen estas igualdades. Para
Ew 1(2), el factor que multiplica a z es par y el término independiente es impar; y para
Ey 1(2) el primero es impar y el otro da igual. Teniendo en cuenta que m(z+1)+n =
mz+ (m+n) y el numerador de Rz+n es z(2n+m) — (m+n), basta con renombrar
los indices en la suma y observar la tabla C.1.

‘ m ‘ n ‘ m-n ‘ 2n+m
Es i par | impar | impar par
Ey ) | impar * * impar

Tabla C.1: Paridad en las operaciones.

Proposicion C.1. Sea I' un subgrupo de SLo(Z) y D el dominio fundamental de
SLo(Z). Si existe una descomposicion SLy(Z) = UperTh para R C SLy(Z) finito,
entonces el conjunto Dr = |J,cp WD es un dominio fundamental para T

Demostracion. Dividimos la prueba en dos partes: por un lado, todo punto del semi-
plano superior tiene que alcanzarse por medio de la aplicacién de una matriz de I' a
un punto de Dr y, por otro, no puede haber dos puntos relacionados mediante v € I'
en el interior de Dr.

1. Por la propia definiciéon de dominio fundamental de SLy(Z), si z € H, existen
g € SLy(Z) y z0 € D tal que z = gzp. La descomposicién anterior implica que
también existen h € Ry v € I' tal que g = vh. Por tanto, z = vhzy y sustituyendo
2, = hzg € hD C Dr, obtenemos z = yz. Esto prueba la primera afirmacion.

2. So6lo nos quedaria probar que si z y vz pertenecen a Dr para algin v € T,
entonces v = 1. Sea € > 0 lo suficientemente pequeiio para que B¢(z) C Dp. La bola
interseca alguna traslacion de D : B¢(z) N hD # 0. Consideramos la bola trasladada
vB(z) = Be(yz). Como vz € D}, deducimos que yB,(z) debe intersecar el interior
de otra traslacion de D : yB(z) N h'D° # 0 = B.(z) Ny 'h/D° # 0. Al haber listado
todas las traslaciones cuyo interior interseca Be(z), se cumple v~ !A’ = h. Sin embargo,
I'h =Ty ' =Thy K,h € R, por lo que no queda més remedio que h’ sea igual a
h. Por tanto v~ ! = v = 1. O

Esta proposicion nos va a servir para dar una prueba de que la figura C.1 es
un dominio fundamental para I'g(2). Afirmamos que SLa(Z) = U,cro(2)h para
R = {I,5,ST}. Al multiplicar por elementos del grupo SL2(Z), el determinante
siempre serd 1. Nos centramos, por tanto, en el efecto que tiene aplicar S y ST en la
paridad de los elementos de la matriz.

To(2)S= {(: ;) (méd 2)Adet = 1}; To(2)ST= {(2 2) c—d = 0(méd 2)Adet = 1}.



47

—p

-1 -2/3 -1/2

1/2

f—

Figura C.1: Dominio fundamental para I'g(2).

Recordando que en I'y(2) el elemento de la esquina inferior izquierda tiene que
ser par, observamos que se cumplen todas las posibilidades para la paridad de la fila
inferior de la matriz. El caso ¢ par, d impar esta contemplado en I'g(2); el caso ¢ impar,
d par en T'x(2)S; y el caso de que ambos tenga la misma paridad esta contenido en
I'y(2)ST. Por tanto, hemos hallado una descomposicién como la de la proposicion C.1,
y sabemos que Dr ) = DU SD U STD. Para dar una idea de como se obtiene SD
a partir de D, analizamos dénde se mandan los bordes. El arco inferior se mantiene
invariante, la linea vertical izquierda pasa al arco derecho y la derecha al izquierdo.
Para el caso de STD, imaginemos que trasladamos D una unidad hacia la derecha y
apliquemos S. La linea vertical izquierda (que antes era la derecha) va al mismo sitio
que antes, el arco pasa a la linea vertical, y la otra linea va al arco restante.

Por otro lado, podemos hallar también la dimension del especio vectorial Vi (2).
En primer luegar, como pasaba con SLy(Z), el género es cero. Pasamos a calcular
los puntos elipticos de orden 2 y 3. Sabemos que I'g(2) esta generado por —1,7T y R.
En el espacio cociente —y = v Vv € I'y(2). Podemos usar los generadores para saber
cuantos puntos fijan los subgrupos de orden 2 y 3. T tiene orden infinito pero R tiene
orden 2 porque R? = —1 = 1I.
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Ri=z&2-1=22-222-224+1=0&2=1/2+i/2.

Sin embargo, como z € H, nos quedamos con una solucién. Si intentamos buscar
subgrupos de orden 3 (por ejemplo hallando RT'), advertimos que no hay. Por tanto,
eg=1ye3=0.

Afirmamos que Cusp(I'g(2)) = {o0,0}. Hallemos la érbita del infinito para ver
qué puntos se quedan fuera.

a b a r
7= (20 d) = FO(Q)OO_{QC ra,cE Z/\mcd(a,Qc)_l}_{s : 2|s Amed(r, s)—l}.

Al final, aparecen fracciones reducidas y 0 = 0/1 no esta contenido. Calculemos
su orbita: )
'y(2)0 = {d :2)d Amed(b,d) = 1}.
El hecho de que 2 / d se deriva de lo siguiente: | v |= ad — 2bc = 1 = ad =1
(mdéd 2). Como puede comprobarse, estas dos clases de equivalencia cubren Q U {oo}.
Sustituyendo en (5.4):

k k k

dim(Vii(2)) = (k — 1)(0 — 1) + m + bJ 04k = EJ



APENDICE D

La ecuacion modular

En esta parte del trabajo, vamos a enunciar un importante teorema cuya prueba
se vale de la ecuaciéon modular, y del que vamos a extraer una aplicaciéon bastante
interesante relacionada con lo que se conoce como constante de Ramanujan, aunque fue
Charles Hermite quien la introdujo. Para ello necesitamos introducir dos ingredientes.

El primero de ellos tiene que ver con formas cuadraticas. Una forma cuadratica
binaria de discriminante —D se define como un elemento del conjunto Qp = {ax? +
bry +cy? :a € Zt, med(a,b,c) =1, D = dac — b2}. En nuestro caso, s6lo vamos a
considerar que D es positivo. Factorizando @ € Qp en C|z, y], obtenemos:

b+11vD c

Q = a(x + 2Qy)(x + Zgy) donde zg = on H.

A cada forma @) vamos a asignarle el valor zg y el reticulo generado por {zg, 1}.
Si consideramos que ) representa una serie de enteros, representados por Q(xo,yo)
para xg,yo € 7Z, al realizar un cambio de variable lineal con inversa sobre Z, @) o«
representa los mismos enteros. Por la propia definicion, v € SLy(Z) (excluimos el
caso de determinante —1) y nos permite definir la siguiente relacion de equivalencia:
Q1 ~ Q2 <= son iguales salvo un cambio de variable en SLy(Z) <= los reticulos
son equivalentes (gracias a la proposicion B.1). Seria interesante encontrar un conjunto
de representantes de QQp/ ~. Usaremos el dominio fundamental de SLy(Z), Q= {z :
|z| > 1, |Rz|] < 1/2}, eliminando parte de la frontera 0 = {z : |z2| > 1, Rz =
—1/2} U{z : |z| =1, =1/2 < Rz < 0}. De este modo, Q* = Q\ 9 = {z : |z >
I, —1/2 <Rz <1/2}U{z : |2 =1, 0 <Rz <1/2}.

2| >1 <= (b +4ac—b*)/4a®> =c/a>1 <= c>a
O ¢-1/2<R2<1/2 <= —-1/2<b/2a<1/2 <= —a<b<a
zl=1 N 0<Rz<1/2 <= a=c N 0<b<a

b+ivD
z=——7"F§¢
2a

Asi, Hp = {ax2+bxy+cy2 €Qp:D=4ac—b con —a<b<a<cd0<
b < a = ¢} es el conjunto de representantes que buscidbamos. El cardinal de dicho
conjunto se simboliza por h(—D) y se conoce como ntimero de clases.

El segundo ingrediente tiene que ver con las formas modulares. Definimos una
funcion modular como una forma modular de grado 0; es decir, f(vz) = f(2), pero
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eliminando la restriccion de que sea holomorfa en el infinito, y con un desarrollo de
Fourier absolutamente convergente de la forma f(z) =Y 7 a,€>™"* para algtin N.
Echemos la vista atras al capitulo 4 para recordar las series de Eisenstein normalizadas.
Es facil de comprobar que Ej(z) — E2(2) es una forma modular de peso 12 y no se
anula en H (relacionandolo con A gracias a [AP90, §1.11]). Por tanto, cualquier forma
modular del mismo peso dividida entre ella originara una funcién modular. Vamos a
interesarnos en una en particular y a calcular su desarrollo de Fourier usando 4.5.
3
(D.1)  j(z) = M = 2™ 1 744 4 196884€%™F 4 214937601 - ..
E{(z) — E§(2)

Aplicando el principio del argumento, si f no es constante, entonces el niimero de
soluciones de f(z) = ¢ para c € Cy z € Q* coincide con N ([AP90, §2.4]). Aplicado
a j(z) y con nuestra notacion, deducimos que j(zq) = j(zq)) <= Q ~ Q'. Esta
funcién es tan importante porque todas las funciones modulares vienen dadas por
polinomios en j(z). Para verificarlo, se procede de manera similar a la demostracion
del teorema 1.2 o a la de la proposicion 2.3: vamos reduciendo el valor de N (mayor
orden de un polo) hasta llegar a cierta constante.

Por ultimo, realizamos ciertas observaciones e introducimos la ecuacién modu-
lar. A partir de aqui usaremos conceptos que aparecen en el ultimo capitulo como
los operadores de Hecke y el conjunto A, = {1, ...,d5} de (6.2), que serviran como
base para la explicacion. Podemos afirmar que para cualquier v € SLy(Z), existen
Y1y s Ys € SLo(Z) tal que {617, ...,057} = {711, ..., 7505 }. Eligiendo un polinomio si-
meétrico P, observamos que P(j(012), ..., j(0sz)) es modular ya que al pasar de z a vz
estamos permutando las funciones j(d;z). Lo justificamos: j(0172) = j(7:0:2) = 7(9;2).
La ultima igualdad se sigue de que j es modular y v € SLy(Z). Consideramos el po-
linomio @, (X, j(2)) = [1;_o(X — j(d;iz)), cuyos coeficientes son modulares por lo que
acabamos de ver y ademas son polinomios en j(z). Por tanto, es equivalente a algin
polinomio ®,(X,Y) € C[X,Y] para Y = j(z). Nuestro objetivo es probar que los
coeficientes de ®,, pertenecen a Z, para lo que usaremos el desarrollo de Fourier de
§(2) =300 | ape®™** con ay € Z:

02 e = I (x-3("00)) = T1 (x- X e,

ad=n ad=n k=-1
0<b<d 0<b<d

donde &; = 2™/ es una rafz d-ésima de la unidad. Operando un poco, se deduce
que los coeficientes son de la forma Y o2 bre? =/ para cierto N y by, € Z[&y].
Analizamos dos hechos claves:

e Los automorfismos {g — & con med(r,d) = 1, que son todos los de Galois,

permutan las series de j(azjb) y fijan by, por lo que by € Z[{4] NQ = Z.

e Cualquier coeficiente es invariante por la aplicaciéon z — z + 1, por lo que las
potencias fraccionarias de e2™* desaparecen.

Por todo esto, llegamos a la conclusion de que los coeficientes de @, (X, j(z)) son
polinomios en j(z), y éstos tienen a su vez coeficientes que son enteros. Por tanto,
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®,(X,j(z)) € Z[X,Y]. Las raices de ®,,(X,j(z)) son X = j(Az) con A € I',. Para
comprobarlo:

D2)

u(j(32).3(2)) = Buli(762),4(2)) = Ba(5(52),3(2) "= 0.

Restringimos ahora el polinomio a la diagonal, ®,(X, X) = ¥,,(X). No nos interesa
el caso en el que n es un cuadrado puesto que n = m? = ®,,(X, X) = 0. Los elementos
de la forma j(zg) son raices de ¥, (X) <= 3X €T, | A(2g) = 2g. Como hemos
tenido la precaucion de que n no sea un cuadrado, j(zg) es un entero si W, (X) es
monico.

Wa(i(2) = [[(25 4 ... — e 2mosllem2mibld | ) cy=2mils |

Gracias a los calculos anteriores, sabemos que cy es una raiz de la unidad y es
entero porque ¥, (X) € Z[X]. Por tanto, cy = £1 y ¥,,(X) es monico salvo un signo.
Con todos estos componentes, estamos en condiciones de enunciar el teorema principal
de esta seccion:

Teorema D.1. Sean Q1, ..., Qp—p) representantes de las clases de Qp, entonces el
siguiente polinomio, llamado polinomio de clases, tiene coeficientes enteros:

H x — j(2q,))

Demostracion. Siguiendo [CR10], donde se puede obtener una demostracion detallada,
procedemos por inducciéon sobre D. En los casos bases D = 3 y D = 4, elegimos
Q=2’+2y+y?€Qszconz2g=(-1+iV3)/2=wy Q =22+ y? € Q4 con zg = 1.
Como E4(i) = 0 = E4(w), usando (D.1), deducimos que j(i) = 1728 y j(w) = 0. Por
tanto, el teorema se cumple en los casos bases ya que h(—D) = 1 para D = 3,4. En
el caso general, necesitamos hacer uso del siguiente lema:

Sea Q € Qp,V,(j(20)) =0 <= 2%+ Dy* = 4n tiene solucion (z,y) € Z°.

La prueba se puede encontrar al final de [CR10, §5]. El impacto de esto es que
U, (j(zg)) = 0 se cumple para toda forma de @p o no se cumple para ninguna, ya
que el segundo término depende de D y n tinicamente. Como consecuencia, Pp|¥,, en
el primer caso, o bien, Pp y ¥,, no tienen factores comunes.

Consideramos D > 4 y suponemos que el teorema se verifica en los casos anteriores.
Como j(zq) es raiz de algin ¥,,, existe P € Z[X] monico con sus raices de esta forma
y cumpliendo Pp|P. Si elegimos P de forma que tenga el grado minimo, probando
que para toda raiz j(zg) de P existe Q € Qp, deducimos que Pp = P probando
el teorema. Usamos el método de reduccién al absurdo sobre la minimalidad de P,
suponiendo que para algin j(zg) la forma cuadratica @ pertenece a Qpry D' # D.
Consideramos dos casos:
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e Caso D’ < D: por la hipotesis de induccién, Ppr € Z[X], y si consideramos
P = P/mcd(P, Pp), se tiene Pp|P lo que lleva a una contradiccion.

e Caso D' > D: se puede probar que existe n tal que 22 +y?D = 4n tiene solucion
pero x2+D'y? = 4n no la tiene. Por el lema auxiliar, ¥,,(j(2¢)) # 0y P = mcd(P, ¥,,),
llevando a otra contradiccion. O

Después de toda esta teorfa, resulta gratificante comprobar que verdaderamente
tenga aplicaciones. Gracias a esto, puede entenderse facilmente por qué la llamada
constante de Ramanujan esti tan cerca de un entero. Dicha constante es e™V163 =
262537412640768743,99999999999925007 ...

Escogemos D = 163 y Q = 2% + 2y + 41y* € Qie3 con 2¢ = (1 + iv/163)/2.
Sabiendo que h(—163) = 1, por el teorema D.1:

jlzg) = —e™V10 4 744 — 196884 V13 1 7.

Como e~ "™V163 tiende a 0 rapidamente, los dos primeros términos de la expresion
anterior aproximan bastante bien el valor de j(zq). Usando la tabla con los valores de
J(2q) que aparece en [CR10, §5]:

j(zg) = —640320% = €™V10% ~ 744 1 640320°.
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