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Resumen

La férmula de sumacién de Poisson es una identidad que se prueba de manera muy
sencilla en los cursos béasicos de anélisis de Fourier, sin embargo en ellos no se atisba
lo poderosa que resulta en algunos problemas de areas bien diferentes. El trabajo se
estructura en cinco capitulos, el primero es una introduccién a la forma clasica de
la formula de sumacién de Poisson con algunos ejemplos, en el segundo se estudia el
empaquetamiento de esferas, en el tercero se muestra la estrecha relacién e incluso
la equivalencia de la férmula de sumacioén de Poisson con la ecuacion funcional de la
funcién ¢ de Riemann, en el cuarto se dan tres aplicaciones en temas bien diversos
con pruebas breves de resultados clasicos de Gauss, Minkowski y Shannon. Finalmente
en el quinto capitulo se trata la unicidad, este es un tema en el que todavia quedan
problemas abiertos. Aqui se prueba un resultado de A. Cérdoba y un contraejemplo
reciente de Y. Meyer.

Abstract

The Poisson summation formula is an identity that is very easily proved in the
basic courses of Fourier analysis, however they don’t show how powerful it is in some
problems of very different areas. This essay is structured in five chapters, being the
first one an introduction to the classic form of the Poisson summation formula with
some examples, in the second the sphere packing is studied, the third shows the close
relationship and even the equivalence of the Poisson summation formula with the
functional equation of the Riemann ¢ function, in the fourth three applications are
given in very diverse subjects with brief proofs of classic results of Gauss, Minkowski
and Shannon. Finally, in the fifth chapter, uniqueness is addressed, a subject in which
there are still open problems. Here it is proved a result of A. Cordoba and a recent
counterexample of Y. Meyer is given.
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CAPITULO 1

Introduccion y preliminares

1.1. La férmula béasica.

Lo primero que haremos serd una presentacion de la Formula de sumacion de Pois-
son. De momento consideraremos nuestras funciones f sin problemas de regularidad,
lo que nos permitird intercambiar las integrales y los sumatorios a nuestro antojo. La
forma més habitual de la Férmula de sumacidn de Poisson es la siguiente:

) 3 fw= Y fo) en fO= [ swene

n=—oo n=—oo

Como carta de presentacién no estd mal, pero como mateméticos que somos de-
bemos dar una prueba de este resultado.

Demostracion. Definimos la funcién 1-periodica

Flz)= > flx+k).

k=—0c0

Ahora bien, esta F lleva asociada una serie de Fourier:

(1.2) F(z)= ) cae®™,

n=—oo

Los ¢, corresponden a los coeficientes de Fourier, podemos sustituirlos por su valor
como integral,

1
Cn :/ F(t)e™2™nt gt
0

Si, ademas, tenemos en cuenta cémo hemos definido F, a partir de (1.2) obtenemos lo

siguiente:
o0

1 ©©
F(z)= > ( /0 D flt+ k) dt)e’ e,

n=—oo k=—o0
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Hacemos un cambio de variable, s—k = t, teniendo en cuenta que no nos preocupamos,
de momento, por la regularidad, nos queda:

Z / 2mntf t+ k) dt) 2mine _ Z /1 727rmsf )dS) 2mnx

n=-00 k*—oo n=-—00 k* oo

Como el sumatorio es en k y la integral depende de £, podemos cambiar los limites de
integracion, si ademéas tomamos x = 0 resulta que:

Z f(n Z / f(s)e™2mns ds, con lo que ya queda probada (1.1)

n=—oo n=—oo

1.2. Aplicacién a algunos ejemplos

Una vez probada la Fdrmula de sumacion de Poisson, veamos algunos resultados
que se obtienen a partir de ella. Consideramos la funcion f(x) = e~2molzl probaremos
que

o0

eTe | e— T a 1
(13) eTa _ o~ T = ; Z n2 + 052'
n=—00

Veamos ahora lo que corresponde cada miembro de (1.1) para nuestra f.

Primer miembro:
oo 0o
Z f(n) — Z 7271'a\n| Z e~ 2man + Z e~ 2man.
n=—o0 n=-—00

Llamamos S a la primera de las sumas y S2 a la segunda. Es decir:

00 e’}
Sl — § e—27ran y 52 — E :6—27rom.
n=0 n=1

Multiplicamos cada una de ellas por e™ — e~ y nos queda:

eﬂ'a 6771'&
Es evidente que si sumamos S7 y S2 nos queda el primer miembro de (1.3).

Sequndo miembro:

i f Z / 727ra\t| —2mint g

n=—oo n=—oo

Calculamos primero la integral:

oo 0 o0
/ 6727roz|t\6727mnt dt = / p2rat ,—2mint gy + / e~ 2mat ;—2mint 1y
—o0 —oo 0
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Llamamos I; e I3 a las integrales de la suma y tenemos:

0 ) 1
I = / €t27r(a—zn) dt =
NS 2m(a —in)’
) ] 1
Iy = / 6—t27‘r(o¢+zn) dt = ———
0 27T(a + Zn)

Sumando I con Iy tenemos que

[e.e]
_ —omi « 1
e 27ra\t|e 2mint gy = 5 5.
PO T +n
(63

Al sustituir el valor de la integral en el sumatorio el término 2 sale fuera y queda
justo el segundo miembro de (1.3), y ya la tenemos probada, basta usar (1.1).

El siguiente resultado que veremos es la solucién de El Problema de Basilea, el cual
consiste en encontrar la suma exacta de los inversos de los cuadrados de los enteros
positivos. Fue resuelto por Fuler en 1735 con tan sélo veintiocho anos, algo que le hizo
alcanzar la fama en el mundo matemaético rapidamente.

Ya hemos visto que (1.3) es cierto, vamos a utilizarlo. Nosotros queremos probar:

72 >
E = Zn_Z.

n=1

o

Nosotros partimos de (1.3), en concreto empezamos dividiendo por 2

domnos en lo que queda en el miembro de la derecha:

y centran-

o0 o0

1 1 1
Z n2+a2:22n2+a2+$'

n=-—o00 n=1

Ahora pasamos al otro lado el é v lo que nos quedaria por probar es que al tomar

limite cuando « tiende a 0 se tiene:

Para ello, utilizaremos aproximaciones de Taylor de orden 3, ya que es el menor orden

que hace que no nos quede el valor del limite %. Por tanto sustituiremos en nuestra

., . . . . — — 3
expresion con las siguientes aproximaciones: e® +e ¥ ~ 2+ 22y e¥ —e 7% ~ 2z + 3
con x = wa . Haciendo el cambio resulta que:

3,2

7, 2+ (ra)? 1 2m+7m0a® — 21 — T 2ma?/3
(14) (a)m — @ == 9 m3a2 - 2o + 773014/3-
ra+ BT o2(2r + 22

. 2 .
Basta con simplificar por o y como o — 0 llegamos a que (1.4) vale 5, que es justo lo
que buscdbamos. Se ve que la Formula de sumacion de Poisson nos permite calcular
el valor exacto de sumas que, a priori, parecen complicadas.
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Otro resultado que se obtiene a partir de ella es el siguiente:

o0 o0 2

(1.5) S e < \/1271 Yoo

n=—0oo n=—oo

En la aplicacién de la Formula de sumacion de Poisson aparecerd una integral que
calcularemos con una EDO, no es la tnica forma de hacerlo, pero quizas si las més
comoda. Ademas tendremos en cuenta que damos por conocida la integral I :=

Iz e~ dz = /7. Llamamos
:/ f(z)e 2™ dy

—0o0
con f(x) = e~2mar? Pary probar (1.5) lo tinico que tenemos que ver es que:

Flo) = ——e
= e 2a .

V2«
Obtencién de la EDO:

y'(f) _ _27”-/ 727Tax 7271'151 dr = / 271'0423: 27ra:1:2€727ri£:v dr.
Resolvemos la integral por partes, tomamos u = e 2™4% y dy = (—27roz2x)e_27m‘”“2 y
asi obtenemos que:

—r€
Y€ = g0

Ademads en £ = 0 tenemos que:

& 1
0) = —2mou? dr = .
y( ) /—oo ‘ v \Y4 20

Es facil ver que la solucion a y/(€) + 7rfy(f) =0 es:

g2 1 Cre2
y(&) =y(0)e e = e con lo que ya queda probada (1.5).

V2a

Hemos visto varios ejemplos donde la Férmula de sumacion de Poisson es muy util.
Veamos, por dltimo, una generalizacion, demostraremos la férmula de sumacion de
Poisson en progresiones aritméticas

(e 9]

Z flan+a) =2 Z e>mim/1f(n/q).

n=-—o00 n—foo

Basta aplicar la formula original (1.1) a f(z) = F(qz + a)

o0

Z (gn+a) = Z f(n

n=—oo n=—oo
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Z f(n) — Z /_OO f(x)e_Qwinﬂf dx = Z /_oo F<qm n a)e_Qﬂi’rw dz.

n=—oo n=—0oo n=—oo

Hacemos el cambio ¢t = gz + a y obtenemos:

° o0 27 t—a ]_ > ]_ 2mia® o0 2ri R
Z / F(t)ei min(+5¢) © dt — Z Ze maq/ F(t)ei migt g
n=—oo Y —® q n=—o0 q -0
y ya es evidente que:
. 1 « 2mia 75, T
Z F(gn+a) = - Z e e F(—).
n=-—00 q n=—00 q

Hay versiones de la Fdérmula de sumacidn de Poisson que piden muy poca regula-
ridad para la f. Consideramos una funcién f que cumple las siguientes propiedades:

» [ |f] < o0, es decir, f e L.

» 2f(x) = limpo (f(@ + h) + f(z — h)). Por supuesto, esto est& asegurado si es
continua.

= f sea de variacién acotada en todo R

Que f sea de variacién acotada quiere decir que tenemos controlados los crecimien-
tos y decrecimientos de la funcién, es decir, que la variacion total, V2(f), es finita.
Definimos V?(f) = SUp,ep Zf;ol |f(ziz1) — f(zi)| con P el conjunto de particiones
del intervalo [a, b].

La idea de la prueba es la siguiente. Llamamos v a la variacion total de f en el
intervalo I, = (k,k + 1) con k € Z. Se tiene que la serie y - f(x + k) converge
absolutamente en algin zqg € Ij.

Ademés esa convergencia absoluta es uniforme en Iy ya que | f(z+k) — f(zo+k)| <
vy para los x € Iy y, al ser de variacion acotada, ), vp < co. Digamos que converge a
una suma F'(z) que definimos como lim, 0> »2_ _ f(z + k) = F(x). Por supuesto,
F' es de variacion acotada y se cumple que 2F(z) = F(x + 0) + F(z — 0). Por tanto,
la Formula de sumacion de Poisson es consecuencia directa ya del Teorema 8.1 del

libro de [19] (pag 57).






CAPITULO 2
Empaquetamiento de esferas

A lo largo de la historia, los mateméticos se han preguntado acerca de la forma
optima de llenar el espacio con esferas de igual tamafio que no se superponen, es
lo que se conoce como el problema de empaquetamiento de esferas. Se trata de un
problema famoso por la dificultad de las pruebas de hechos intuitivamente obvios.
Para entendernos mejor, lo que buscamos es dejar el menor espacio posible entre las
esferas, por ello, el problema estd muy relacionado con el kissing number o nimero
osculador k(d), que nos da la cantidad maxima de esferas que son tangentes a otra,
todas del mismo tamaifio.

El caso en dimension 2 lo podriamos hacer nosotros en nuestra casa, basta con
tener una mesa, unas cuantas monedas del mismo tamano y jugar con los espacios
entre ellas. La mejor ocupacién que encontrariamos seria colocando las monedas en
forma de flor con 6 pétalos en la que cada moneda es el centro y esti rodeada por
6 circulos que la tocan, asi llenariamos el 91 %, no estd nada mal. En dimension 3
ya es mas complicado, fue en 1611 cuando Johannes Kepler aporté una forma, la
configuracion de Kepler, partiendo del caso bidimensional y llenando los huecos con
tres esferas por arriba y tres por abajo que toquen a la esfera central. Aunque no
lo creamos hemos sido testigos de esa colocacién, todos hemos ido alguna vez a la
fruterfa a por naranjas.

No fue hasta casi 400 afios después cuando el matemético Thomas Hales consiguio
dar una prueba de que Kepler estaba en lo cierto. En dimensiones mayores que 3
no conociamos nada hasta que el 14 de Marzo de 2016, la matemadtica ucraniana
Maryna Viazovska demostrd el caso en dimension 8. Aparte de la importancia del
resultado, lo sorprendente reside en que la prueba que aporté Viazovska fue sencilla
para lo complicado que es el problema. Cuando decimos sencilla, nos referimos a
que fue rapidamente aceptada por el mundo matemaético. El ingrediente clave de la
prueba es una funcién especial que refuerza la optimalidad de E8, nombre del grupo
de Lie simple excepcional més grande, a través de la Fdérmula de sumacion de Poisson.
Tener la demostracion del caso en dimension 8 facilito el caso en dimensiéon 24, también
resuelto por Viazovska junto a Abhinav Kumar, Stephen D. Miller, Danylo Radchenko
y Henry Cohn.
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2.1. El problema de empaquetamiento de esferas

Nos preguntamos por el empaquetamiento mas denso con bolas congruentes en R™.
Primero debemos dar una definicién precisa de empaquetamiento de esferas. Un empa-
quetamiento de esferas, P, es un subconjunto de R™ que consiste en bolas congruentes
con interiores disjuntos. Definimos la densidad del empaquetamiento de esferas, AR,
como el supremo de las densidades superiores de empaquetamientos de esferas, enten-
diendo por densidad superior de P el

B/ (0) N P
lim sup —————
Ml 1B 0)
donde B)'(x) denota la bola cerrada de radio r y centro x. Ademés, hay un teorema
de Groemer que asegura que existe un empaquetamiento P para el cual

B NP
lim sup 7| r(z) |

— AR
rooo |B()| .

uniformemente para todo x € R™. Asi, el supremo de las densidades superiores se
alcanza como la densidad de algiin empaquetamiento. Hay que decir que el empaque-
tamiento mas denso no es Unico, hay formas de modificar un empaquetamiento sin
cambiar su densidad.

Ahora viene otra pregunta, ja qué se debe que nos preocupemos por el problema
de empaquetamiento de esferas? Hay varias razones, la primera es que se trata de un
problema geométrico. Ademas, los empaquetamientos de esferas estan relacionados
con los codigos de correccién de errores para un canal de comunicacién continuo.
Nosotros, como buenos matemaéticos, justificaremos el problema por sus soluciones.

Partiendo de las dimensién 2, ya mencionamos que podemos encontrar un empa-
quetamiento 6ptimo para la dimensién 3. Basta con ir apilando las capas que estédn
empaquetadas de manera 6ptima en la dimension 2. A pesar de que aqui nos vale, es
completamente falso que esto nos sirva en dimensiones superiores, lo que convierte al
problema de empaquetamiento de esferas en algo muy dificil de resolver debido a que
cada dimensién tiene sus caracteristicas. Entonces, jcémo pudo Viazovska resolver el
caso en dimension 87 La técnica que utilizo se basa en cotas de programacion lineal
para el empaquetamiento de esferas en R", algo que fue desarrollado por Cohn y Elkies
basado en trabajos previos de muchos matematicos durante varias décadas.

Las cotas de programacién lineal conjugan las técnicas de programacién lineal y
de anélisis armoénico para obtener cotas para la densidad y ahi la férmula de suma-
cidn de Poisson desempena un papel principal. Usaremos la transformada de Fourier,
imprescindible para entender la accion de (R™,+) en si mismo por traslacion. Lo re-
lacionado con la férmula de sumacion de Poisson reside en el siguiente teorema, que
demostraremos mas adelante tras haber visto todas los resultados necesarios.

Teorema 1 (CoAhn y Elkie/s\). Sea f: R™ = R una funcion Schwartz y r € Ryr > 0
tal que f(0) = f(0) > 0, f(y) > 0 para todo y € R™ y f(x) < 0 para los |z| > 7.
Entonces se tiene que:

Ag < Bl
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Nos acostumbraremos a trabajar con reticulos, lo que facilitard la prueba del
teorema. Se dice que A es un reticulo en R? si es un conjunto de la forma

A= {Aﬁ TS Zd} con A una matriz real d X d no singular.

Las definiciones habituales de "reticulo” son mas abstractas, pero esta vale para nues-
tros propositos. Las columnas de A son vectores que generan un paralelepipedo que
se dice que es el paralelepipedo fundamental o la celda fundamental. Si pensamos en
d = 2, el paralelepipedo, en este caso paralelogramo, fundamental da una baldosa que

cuando la usamos para embaldosar todo R? resulta que los vértices son los elementos
de A.

Observaremos que distintas matrices nos permiten generar el mismo reticulo, lo
que nos indica que las matrices A asociadas a un reticulos no son tnicas y por tan-
to tampoco lo son los paralelepipedos fundamentales asociados a ellos. Veamos un

ejemplo:
2 3 35
Al_(l 1)’ A2_<1 2)'

El reticulo correspondiente a Ap es:

2 b
A1={<Ziz> :a,beZ}.

Se puede comprobar que se consiguen lo vectores de la base canénica de Z?, ademés
si la segunda columna de A; la transformamos mediante C’é = (1 + C5 tenemos la
matriz As. De aqui podemos deducir que A; = Ay = Z2. Ahora no pensemos que
todas las matrices generan el mismo reticulo. Consideramos la matriz Ag y su reticulo

asociado:
(4 5 _ 4a + 50\
As = <2 2) A3_{<2a+2b> - a,beZ},

donde es obvio que no podemos conseguir los puntos de segunda coordenada impar,
por lo que no es Z2.

Antes de entrar en terrenos de la formula de sumacion de Poisson debemos hablar
del reticulo dual. Se llama reticulo dual de A al reticulo A* que tiene como matriz la
inversa traspuesta (A~!)!. Podemos deducir que los volimenes de los paralelepipedos
fundamentales de un reticulo y su dual son siempre uno inverso del otro, ya que el
volumen es justo el determinante de la matriz que genera el reticulo y tenemos que

11
[AZH (AT

Al =

Ahora ya si, nos metemos de lleno con Poisson y su formula. La formula de
sumacion de Poisson se cumple con més de una variable en la forma:

S s =Y f@)  con €)= [ f@e %z

d
nezd nezd R
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donde E - & es el producto escalar de E y @. Por supuesto se necesitan las condiciones de
regularidad correspondientes pero aqui no incidiremos en ello porque solo necesitamos
un ejemplo donde estdn aseguradas porque es de la clase de Schwartz. Se cumple
ademas que si g(Z) = f(AZ), se tiene que (&) = |A|~ 1f(( b 5) Veamos la prueba,
consideramos

3(6) = / g(@)e T4z = | f(AZ)e T ET g,
R4 Rd

Hacemos un cambio de variable ¢ = AZ, y nos queda:

36 = A7 [ p@e s O = A [ e = a7 a7

donde la igualdad intermedia se deduce de las propiedades de matrices, en concreto
sabemos que < ¥, Ay >= - A = (A'Z)! -7, tratandolo como un producto de matrices
donde sabemos que (AB)! = Bt AL

Ahora veamos la generalizacion d-dimensional en reticulos. Gracias a lo que hemos
visto justo antes y la férmula de sumacidn de Poisson podremos demostrar que se

cumple:
- -1 7=

S f) = 1A S T,

neA neA*
Para probarlo, llamemos a cada cosa por su nombre, para los z € Z¢ A% =7 € A
y (A71)!# = 7 € A*. Ahora la demostraciéon es sencilla, partimos de la férmula de
sumacidn de Poisson para g(¥ ) y utilizamos lo que sabemos de antes, si g(Z) = f(AZ),
se tiene que (&) = |A|~ 1f(( h 5), ademés |A| = |A|, usamos esas igualdades en la
férmula de sumaciéon de la g y tenemos lo que buscamos.

Veamos una aplicacién practica de esto, recordemos que ya vimos cémo era la
transformada de Fourier unidimensional para la funcién f(z) = e 27, Ahora la
aprovecharemos para obtener la d-dimensional de la funcion f(Z) = e=2mllZ* Por 1o
que hemos visto anteriormente sabemos que

PO S ()
neEA SN

Veamos como calcular la transformada, nosotros sabemos que en el caso 1-dimensional

-~ 77rn2
se cumplia que f(n) = \/%Ee 2o . Con esto vamos a probar que el miembro de la

derecha de lo de arriba nos queda:

—~ lln2
ALY T = A 2a) 2 Y R

nEA* nEA*
Basta con ver lo que nos sale al calcular f(£):

g2

~ o 2 ot
3 / 727r04|\x\| 7271'15 Z 4z / / *27T042L“d *27”fd$ddxd dzg_q...dz1 = e 2a .
6=, ) 4

Por tanto se tiene:




2.2 Empaquetamiento de esferas con centros en los puntos de un reticulo 11

y por consiguiente:

~ —x| |72
S el = 5] 2a) 2 37 HEE

neA neEA*

2.2. Empaquetamiento de esferas con centros en los pun-
tos de un reticulo

Dado un reticulo A, llamaremos r, al maximo radio tal que bolas con dicho radio
y centros en los elementos de A no se solapan, es decir, es la mitad de la minima
distancia entre elementos de A. Llamaremos también £, al numero de estas bolas que
tocan (son tangentes) a la bola en el origen, coincide con el numero de puntos cuya
norma (distancia al origen) es 2rj. Considerado un empaquetamiento de esferas con
centros en un reticulo, se llama lattice kissing number (nimero osculador reticular) al
namero ¢(d) que da la cantidad maxima de esferas que pueden ser tangentes a la del
origen cuando consideramos todas los posibles reticulos de dimensioén d. Veamos unos
ejemplos para entender bien estas nociones, claramente si estamos en Z? la distancia
minima es mayor o igual que 1.

O I (R P (A

Es obvio que A; = Z2 por lo que en este caso la dpm = 1, lo que nos lleva a deducir
que ry = % y €A = 4 que coincide con los 4 puntos (i,j) i=+1j=0ei=0 7= +1.
En el caso de Ay ya no se genera todo Z?2, sino que los puntos de segunda coordenada
impar no estan, aqui la d,,;,, = 1 porque seguimos teniendo puntos como el (1,0), pero
en este caso solo hay dos de norma 1, y, por tanto, 4 = 2. En el caso de A3 podemos
encontrar puntos a distancia 2 del (0,0), como es el caso del (2,0) 6 el (1,v/3). Veamos
que no puede haber puntos a menor distancia. Sabemos que los (x,y) € Az son de la
forma (2m + n,+/3n) con m,n € Z. Calculamos su norma al cuadrado, queremos ver
si ocurre alguna vez que:

4> 1|(2m +n,V3n)|> = (2m 4 n)? + 3n2.

Con n = 0 solo vale m = 0 y es el punto (0,0) y con n = 1 no existe ningtin punto.
De aqui podemos deducir facilmente que d,;, = 2 y podemos encontrar seis puntos a
esa distancia del origen lo que nos lleva a £y = 6.

o

Reticulo de A, Reticulo de Aq Reticulo de Ag
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Una pregunta que nos puede venir ahora es que si ocurre que k(d) = £(d), en-
tendiendo por ¢(d) el nimero maximo de esferas que pueden tocarse simultaneamente
teniendo sus centros en reticulos. Recordemos que k(d) nos da la cantidad maxima
de esferas que son tangentes a otra, todas del mismo tamano. La respuesta es que no,
se sabe que en dimension 9 son diferentes, por tanto, k(d) > ¢(d). Ademas, podemos
encontrar un teorema en [17] que nos da una cota para £(d).

Teorema 2.

E(d) < ged/Q—H.

Veamos la prueba, partimos de algo que ya sabemos
2
S ezl — |7~ (20) =42 e~
neA nEA*
Ahora multiplicamos por %2, llamamos al miembro de la izquierda F(c) y nos queda:
)
Fla) = o¥? Ze—2wa||£H2 — |A| 122 Z s
neEA nEN*

Por el miembro de la derecha, si derivamos es facil ver que F’'(a) > 0, lo que nos
dice que F' es creciente. En la izquierda separamos por la norma de los vectores,
distinguimos si ||7i|| es 0,1 6 > 1. Asi tenemos

F(a) = ad/2(1 + fe 2 4 Z 672”0‘”’7”2).
[172][>1
Derivamos esta expresion y obtenemos

0< F,(O{) _ gad/2_1+ad/2_1€€_2ﬂ—a(g*Qﬂ'O&)Jr ad/2—1(§ Z B_Qﬂ—a”ﬁHQ—Qﬂ-a Z e—27ra||ﬁ||2).
[175]|>1 [17]|>1

Podemos olvidarnos del dltimo paréntesis si consideramos o > % porque sale nega-
tivo. Si tomamos exactamente o = ‘T—WQ, simplificamos los /21

que:

y sale ya directo

o(d) < ged’/2+1.

Tenemos ya conocimientos suficientes acerca de los reticulos como para ver la
demostracion del teorema de Cohn y Elkies que mencionamos unas paginas atras. Si
indagamos en las cotas obtenidas con métodos de programacién lineal nos encontramos
que tienen como clave la férmula de sumacidn de Poisson y su trasladada.

La importancia de la transformada de Fourier en el empaquetamiento de esferas
es que diagonaliza la traslaciéon mediante vectores, se tiene, a través de la inversion de
Fourier, que f(Z +1t) = [ga f(§)e* " ¥e>™8V 7.

La férmula de sumacidon de Poisson para funciones f Schwartz nos dice que:

(2.1) S 4@ = |A1‘ S i@
TrEA

yeEA*
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y en forma trasladada:

> G+ = 5 3 Fpem

TreA cA*

<y

Tenemos ya todos los ingredientes para demostrar el teorema de Cohn y Elkies.
Empezamos demostrando el caso para reticulos A C R™. Tenemos nuestro r = rp y
empaquetamos con bolas de radio 7/2 centradas en los puntos de A. Asi tenemos que

. |B” |
n o __ r/2
la densidad es Ag = Al

basta ver que |A| > 1. Por las restricciones del enunciado:

. Nuestra cota a probar es Ag < |B77f/2|, por lo que nos

S F@ < f0)  yaque f(Z) <O0si |z >
TreA

—

~

1 ~ 0 . 5 n
NOMIUE L’](A) ya que 7(7) > 0 para todo 7 € R".
geEN*

Usamos (2.1) y se deduce que [A| > 1.

Ahora vemos el caso general, los empaquetamientos periddicos. Consideramos
bolas B:}/Q centradas en los puntos trasladados de un reticulo A por los vectores

t1,...,tn. Nos salen asi N B",, diferentes por cada uno del reticulo. Se tiene asi que

r/2
N|B"
AR = ‘|AT‘/2‘, por lo que basta con probar que |A| > N. Usamos la formula trasladada

cambiando t por t; — t3, asi tenemos:

= 1 N iy ] L
Z f(f—F tj — tk) = ﬁ f(g‘) Z e?wly'(tj*tk) - m (?7) Z ‘627”y'tj |2'
7,k=17eA geEN* 7,k=1 JeA* j=1

La ultima igualdad se debe a que | Z;\lzl e2mivti |2 = Zjvzl 2Tl PO e~ 2Ttk Vol-
vemos a utilizar las desigualdades de f y f, en la izquierda acotamos por arriba sélo
con los j = ky x = 0y por la derecha nos quedamos solo con los de y = 0, asi tenemos

—

N2 f(0)

Nf(O)ZT

Y eso ya nos lleva a |A| > N. Por tanto hemos demostrado ya el teorema y podemos
afirmar que la densidad es como mucho \B:f/g\.






CAPITULO 3
La ecuaci6n funcional

La funcién ¢ de Riemann es una funcién de variable compleja que es muy impor-
tante para estudiar la distribucién de los ntimeros primos. La funcién ¢ de Riemann
se define como:

(3.1) (=Y ni para R(s) > 0
n=1

Gracias a Euler tenemos la siguiente expresion que contiene gran informacién acerca
de los ntmeros primos:

((s) = Z % para R(s) >0

peNl_F

Fue Riemann quien encontr6 una simetria en torno a la recta R(s) = % Lo complicado
de esta funcién reside en la banda que abarca R(s) € (0, 1), la llamada banda critica.
Aqui la funcién ¢ es muy misteriosa, se sabe que ahi vale 0 en muchos puntos. La
hipé6tesis de Riemann, lanzada en 1859 vy que se mantiene a dia de hoy, nos dice que
todos esos puntos donde la ¢ se anula estan en R(s) = % Conocer la posicion exacta
de los ceros nos aporta informacién acerca de los primos, por ejemplo, la hipotesis
de Riemann es lo que nos permite estimar el nimero de primos que hay menores que
cierto numero dado. Nosotros nos centraremos en esa simetria especial, estudiaremos
la ecuacion funcional.

3.1. La prueba de la ecuacién funcional

A pesar de que (3.1) no converge en R(s) < 1, es posible extender ¢ a todo C
a una funcién meromorfa con un solo polo de orden 1 en s = 1. A esto se le llama
habitualmente la continuacion analitica de (. Hay una formula en [13] que dice:

N—o0 ns 1-—

(3.2) ¢(s) = lim (ﬁ:l N 5) para %(s) >0

15
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Se ve ademas que si R(s) > 1, se tiene la definicién original porque N'=% — 0. Hay
una extrana simetria de esta extensién llamada ecuacion funcional de { que se resume
en la formula

(3.3) O(s) =P(1 —s) donde ®(s) = 7~ */2I'(s/2)¢(s).

La prueba de la continuacién analitica y de (3.3) la dio Riemann y se puede leer en
las paginas 61-62 de [7]. Utiliza la funcion I' la cual definimos como:

I(s) = / t5 et at para R(s) > 0.
0

En la prueba, Riemann partié de la definicién para F(%s), toma un cambio de
variable ¢t = n?mx y se tiene asi que:

(o]
I'(s/2) :/ nsfz(mc)s/%le*"%x n?n dx.
0
De aqui se deduce que:

720 (s /2)n " = / /2Lt gy
0

Asi obtuvo que para R(s) > 1 se tiene:

(3.4) O(s) = / 227! 267”2” dx.
0 n=1

Define w(z) = %%, e "™ y 0(z) = 3250 ___ e ™" Es evidente que se cumple que

n=—oo

2w(x) = 6(z) — 1.

Aprovecha la w para usarla en (3.4). Separando las integrales entre los intervalos (0, 1)
y (1,00) y haciendo un cambio de x a 1/ en el primero de ellos se llega a:

(3.5) O(s) = /100 22 (x) da + /OO ™2 Yw(z™h) da.

1

Ahora, aprovechamos los resultados obtenidos a través de la Férmula de sumacion
de Poisson, en concreto, usamos (1.5) para poder afirmar que:

(3.6) 0zt = 220(x)

N[ =

De (3.6) se sigue que w(z ™) = -1y
de (3.5) y tenemos:

1 1 o0 s_ 1
R —373 dx.
8—1-8_1—1—/1 x w(x) dx
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De donde se deduce que para R(s) > 1

(3.7) B(s) = 8(81_1) 4 /100@:

(NI
L
_l’_
H\
[NV
|
[SIE
£
=
U
8

Ademas, la integral de la derecha converge absolutamente para cualquier s y uni-
formemente con respecto a s en cualquier conjunto acotado del plano, por tanto
w(x) = O(e™™) cuando = — o00. Se tiene que la integral representa una funcion
regular para todo s, tenemos en (3.7) la continuacion analitica de ¢ y si en la derecha
cambiamos s por 1 — s se tiene la ecuacion funcional. En [9] podemos encontrar una
traduccion de la memoria de Riemann, conservando incluso la notacion.

Volvemos a la funciéon I'. Haciendo una integraciéon por partes se obtiene:
(3.8) [(s)=sT(s+1) para R(s) > 0.

De esta manera se puede extender la definicién a todos los valores s € C — Z<q. I’
se vuelve meromorfa en C con polos simples en Z<y. Ademds, una propiedad que
utilizaremos y que la podemos encontrar en [1] es que

225=1 /7T (s +1/2)
I'(1 — s)sen(ws)

(3.9) I'(2s) =

Con esto deduzcamos el siguiente resultado:

(3.10) I'(s/2) 2COS(TF8/2)F(S)'

r((1-s)/2) 25/
Empezamos haciendo un cambio s — 2s + 1, asi lo de la izquierda nos queda
I'(s+1/2)
I'(-s)

Usando para el numerador (3.9) y para el denominador (3.8), simplificando se tiene:
—sin(ms)2sI'(2s)  —sin(mws)['(2s + 1)
225ﬁ - 225\/% :

Deshaciendo el cambio inicial en s y teniendo en cuenta que por las férmulas de

adicion sabemos que sin(x — 7/2) = — cos(x) se llega al lado derecho de (3.10). Esto
nos permite deducir la forma “asimétrica”
(3.11) C(1—s)=2(2m)°T'(s) cos(ms/2)((s).

Veamos como se obtiene. Partimos de (3.3) y la definicién que dimos ahi para ®. Se
tiene:

B(s) _ wPT(s/2)¢(s)
- s—1
(1 =s) 75 (52)¢(1 - s)
Aprovechando (3.10) y pasando al otro lado (1 — s) se llega a:

C(1—s)= 2cos((7;jr/)§)f‘(s)

Esta no es la tnica manera de llegar a esta forma “asimétrica”. Veamos ahora cémo
lleg6 Guinand.

= 1.
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3.2. La prueba con la generalizaciéon de Guinand

Veamos la prueba que dio Guniand para obtener (3.11), y por tanto, también (3.3)
con la siguiente versién de la Fdrmula de sumacion de Poisson, valida incluso para
algunas funciones no integrables Lebesgue.

Teorema 3 (Guinand). Si f : RT — R se puede escribir como f(z) = [ (F1 + F»)
con Fy y F» tales que fooo F = fooo F, =0, zF(z) € LP(R") para algin 1 < p < 2
y xFy(x) € L?(RY), entonces se tiene la siguiente version de la formula de sumacion
de Poisson:

i ( i:lf(n) - [ i) = (ﬁjlg(n) - [ s @)
donde g(x) =2 [° f(t) cos(2mat) dt.

Lo que hace Guinand para probar (3.11) es tomar en su teorema, para un s real
0<s<1/2,

(s—1z*? si0<x<l, 0 si0<ax<1,
Fi(z) = . . y Fa(z) = o 1w
—e six>1, (s—1)z°“+e six > 1.

Asi se tiene que f(z) = 2!, Veamos que estamos en las hipotesis del teorema con
esta eleccion de Iy y Fy. Comprobamos primero que sus integrales en R* valen 0.

0 1 e’}
/ Flz/ (s—l)atsf2 dm—i—/ e dr=1-1=0.
0 0 1

/ ng/ (s—1Da*24e™Pdex=—(1-1)=0.
0 1

Queremos ver ahora que zFy(z) € LP(RT) para algin 1 < p < 2y aFy(z) € L2(RT).

Empezamos con xzF;. Tomamos p = 22:25537 calculamos:

o) 1 00
/ By (2)? dx:/ (s — a1 d;v—l—/ | el TglP
0 0 1

Calculamos las integrales por separado, en la primera simplificamos exponentes usando
_ _s=2 .
p= 2(85—1)'

1 1
s s— —s s— 2K
11:/ (1—3)22—2Sx o dx:(l—s)22—28/ 7 dr = 22 < .
0 0

donde K = (1 — 5)22*7
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Haciendo partes dos veces y teniendo en cuenta que 2P~2 < 1 en (1,00) nos queda:
o0
Iy <eP(eg + o +03/ e P dx) < oo
1

donde c1, ¢ y c3 son las constantes que resultan de hacer partes.

Vamos ahora con xF,. Queremos ver que estd en L?(RT). Calculamos:

o0 oo oo
/ lzFy|? = / (s — Da¥ ! +ze! "2 do = / (1= 8)a" ! + ze! )% da.
0 1 1

Desarrollando el cuadrado tenemos:

e’} B 1752
112/1 (1—s)2z? de:(1_2l < 0.

I, =2(1—- s)/ el dr < 2(1 — 5)(1 + s/ el dr) < o0
1 1

El < se obtiene después de hacer partes una vez y utilizar que 571 < 1 en (1, 00).
Nos queda ver la ultima:

oo
5
I3 = / 22> dp = 1 después de hacer partes dos veces.
1

Ahora hallamos la g del teorema, para ello utilizaremos la siguiente igualdad bastante
conocida y que daremos por supuesta:

(3.12) / 5" cost dt = cos(ms/2)T(s).
0
Por definicién de g tenemos:
g(z) = 2/ 571 cos(2mat) dt.
0

Tomamos un cambio t — —t, asi dt — s+-dt y nos queda:
2wx ) 2w

2

= T cos =
o) = g [ cos(t)

2 s

L cos(?)I’(s).

Tenemos g y tenemos f, aplicamos el teorema de Guinand. Por un lado se tiene que:

Jim (i:lf(n) - /ON £(1) dt) = lim_ (i:lnl - NT) —¢(1-s) por (3.2).

Por otro lado tenemos que:

i (Yot [ o) ) = 2SI g (32 LN 2eesTLe)
n=1

N—o00 (2m)s N—voo \ £~ ns 1—s (2m)s

Aunque solo hemos probado (3.11) para 0 < s < 1/2, eso es suficiente porque hay un
teorema de variable compleja que dice que si dos funciones meromorfas en C coinciden
en un conjunto con puntos de acumulacion, entonces coinciden en todo punto. Asi
queda probada (3.11), y por tanto, (3.3).
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3.3. Equivalencia ecuacién funcional-Poisson

Una cosa curiosa es que la ecuacion funcional (3.11) implica la formula de sumacion
de Poisson. La prueba original la podemos encontrar en [10]. Nosotros seguiremos
una versiéon que podemos encontrar en http://www.uam.es/fernando.chamizo/kiosco/
files/funcpois.pdf.

Antes de empezar con ella introduzcamos los ingredientes que tenemos que saber.
Lo primero es que ¢ tiene un polo simple de orden 1 en s = 1 y que ¢(0) = —1/2.
Ademas aplicaremos el teorema de los residuos y la formula de inversion de Mellin,

esta ultima la presentamos a continuacién. Lo que afirma es que para f continua en
Rt

c+1i00 o0
(3.13) flz) = 1/ F(s)x™%ds donde F(s) = /0 fx)z*~1 da.

21 J oo

donde ¢ € R es un nimero cualquiera de forma que F(c — €) exista (que |f(z)[z¢~ ¢!

sea integrable Lebesgue) para algin € > 0. Es una consecuencia més o menos directa
de la formula de inversion de la transformada de Fourier. Ya tenemos todo, veamos la
prueba.

Sabemos que cualquier funcién f se puede descomponer como suma de una funcién
par y una impar. Probaremos el siguiente resultado en funciones pares f € C3° ya que
Poisson para las impares es obvio. Queremos ver que:

(3.14) SO+ g = [ s de+2Y )
n=1 0 n=1

siendo f(n) la transformada coseno f(& fo ) cos(2m€x) dx. Sea F la trans-
formada de Mellin de f, aplicando (3. 13) con z = n y sumando en n se tiene que:

(3.15) Z fn) = o /( () d

donde o = R(s) > 1. Basta con hacer una integracion por partes para ver que
F(s)=—s"' [° f/(x)x® dz. Por tanto F tiene una extensién meromorfa a R(s) > —1.
Podemos por tanto hacer un cambio en la recta de integracién (o) y tomarla en
el intervalo (—1,0). Hacer este cambio no sale gratis, tenemos que tener en cuen-

ta los polos que hay por el camino, en este caso, en s = 1 y s = 0. Un simple
célculo de residuos nos permite ver que Res(F(s)((s),0) = f(0)¢(0) = —f(0)/2,
aqui estamos usando que ¢(0) = —1/2, algo que podemos encontrar en [13]. Ademas

Res(F(s)¢(s),1) = F(1) = [~ f. Teniendo esto en cuenta (3.15) nos queda as:

00 00 1
0)—1-;]‘“(71)—/0 f(x)d:r—l—m/(a)

con o € (—1,0).


http://www.uam.es/fernando.chamizo/kiosco/files/funcpois.pdf
http://www.uam.es/fernando.chamizo/kiosco/files/funcpois.pdf
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Ya lo tinico que queda por probar entonces es:

= . 1
3.16 2 n)=— F(s)((s) ds.
(3.16) 3= g | FE0)

Para ello utilizaremos nuestra ecuacion (3.11), no podiamos olvidarnos de ella como era
de esperar. Denotamos por C(s) a todo lo que acompana a 2(¢(s) en (3.11). Partimos
del segundo miembro de (3.16) y hacemos un cambio s — 1 — s. Asi tenemos:

L[ Fa—s)cs)c(s) ds.

T J(1-0)

Como la serie de Dirichlet de { converge absolutamente en 1 < 1 — ¢ podemos inter-
cambiar el sumatorio de las n en ( con la integral y nos queda:

i, Z/ F(1—s)n"°C(s) ds.
e o— (170)

Ahora bien, F'(s) tiene un polo simple en s = 0, entonces F'(1—s) tendra un polo simple
en s = 1. Como C(s) tiene un cero en s = 1y polo con cero se cancelan, resulta que no
hay singularidad. Por lo que F'(1 — s)C(s) es holomorfa en R(s) € (0,2). Movemos la
recta de integracion a 7 € (0,1). Asf podemos aplicar que C(s) = [;° cos(2maz)z*~! du
con s € (1) y por tanto se deduce que:

1

5 . F(s)((s) ds = ;;/0 cos(2mx) /(T) F(1 —s)z" 'n"* ds du.

Tomando un cambio x — nz y usando la inversién de Mellin sobre la integral en s
eso queda:

1 & [ . = [ —
p— nZ::l/o cos(2mnx)2mif(x) de = 2;/0 f(x) cos(2mnx) dx = Z;f(n)

Y asi queda demostrado (3.14).






CAPITULO 4
Tres aplicaciones breves

Vamos a ver ahora tres teoremas debidos a Gauss, Minkowski y Shannon. Prac-
ticaremos con las diferentes formas de la féormula de sumacién de Poisson que hemos
visto. En el primer teorema se usa un caso de la version del libro de Zygmund [19],
en el segundo la versién para reticulos y en el tercero la usual. Empezamos con ello:

4.1. Teorema de Gauss

El teorema de Gauss estd relacionado con la ley de reciprocidad cuadratica. En
cualquier curso de teoria de niimeros podemos estudiar el sfmbolo de Legendre, (%),
el cual nos indica si cierto nimero a es un cuadrado o no modulo p. Aqui entra en
juego las sumas de Gauss, consideramos un cuerpo K tal que Q(e%) C K ( basta

271

tomar K = C por ejemplo). Denotamos la raiz p-ésima de la unidad por ( = e » .
Entonces la suma de Gauss se define como:

G=N§_:1(;)C”=ZC"—ZC”=1+2ZC"
n=0

neR neN neR

donde R denota los n que son residuos cuadréticos modulo p (distintos de 0), y N los
que no. Esto se puede reescribir como:

N-1
2
G — E C?’L
n=0
Para evaluar el valor de esta expresién nos vamos ya con Gauss y su teorema.

Teorema 4 (Gauss). Dado N € Z7 se tiene

N—-1 N
; 141
4.1 2min? /N - \/N.
(4.1) ;oe VN
Demostracion. La funcion f(x) = eQWimQ/NXrO N](x), donde xj, ; indica la funcion

caracteristica de [a, b] con el valor 1/2 en los extremos, esta bajo las hipotesis de [19,

23
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p.68| para aplicar la formula de sumacion de Poisson. Nos detenemos en la que no es
obvia, queremos comprobar que:

2f(2) = lim (F(z+h)+ fz— ).

Es facil ver que f(07) = 0, f(0") =1y f(0) =
también, f(N7) = 1, f(N+) =0y f( ) = 1.
0

puntos ya que la funcién es continua en el resto.

En el otro extremo se cumple

1
2"
asta con comprobar sblo esos dos

B

Asi podemos aplicar la formula de sumacion de Poisson de [19, p.68|. Por un lado

tenemos:
Zf 2627”” /N E(U N]( )

nez nel

Teniendo en cuenta que la funcién x se anula fuera del [0, N] y tiene valor % en los
extremos eso queda

=

-1 N-1

1 ,
+ 627rm2/N E‘O N]( )+ 5 = g e27rm2/N — Gy,
1 n=0

N | —

3
I

Ahora miramos la suma de las transformadas:

Z/ 27rz (n?/N— nac)

neZ nez "= 0

Como la suma es en n podemos cambiar n — —n y eso queda asi:
2 :/ 27rz(n2/N+nx)

nGZ nezZ

Por tanto de Poisson se deduce que:
(4.2) Gn = Z/ e2mi(@®/Ntnz) go.

donde Gy es la suma en (4.1).

Hacemos el cambio  — v/ N —nN/2, dx +— +/Ndz. Calculamos los nuevos limites
de integracién. Es claro que VN — nN/2 = 0 cuando = = n\/N/Q Veamos cuando
VN — nN/2=N

VN =nN/2+ N = 2z =nVN + 2V/'N.

Por tanto se tiene que x = v N/2(n + 2). Ahora veamos como afecta el cambio de
variable a la exponencial e2mi(x*/N+nz) Nog centramos en el (22 /N+nx), con el cambio
eso pasa a ser:

<£C\/N—TLN/2>2
N

n(x\/ﬁ nN/Q) =z —22N
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Asi, (4.2) nos queda:

. (n+2)VN/2
Gn _ Ze—szn2/2/ 627'('2172 dz
\/N nez n\/N/Q
Separamos la suma en n = 2k y n = 2k + 1 y asi se tiene
(k+1)VN (k+1/2)f )
Z + Z Z/ 27Tza: de + i —N Z/ 2mix dz.
2n  2An  keZ kez’ (k=1/2VN

. N2 .
donde las constantes de delante de cada sumatorio salen del e=™N""/2 segun n sea
par o impar. Asi tenemos:

00 - ) -
/ eme dl‘—F’i_N/ e27rzac dr.
—00 —00

Esto es 1 4 ¢~V multiplicado por una constante C' dada por una integral. Sabemos
que G1 = 1, por tanto dividiendo Gn/vV'N = (1 +i~N)C entre G1/v1 = (1 +i~1)C,
se obtiene:

Gy 14+« N 144N

N  14it T 11—

Con lo que ya se tiene (4.1). O

4.2. Teorema de Minkowski

Teorema 5 (Minkowski). Sea A una matriz real n X n con det(A) < 1, entonces
eziste m € Z" tal que 0 # ||Ami||c < 1.

Demostracion. La funciéon “tienda” f(z) = méx(1l — |z|,0) cumple f(O) =1, ya que
es el area de una funcién de densidad, y f(f ) > 0, por tanto la funcién de n variables
F(Z) = f(x1)f(x2) - f(zy) hereda esta propiedad. Por la férmula de sumacion de
Poisson para reticulos, en este caso para el reticulo correspondiente a la matriz A, se
tiene

det A > F(Am) > f(0) =1.

meZL™
donde la desigualdad viene de tomar en el dual solamente £ = 0 y usar que f(&) > 0.

Si det A < 1, esto da el resultado porque
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y tenemos que F' (6) =1y F se anula si alguna coordenada de Am es mayor que 1.

Sidet A = 1, cambiando A por A/(1+¢€) con € > 0, asi tenemos que para cada € se
tiene un my, que verifica que ||[Am¢, ||cc <1+ €,. Se trata de un conjunto compacto
el de los {7 : ||AZ]| < 6}. Por tanto, haciendo acto de presencia la topologia, toda
sucesion tiene una subsucesion convergente. Definimos m = lim,_ o m¢, Se deduce
que existe m € Z" con 0 # || Ani||cc < 14 €, y permitiendo €, — 0 (haciendo n — o)

se obtiene el resultado. ]

4.3. Teorema de Shannon

El teorema de muestreo de Nyquist-Shannon, también conocido como teorema de
muestreo de Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon, es un teorema fundamental de la
teoria de la informacién, de especial interés en las telecomunicaciones. Fue formulado
en forma de conjetura por Harry Nyquist en 1928, y fue demostrado formalmente por
Claude E. Shannon en 1949. Whittaker y Kotelnikov también consiguieron una prueba
del resultado.

El teorema demuestra que la reconstrucciéon exacta de una senal continua a partir
de sus muestras, es mateméaticamente posible si la sefial es de banda limitada y la
tasa de muestreo es superior al doble de su ancho de banda. La informacién completa
de la sefial analégica original que cumple el criterio anterior esti descrita por la serie
total de muestras que resultaron del proceso de muestreo.

Teorema 6 (Shannon). Sea f una funcion tal que fe C? se anula fuera de [-B, B,
entonces para cualquier v > 2B se cumple

o .
ft) = Z f(n/v)sinc(vt — n) donde sinc x := sin(r)
T
n=-—o00
y por continuidad se define sinc 0 = 1.
Demostracion. Dado u € I = [—v/2,v/2], vamos a aplicar la formula de sumacion de

Poisson a g(z) = v~ f(x/v)e=2™*/V_ Por un lado tenemos:

S gln) = vt Y flnw)e

ne” ne”l

Por otro lado se tiene:
oo . .
/g\(n) _ / Vflf(x/y)ef%mux/uefﬁmnx dz.
Hacemos un cambio z — vz v eso nos queda:

/ flz)e  2mwtny) go — Flu+ nw).
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Como teniamos que ]?se anula fuera de [-B, B] y v > 2B, se ve claro que ) f(u+
nv) = f(u). Por tanto tenemos que

(4.3) Fw) = vt S flnv)e2minu,

nez

Multiplicando por xr(u) = X1 /2,1/2) (u/v) y calculando la transformada inversa de
Fourier de ambos miembros se sigue el resultado ya que X[ 1/2,1/2] = sinc, y la trans-
formada de una funcién par coincide con la transformada inversa. Veamoslo:

Empezamos con la prueba de que X[_1/2,1/2) = sinc:

EN 2i sen(7rt)

~ _ * 2mixt — 2mixt _ PN G
X[—1/2,1/2}(t)—/_OOX[—1/2,1/2](x)e dx /_1/26 R

Multiplicar por x7(u) en el lado izquierdo de (4.3) no cambia nada ya que f: 0 fuera
de I. Por tanto la transformada inversa de ese lado evidentemente es f(¢). Vamos con
el lado derecho. Estamos calculando la transformada inversa con respecto a u, por
tanto s6lo nos interesa calcular la de 6_2””“/”)([_1/2’1/2] (u/v). Vamos a ello:

/ 6_2mnu/VX[—1/2,1/2} (u/y)e%ritu du

Cambiamos u — vu y nos queda:

I// CQWiu(Vt—n)X[—1/2,1/2] (u) du =v Sil’lC(Vt - n)

—00

Con esto la transformada del lado derecho de (4.3) es lo que buscabamos. O






CAPITULO 5
Unicidad

Queremos estudiar si cualquier igualdad del tipo
(5'1) Z f(xn) = Z f(yn)
nez neZ
o incluso del tipo
(5.2) Z anf(Ty) = Z bnf(yn)
nez nez

se reduce a la formula de sumacion de Poisson bajo hipotesis naturales. Para evitar
problemas de regularidad supondremos que f esta en la clase de Schwartz.

Debemos tener precaucion con (5.2) al escribir enunciados rigurosos porque por
ejemplo se verifica con
2 si2|n {WQ si2|n

b, =
1 osi2tn "

53 n =N, n — 27 n —
(53) an=n_ yn=n/ ¢ { 1/2 si2tn

que no coincide con la férmula de sumacién de Poisson, pero no se considera un
contraejemplo de la unicidad porque se deduce de ella de la siguiente forma;:

Aplicando la formula de sumacion de Poisson a f(x) y a g(z) = f(2z):
Yo fmy= Y fw),

o0 (e 9]

S ren = 3 g = S ).

Sumando ambas queremos llegar a que:
3~n 1~n
ZQf(”) +Zf(n) = Zif(§) +Z§f(§)-
2|n 2tn 2|n 2t

El lado izquierdo es evidente, sumamos en los pares dos veces y uno en los impares.
Vemos el lado derecho, mirando la transformada de g queremos obtener la de f:

29
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o . o0 ) S
59 = [ gwe e do= [~ jene iz ar - L2

—0o0

~—

Por tanto al sumar el lado derecho obtenemos:

> fm+ 3 B S S YL = A+ TR,

n=-—00 n=-—o00 n=—00 2in 2|n 2in

Tanto en (5.1) como en (5.2), una hip6tesis natural (sobre todo si uno piensa en
términos cristalograficos donde los x;, son posiciones de atomos) es que los x,, guarden
entre ellos una distancia de separacién minima y lo mismo con los y,. Matematica-
mente

(5.4) inf |z, —zp| #0 y mf |yn, — ym| # 0.
n#m n#m

5.1. Un teorema de A. Cérdoba

Encontramos en [6] un resultado que prueba que si se cumple (5.4) la Gnica féormula
del tipo (5.1) es la habitual de Poisson y, también, A.Cordoba avanz6 hacia una prueba
de algo parecido para (5.2), pero este caso no se ha resuelto hasta recientemente, en
[14], donde N. Lev y A. Olevskii probaron que una identidad del tipo (5.2) se obtiene
por combinaciones lineales finitas de la férmula de Poisson escalando o trasladando los
enteros. El caso d-dimensional con d > 1 es un misterio todavia cuando no se supone
cierta positividad de los coeficientes.

Por otro lado, se sabe que hay formulas (5.2) que no son de este tipo si uno
cambia la condicién (5.4) por la condicion parecida de que {z,} e {y,} sean conjuntos
discretos, es decir, sin puntos de acumulacién. Se trata de una condicién mas débil, por
ejemplo, si elegimos nuestros x, de la forma {v/n3 + 1} para n € Z, es un conjunto
discreto que no verifica (5.4) ya que zp4; — , — 0 cuando n — oo. Veamos el
resultado bésico de unicidad cuando si se cumple la propiedad de distancia minima.

Teorema 7 (A. Cordoba). Si se cumple (5.1) con {x,} e {yn} verificando (5.4)
entonces necesariamente {x,} = {yn} = Z y entonces la inica formula de este tipo es
la habitual de sumacion de Poisson.

Veamos la prueba del caso unidimensional. Tomamos una funcién que ya vimos
. , _ 2 . .
en el primer capitulo, f(x) = e=27**", Aplicamos (1.5) con z,, e y, y se tiene:

Z e—27ro<x% _ L 6%:%

nes \/ﬁ nez
Hacemos a — 00, si 0 ¢ {z,,} el lado izquierdo es 0 y el derecho no tiene porqué serlo.
Por tanto, para que la igualdad anterior tenga sentido es necesario que z,, = 0 para
algtin n. Suponemos que 2o = 0. Llamamos p := dyin (g, Txr1) con k € Z y vamos a
suponer que se alcanza en ft = Tj,4+1 — Tj,.
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Tomamos ahora la funcion "tienda de campana’ ¢(x) = max(1 — |z|,0), la vimos
en el capitulo anterior pero no calculamos su transformada de Fourier, lo haremos
ahora porque la vamos a necesitar. Una observacion antes de empezar, es claro que
¢ es una funcion par que no es 0 solamente en (—1,1). Si nos fijamos bien e 2t —
cos(2méx) — isen(2w&x). Utilizamos que el seno es una funcion impar y el calculo de
la transformada se reduce a la siguiente integral:

N 1
() = 2/0 (1 — ) cos(2méx) dx.

Resolviendo por partes eso nos queda:

56 =2(* ).

Utilizando la formula del d&ngulo doble para el coseno se deduce que:

e = (*Y”

Nos sera util el hecho de que q?(O) =1y que (E > 0.

Elegimos ahora f(z) = e%itzqﬁ(%). Si aplicamos (5.1) el primer miembro solo
m

va a tener el término de = x; ya que en el resto | | > 1y ¢ se anula. Buscamos

la transformada de esta f:

fie = [ o= )e et .

Cambiamos = = px + x; y se tiene:

F(&) = pe2rimie=) /IR ¢(x)e 2 ED gy = e 2T ETD g (¢ — ).

2mizjt

Aplicando ahora (5.1) y simplificando los e resulta que:

(5.5) 1=p Z e*Q“iwjy”gg(u(yn —t)) para todo ¢t € R.

n=—oo

Ahora bien, por las propiedades de la gg esta féormula tiene sentido comparando los
casos j =0y j # 0si e ?™@¥ = 1. En particular, Zjyn € Z, si tomamos j = jo + 1
v 7 = jo y los restamos, obtenemos que uy, € Z.

Escogemos ahora t = y,, en (5.5), es facil ver (basta con tomar el caso j = 0, zg = 0)
que p < 1. Ahora integramos (5.5) en t € [—1/2,1/2] y seguimos con el j = 0 para que
no estorbe el término de delante de gg, aprovechamos que cg(u(yn —t)) = a(u(t —Yn))
y haciendo un cambio de la forma v = ut, con lo que dt = idu, se llega a que:

1= i /Ina

n=—oo
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siendo I,, = [/,Lyn — 5,y + %)

Si juntamos que los I, son disjuntos (u < 1y py, € Z) con que fln $ = gE(O) =1
y encima p < 1 se deduce que UI,, = R y que p = 1. Esto nos lleva a que {uy,} = Z.
Ahora volvemos a nuestra formula de Poisson (1.1) y, como los {y,} = Z, necesaria-
mente {z,} =Z.

5.2. Un contraejemplo de Y. Meyer

Probado el teorema vamos a buscar un contraejemplo a la unicidad para (5.2) sin
(5.4). Este contraejemplo se debe a Y. Meyer [15] y aparte de corresponder a {z,} e
{yn} discretos tiene otras propiedades especiales que estan en la primera pagina de
[15]. Se trata del resultado que tenemos a continuacion:

Teorema 8. Si f es una funcion impar, para &, € R — Z3 se cumple
2mif-i —2miG7

(5.6) 3 ﬁ“”’” a|) = ie-2maf 3 £ F(1a -+ 8.

reze 17+ B

Los @, serfan los resultados de hallar ||[7i+@|| = \/(n1 + a1)? + (n2 + a2)? + (n3 + az)?.
Para cada i € Z3 obtendriamos un valor de z,,.

Vamos a comprobar que C' = {||7i|| : 7 € Z3}, que serian los {z,} cuando & = 0,
no cumple (5.4), es decir, inf{|z —y| : z,y € C, x # y} = 0, y que C es discreto
(no tiene puntos de acumulacion). A pesar de que ese valor de @ no esta incluido en
el enunciado del teorema nos es atil para ver que no se va a cumplir la propiedad de
distancia minima. El caso & # 0 es mas dificil y no lo veremos aqui.

Cogemos los vectores 11 = (k,0,0) n3 = (k,1,0) con k € N. Sus normas asociadas
son k 'y vk? + 1. Si nosotros tomamos el limite cuando & va a infinito esa diferencia va a
0. Por tanto no se cumple (5.4). Ademas, nuestro conjunto C esta formado por raices de
sumas de enteros al cuadrado, si a eso le aiadimos que nosotros simplemente pensamos
que si dos 7 dieran el mismo x,, sumariamos los coeficientes correspondientes, ningtin
T, va a ser punto de acumulacién ya que siempre hay una distancia entre las raices
de los enteros.

Puede extranar el hecho de pedir que f sea impar (lo utilizaremos en la prueba).
Eso es poco relevante porque una funcion f impar se puede escribir como f(x) =
g(z) — g(—z) con g arbitraria. Con este cambio tendremos una version de (5.6) para
funciones sin restricciones de simetria.

Vamos con la demostracion del teorema. Comenzamos definiendo la funcion de
tres variables:

g(z,y,2) = eQ”i(51x+52y+ﬁ3z)h(:r + o1,y + ag, 2z + a3)
donde

(V2?2 +y? + 22
h(x,y,2) = ( — 2)-
Ve +y -+ 2
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El primer miembro de (5.6) es ) 5 73 g(7). Ahora bien, teniendo en cuenta que

aezs 9(7) =Y ncys 9(—n) y que i~1 = —i, basta con probar que:
o e—zmé.(ﬁw) P
(5.7) 9(=7i) = —————=—f(I7i + 5]
il|7 + B

Para obtener (5.7) basta demostrar

(5.8) h(&) = —f(”"?‘D para £ € R3.
i

La explicacion de esta afirmacion reside en la relacion que existe entre gy h:

—

36 = / oy, 2)e 2@ dudydz =
R3

— / h(fL‘ 4+ a1,y + as,z+ ag)627”(61304-52!/4‘532)6—2“(957@/72)5 dxdydz‘
R3

Cambiamos  — x — a1, Yy — y — Qo y 2z — 2 — a3 y nos queda:

g(éf‘) — p2mid(E— )/RS h(z,y, 2)6—2m(z,y,z)(g_

ot -,

) dzdydz = 627”‘&(5_5)5(5* B).

Visto esto, si nosotros somos capaces de probar (5.8) eso ya nos lleva directamente a
(5.7), asi que vamos a ello. Veamos un resultado auxiliar de analisis de Fourier.

Si F:R3 — C (que como siempre suponemos de la clase de Schwartz) y A es la
matriz de un giro, entonces G(Z) = F(A'Z) cumple G(£) = F(A£).

En realidad esto ya lo vimos en la parte del empaquetamiento de esferas. Recorda-
mos que si nosotros tenfamos que G(Z) = F(A'F) se sigue que @(E) = |A]*1F\((A*1)tf).
Como las matrices de los giros tiene determinante uno y satisfacen A=! = A, se tiene
el resultado buscado.

Ahora bien, los giros no cambian la norma del vector, como nuestra h depende
de la f evaluada en la norma de ¥, se cumple que h(A'Z) = h(Z). Podemos suponer
perfectamente un giro que nos lleve el vector & a A€ = (0,0, ||€]|), por el resultado
anterior se tiene que 71(5) = /}Z(0,0, I€]]). Por tanto, nuestro siguiente objetivo es
calcular h(0,0, ||€])):

70,0, 1€]l) = / Wy, 2)e 28 dudydz.
R3

Usando coordenadas esféricas, * = rsenfcos¢, y = rsenflseng y z = rcosf con
0 € (0,m)y ¢ € [0,27] se tiene:

00 27 T .
h(0,0,||€]) = / / / rf(r)e2mrliElcost son 6 dodpdr.
0 0 0

Si integramos en ¢ sale un 27, y veamos lo que queda cuando integramos en 6:

oo i 1 o0 E E
/ / F(r)2m sen e~ 2l eost gpgy — 1 / 7y (2l — e=>mirlél) gy,
o Jo illéll Jo
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Si escribimos 2™l — e=2mirl€ll en razones trigonométricas el resultado final es
2isen(27r||€||), con lo que se llega a que:

—

h 0,0, sen27r'r
B(E) = h(0,0, |€]) = H&II/ £(r) sen(2rr | €] )dr

Si nos fijamos bien, tanto f como sen son funciones impares por lo que fsen es par.
Si ademas, multiplicamos y dividimos por —i se tiene que:

h —’) Z|£H/ f(r isen(27r7“|]gH))d7“

Buscamos f, para ello pongamos e 2milléllr = cos(27||€]|r) — isen(2nr||E]]), integrar f
(impar) por cos (par) en un intervalo simétrico va a dar 0, luego justo la expresion

que tenemos encima es la transformada de f y por tanto:

~ =

h N
() = zHﬁHf(Hé”)

El contraejemplo se debe a que se cumple con esos coeficientes y esas {x,} e {yn}
para todas las funciones impares. En realidad como las funciones impares son de la
forma f(z) — f(—x) es un contrajemplo para toda f cuando se consideran los {x,} e
{yn} con signos positivos y negativos.
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